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Vorwort. 


Das  Handbuch,  dessen  erster  Band  hiennit  in  die  Oeffentlichkeit 
tritt,  sucht  die  älteren  und  neueren  Untersuchungen  auf  dem  Gebiete 
der  Theorie  der  linearen  DiflFerentialgleichungen  zu  einem  einheitlichen 
Lehrgebäude  zusammenzufassen,  um  ein  möglichst  getreues  und  voll- 
ständiges Bild  von  dem  gegenwärtigen  Stande  dieser  Theorie  liefern 
zu  können. 

Obwohl  schon  die  Analysten  des  achtzehnten  Jahrhunderts  mit 
Vorliebe  die  Integration  gewisser  specieller  linearer  DiflFerentialglei- 
chungen geübt  hatten,  so  ist  doch  die  moderne  Theorie  dieser  Difli'e- 
rentialgleichimgen  erst  auf  den  Grundlagen  erwachsen,  die  ihr  Herr 
Fuchs  in  seiner  zuerst  im  Programm  der  Berliner  Gewerbeschule  vom 
Jahre  1865  veröflFentlichten  Abhandlung  geschaflfen  hat. 

Bei  der  Bearbeitung  einer  Disciplin,  die  so  auf  eine  verhältniss- 
mässig  doch  nur  kurze  Zeit  der  Entwickelung  zurücksehen  kann, 
glaubte  der  Verfasser  der  Darstellung  nicht  den  beengenden  Zwang 
einer  starren  Systematik  auferlegen  zu  sollen,  sondern  dieselbe  in  der 
Form  möglichst  frei,  und  im  Aufbau  wesentlich  der  historischen  Ent- 
wickelimg  folgend  gestalten  zu  müssen.  Dabei  war  er  stets  bemüht, 
Fragen,  die  noch  ihrer  Beantwortung  harren,  nicht  aus  dem  Wege  zu 
gehen,  sondern  auf  dieselben  hinzuweisen  und  sie  nachdrücklich  als 
oflfene  zu  bezeichnen. 

Man  könnte  die  Resultate  der  Forschungen  über  den  zu  behan- 
delnden Gegenstand  in  zwei  Kategorien  sondern. 

Die  eine  würde  diejenigen  Untersuchungen  umfassen,  die  sich  die 
Ausbildung  von  Methoden  für  die  Integration  einer  vorgelegten  linearen 
DiflTerentialgleichung  zum  Ziele  setzen,  in  dem  Sinne  natürlich,  wie 
eben  die  moderne  Wissenschaft  das  Problem  der  Integration  einer  Diflfe- 
rentialgleichung  zu  fassen  gelehrt  hat.  Dahin  gehörten  also  die  ver- 
schiedenartigen  Formen    der   Darstellung   von  Integralen,   sowohl    die 


tt» 


G^c> 


IV  Vorwort. 

allgemein,  als  auch  die  nur  in  beschränkten  Bereichen  gültigen,  und 
ebenso  die  Auffindung  der  wechselseitigen  Beziehungen  zwischen  diesen 
Darstellungsformen. 

In  die  andere  Kategorie  wären  diejenigen  Untersuchungen  zu  ver- 
weisen, die  sich  auf  besondere  lineare  Difierentialgleichungen  beziehen, 
sei  es  nun,  dass  man  für  lineare  Differentialgleichungen,  deren  Coeffi- 
cienten  specielle  Eigenschaften  haben,  die  Natur  der  Integrale  zu  er- 
gründen sucht,  oder  dass  es  sich  darum  handelt,  die  Gestalt  der 
Coefficienten  zu  finden,  wenn  sich  die  Lösungen  durch  gewisse  analy- 
tische Eigenschaften  auszeichnen  sollen.  Hier  wären  z.  B.  die  Unter- 
suchungen über  lineare  Differentialgleichimgen  mit  eindeutigen  doppelt- 
periodischen Coefficienten  einzureihen,  ferner  die  Theorie  derjenigen 
linearen  Differentialgleichungen,  die  durch  bestimmte  Integrale,  durch 
eindeutige,  algebraische  oder  sonst  irgendwie  charakterisirte  Functionen 
befriedigt  werden  u.  s.  w. 

Eine  scharfe  Scheidung  zwischen  diesen  beiden  Kategorien  ist 
natürlicherweise  nicht  möglich;  im  Grossen  und  Ganzen  ist  aber  der 
vorliegende  erste  Band  der  ersten,  der  in  Vorbereitung  begriffene 
zweite  Band  der  zweiten  Kategorie  von  Untersuchungen  gewidmet. 
Da  bei  den  letzteren  wesentlich  Methoden  in  Betracht  kommen,  die 
der  Theorie  der  Substitutionsgruppen  angehören,  so  wird  auch  diese 
Theorie  erst  im  zweiten  Bande  Platz  finden. 

Zur  Erleichterung  der  Uebersicht  ist  das  Werk  in  Abschnitte  und 
sind  diese  wieder  in  Kapitel  eingetheilt;  im  Uebrigen  besteht  es  aus 
fortlaufend  numerirten  Artikeln,  deren  Inhalt  immer  durch  eine  kurze 
Ueberschrift  angedeutet  wird.  Die  Litteratumachweise  sind  nicht  in 
den  Text  eingefügt,  sondern  nach  dem  Vorbilde  des  Lacroix'schen 
„Traite  du  calcul  differentiel  et  du  calcul  integral"  mit  dem  Inhalts- 
verzeichnisse zu  einem  Nachschlageregister  vereinigt  worden.  Man 
findet  daselbst  bei  jeder  Nummer  zuerst,  in  der  Aufeinanderfolge  des 
Inhaltes,  diejenigen  Schriften  genannt,  in  denen  Sätze,  Bezeichnungen, 
Gesichtspunkte,  die  in  der  betreffenden  Nummer  vorkommen,  zum 
ersten  Male  in  völlig  präciser  und  bewusster  Weise  veröffentlicht  sind. 
Hieran  schliessen  sich  in  chronologischer  Reihenfolge  die  späteren 
Bearbeitungen  derselben  Gegenstände,  soweit  sie  dem  Verfasser  als 
Quellen  gedient  haben  und  endlich  folgen  unter  dem  Schlagworte 
„vergl."  Verweisungen,  theils  auf  Darstellungen  bei  anderen  Autoren 
(insbesondere  ist  bei  Gegenständen,  die  auch  in  der  vor  kurzem  er- 
schienenen „Einleitung  in  die  Theorie  der  linearen  Differentialglei- 
chungen" von  Lothar  Heffter  behandelt  sind,  fast  immer  auf  die 
betreffende  Stelle  dieses  Werkes  hingedeutet  worden),  theils  auf  ältere 
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Schriften,  in  denen  verwandte  Gegenstände  oft  unter  anderen  Gesichts- 
punkten, oft  auch  in  nicht  ganz  genauer  Fassung  behandelt  oder 
berührt  sind.  Diejenigen  in  der  historischen  Einleitung  erwähnten 
Schriften,  deren  Inhalt  in  späteren  Nummern  ausführlich  dargestellt 
wird,  finden  sich  erst  bei  den  betrefienden  Nummern  angegeben.  Im 
Texte  selbst  werden  nur  diejenigen  Arbeiten  genau  citirt,  in  denen  der 
Leser  die  ausführliche  Darlegung  einer  vom  Verfasser  nur  angedeuteten 
Deduction  zu  suchen  hat.  Vom  Verfasser  selbstständig  geführte  und 
anderweitig  noch  nicht  veröflfentlichte  Untersuchungen  sind  als  solche 
nicht  besonders  gekennzeichnet  worden. 

Der  Verfasser  war  bemüht  die  Darstellung  so  zu  geben,  dass  ein 
mit  den  Grundzügen  der  Functionenlehre  vertrauter  Leser  derselben 
wohl  ohne  Schwierigkeit  wird  folgen  können.  Die  vielfach  erforder- 
lichen Hülfsmittel  aus  der  Determinantentheorie  und  Algebra  wurden, 
soweit  dieselben  in  den  gewöhnlichen  Lehrbüchern  entweder  gamicht, 
oder  nicht  unmittelbar  in  der  Fassung,  wie  sie  hier  zur  Verwendung 
gelangen,  enthalten  sind,  ausführlicher  entwickelt;  die  äussere  Form,  in 
welcher  das  geschehen  ist  und  die  Bezeichnungsweise,  die  dabei  zur  An- 
wendung kommt,  sind  dem  Verfasser  aus  den  Vorlesungen  Leopold 
Kronecker's  geläufig. 

Bei  der  Revision  der  Druckbogen  hatte  sich  der  Verfasser  der 
freundlichen  Unterstützung  des  Herrn  Professor  Dr.  Franz  Meyer  in 
Clausthal  und  der  Beihülfe  der  Herren  stud.  Kichard  Fuchs  und  cand. 
W.  Koch  zu  erfreuen;  auch  von  dieser  Stelle  aus  sei  den  genannten 
Herren  für  ihre  Bemühungen  der  wärmste  Dank  ausgesprochen. 

Ich  kann  diese  Vorbemerkung  nicht  schliessen,  ohne  des  Freundes 
zu  gedenken,  mit  dem  gemeinsam  ich  den  Entschluss  zur  Herausgabe 
dieses  Handbuches  fasste,  und  durch  dessen  Hinscheiden  mir  ein  uner- 
setzlicher Mitarbeiter  entrissen  wurde.  Als  Paul  Günther  und  ich 
im  Frühjahr  1801  die  Voranzeige  zu  diesem  Werke  in  den  „Mit- 
theilungen" der  Teubn  er 'sehen  Verlagsbuchhandlung  erliessen,  ahnte 
noch  Niemand,  dass  ein  halbes  Jahr  später  der  allezeit  frische  und 
schaflFensfreudige  Günther  nicht  mehr  unter  den  Lebenden  weilen 
werde.  Noch  zu  einer  Zeit,  .wo  ihn  die  tödtliche  Krankheit  schon  mit 
aller  Wucht  erfasst  hatte,  war  Günther  mit  Vorstudien  für  den  ihm 
zufallenden  Theil  der  Arbeit  beschäftigt.  Die  Aufzeichnungen,  die  er 
sich  in  dieser  Zeit  gemacht  hat  und  die  mir  wenige  Monate  nach 
seinem  Tode  durch  Heriji  Professor  Dr.  Fuchs  übergeben  wurden, 
bestehen  aber  fast  ausschliesslich  in  Exc^rpten  aus  Abhandlungen  von 
Thome,  Frobenius  und  Appell;  ich  habe  nur  bei  Abfassung  der 
Nummern    19    und   21    Einiges   aus   diesen    Aufzeichnungen   benutzen 
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können.  Dagegen  war  es  mir  eine  wehmüthige  Freude,  dem  Wunsche 
Günther's,  dass  ein  Theil  seiner  Habilitationsvorlesung  zu  einer 
historischen  Einleitung  des  Werkes  verarbeitet  vrerden  sollte  (vergl. 
die  Fussnote  auf  S.  1),  zu  entsprechen.  Möchte  es  mir  gelungen 
sein,  die  Arbeit  in  seinem  Sinne  ausgeführt  zu  haben! 

Berlin,  im  November  1894. 

Ludwig  Schlesinger. 
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Historisclie  Etnleituiig.  *) 

1.    Problem  der  Integration  einer  Differentialgleichiing  bei  den 
älteren  Analysten.     Einführung  der  complexen  Grössen. 

Seit  der  Erfindung  der  DiflFerentialrechnung  hat  das  Problem  der 
Integration  von  Differentialgleichungen  im  Vordergrunde  des  Interesses 
der  Mathematiker  gestanden^  denn  fast  alle  Aufgaben  der  angewandten^ 
aber  auch  eine  grosse  Zahl  solcher  der  reinen  Mathematik  führten  auf 
Differentialgleichungen,  denen  eine  zu  bestimmende  Function  zu  ge- 
nügen hatte.  Die  Geschichte  der  Mathematik  lehrt  aber,  dass  die 
Auffassung  des  Problems  der  Integration  einer  Differentialgleichung 
eine  lange  Reihe  von  Entwickelungsstadien  durchmachen  musste,  bis 
man  sich  zur  völligen  Klarheit  darüber  durchgerungen  hatte,  in  wie  weit 
die  Aufgabe  der  Bestimmung  einer  Function  ihrer  Lösung  näher  ge- 
bracht ist,  wenn  es  gelingt  eine  Differentialgleichung,  der  diese  Function 
genügt,  aufzustellen. 

Die  einfachste  Art  von  Differentialgleichungen,  die  sich  darbot, 
war  diejenige,  der  der  Inhalt  eines  von  der  Abscissenadhse,  einer  Curve 
und  zwei  Ordinaten  derselben  begrenzten  Flächenstücks,  als  Function 
der  Bestimmungsstücke  eines  Punktes  dieser  Curve  genügt,  und  bald 
nachdem  man  eingesehen,  dass  diese  Function  nur  in  den  seltensten 
Fällen  in  geschlossener  Form  hergestellt  werden  kann,  gelang  es 
Näherungsmethoden  ausfindig  zu  machen,  die  eine  für  die  Praxis  aus- 
reichende Berechnung  dieses  Flächeninhalts  gestatteten;  man  nannte  diese 
Methoden,  die  bis  auf  Newton  zurückreichen  (vergl.  Roger  Cotes: 
Harmonia  mensurarum;  de  methodo  differentiali  Newtoniana;  1722) 
mechanische  Quadraturen.     Naturgemäss   ging  das  Bestreben  der 

*)  Die  historische  Einleitung  wurde  mit  Benutzung  des  schätzenswerthen 
Materials  verfasst,  welches  sich  in  der  von  meinem  verstorbenen  Freunde  Günther 
bei  Gelegenheit  seiner  Habilitation  gehaltenen  öffentlichen  Probevorlesung  „Die 
geschichtliche  Entwickelung  der  modernen  Theorie  der  Differentialgleichungen" 
vorfand;  dieselbe  ist  darum  als  eine  gemeinsame  Arbeit  von  Günther  und  mir 
anzusehen. 
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Mathematiker  nun  dahin,  auch  für  Functionen,  die  complicirteren  Diffe- 
rentialgleichungen genügen,  ein  ähnliches  Berechnungsverfahren  zu  er- 
langen, und  man  versuchte  darum,  wenn  eine  Differentialgleichung 
vorgelegt  war,  dieselbe  auf  Quadraturen  zurückzuführen. 

Abgesehen  davon,  dass  diese  Zurückführung  nur  ausnahmsweise  ge- 
lang, traten  bald  noch  andere  Umstände  hervor,  die  ein  Hinausgehen  über 
die  Methode  der  mechanischen  Quadratur  erforderlich  machten.  Diese 
Methode  lieferte  nämlich  zwar  mit  beliebiger  Annäherung  den  Werth  des 
Flächeninhalts,  wenn  das  Flächenstück  zwischen  zwei  durch  feste  Punkte 
der  begrenzenden  Curve  hindurchgelegten  Ordinaten  genommen  wurde, 
sie  liess  aber  nicht  erkennen,  wie  sich  der  Werth  jenes  Flächeninhalts 
ändert,  wenn  etwa  der  eine  dieser  Punkte  veränderlich  gedacht  wird. 
Diese  Aenderung  liess  sich  nur  verfolgen,  wenn  ein  expliciter  Aus- 
druck gefunden  war,  der  das  Flächenstück  durch  den  Werth  der  ver- 
änderlichen Abscisse  darstellt,  und  dies  war  im  Allgemeinen  nicht  zu 
erreichen,  wenn  man  sich  auf  die  elementaren  Functionen,  für  welche 
Tafeln  vorhanden  waren,  beschränkte.  Während  nun  hervorragende 
Mathematiker  bestrebt  waren,  den  Kreis  der  explicite  darstellbaren 
Functionen  immer  mehr  zu  erweitem,  indem  sie  wie  z.  B.  Euler, 
Lagrange  und  Legendre  zu  Reihenentwickelungen  und  anderen  Grenz- 
processen  ihre  Zuflucht  nahmen  und  dann  auf  Grund  derselben  Tafeln 
für  die  so  dargestellten  Functionen  berechneten,  quäfte  sich  die  Mehr- 
zahl der  Analysten  mit  meist  vergeblichen  Bemühungen,  möglichst 
viele  Quadraturen  in  den  Rahmen  der  bekannten  elementaren  Functionen 
hinein  zu  zwängen,  um  dieselben  auf  diese  Weise  für  die  Benutzung 
der  vorhandenen^  im  Gebrauch  befindlichen  Tafeln  zugänglich  zu  machen. 

Wir  bemerken  hier  eine  analoge  Erscheimmg,  wie  sie  in  der  Algebra 
bei  der  Auflösung  der  Gleichungen  hervortrat.  Auch  wieder  war  es 
Newton,  der  Näherungsmethoden  für  die  Berechnung  der  Wurzeln  einer 
algebraischen  Gleichung  angegeben  hatte,  aber  das  allgemeine  Bestreben 
ging  dahin,  die  Auflösung  einer  vorgelegten  Gleichung  durch  Wurzel- 
grössen  zu  bewirken,  da  deren  Berechnung  leicht  mit  Hülfe  von  Ketten- 
oder Decimalbrüchen  geleistet  werden  konnte.  Allmählich  erkannte  man, 
und  Ruffini  hat  es  im  Jahre  1805  zuerst  ausgesprochen,  dass  eine 
solche  Auflösung  im  Allgemeinen  nicht  möglich  sei,  und  je  mehr  diese 
Unmöglichkeit  sich  im  Bewusstsein  der  Mathematiker  befestigte,  um  so 
dringender  sah  man  sich  vor  eine  Frage  gestellt,  deren  Beantwortung 
Methoden  zeitigte,  die  auch  für  das  Problem  der  Integration  einer 
Differentialgleichung  von  folgenreichster  Bedeutung  wurden.  Es  ent- 
stand nämlich  die  Frage:  ist  denn  überhaupt  eine  jede  Gleichung  auf- 
lösbar, und  die  Antwort  hierauf  konnte,  wie  Gauss  zuerst  1799  streng 
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gezeigt  hat,  im  bejahenden  Sinne  nur  dann  gegeben  werden,  wenn 
man  das  Grössengebiet  durch  endgültige  Einführung  der  complexen 
Zahlen  erweiterte.  Durch  diese  Erweiterung  des  Grössengebietes  hatte 
schon  früher  Euler  viele  analytische  Fragen  in  einem  neuen  Lichte 
erscheinen  lassen.  Die  unendlich  vielen  Werthe  des  Logarithmus,  den  Zu- 
sammenhang der  Exponentialfunction  mit  den  trigonometrischen  Func- 
tionen hatte  er  entdeckt,  aber  erst  die  genialste  Anwendung  des  zu  jener 
Zeit  noch  mit  einem  gewissen  mystischen  Zauber  umhüllten  i,  die  Ent- 
deckung der  elliptischen  Functionen  durch  Abel  und  Jacob i  im  Jahre 
1827,  die  mit  einem  Schlage  nicht  nur  all'  die  räthselhaften  Erschei- 
nungen erklärte,  die  Legendre  in  fünfzigjähriger  mühevoller  Arbeit 
an  den  elliptischen  Integralen  beobachtet  hatte,  sondern  auch  neue, 
ungeahnte  Eigenschaften  derselben  hervortreten  liess,  verschaffte  den 
complexen  Grössen  volles  Bürgerrecht  in  der  Mathematik. 

2.    Begründung  der  Fanctionentheorie  durch  Cauchy.     Existenss- 

theorem.     Briet  und  Bouquet. 

Eine  unbeschreibliche  Bewegung  erhob  sich  dadurch  auf  allen  Ge- 
bieten der  Analysis,  und  die  Entwickelung,  zu  der  diese  Wissenschaft  und 
mit  ihr  auch  die  Algebra,  die  Arithmetik,  die  Geometrie  in  unserem 
Jahrhundert  gelangt  ist,  lässt  sich  gleichsam  einem  Fortwirken  des 
mächtigen  Impulses  zuschreiben,  den  diese  Bewegung  auf  die  mathema- 
tische Forschung  ausübte.  Die  aus  früherer  Zeit  überkonunenen  Probleme 
wurden  neu  aufgenommen,  neue  bis  dahin  unberührt  gebliebene  wurden 
formulirt,  kühn  gemacht  durch  die  glänzenden  Ergebnisse  der  Theorie 
der  elliptischen  Integrale  ging  Abel  an  die  Behandlung  der  Integrale 
beliebiger  algebraischer  Differentiale,  und  aus  den  für  die  Behandlung 
dieser  Probleme  nach  und  nach  ausgebildeten  Hülfsmitteln  erwuchs 
eine  neue  Disciplin,  die  Theorie  der  Functionen  complexer 
Variabein. 

Ein  gewaltiger  Geist,  A.  L.  Cauchy,  ist  der  Vater  dieser  Theorie, 
und  mit  Bewunderung  liest  man  in  seinen  Schriften,  wie  all'  die 
leitenden  Principien,  die  gegenwärtig  die  Analysis  beherrschen,  von 
ihm  in  voller  Klarheit  erkannt  und  mit  höchster  Meisterschaft  aus- 
gebildet worden  sind.  Freilich  bedurfte  es  noch  langer  Jahre,  noch 
grosser  geistiger  Arbeitsleistung,  bis  diese  Principien  so  zum  Gemeingut 
der  Mathematiker  werden  konnten,  wie  es  heute  der  Fall  ist,  und  gerade 
dies  ist  ein  Umstand,  der  nur  zu  oft  übersehen  wurde  und  darum 
nicht  eindringlich  genug  zum  Bewusstsein  gebracht  zu  werden  verdient. 

Nachdem   Cauchy    den   Begriff    der    monogenen    Function    einer 
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complexen  Variabein  genau  formulirt  hatte,  baute  er  in  dem  Memoire  sur 
les  integrales  definies  (1825),  seine  Theorie  der  Integrale  solcher  Functionen 
auf  und  zeigte  mit  Hülfe  derselben,  dass  jede  monogene  Function  in 
der  Umgebung  einer  Stelle,  wo  sie  eindeutig,  endlich  und  stetig  ist, 
nach  positiven  ganzen  Potenzen  des  Increments  entwickelbar  und  auch 
auf  Grund  des  Princips  der  Fortsetzung,  durch  Angabe  einer  einzigen 
solchen,  nur  in  beschränktem  Bereiche  gültigen  Reihenentwickelung,  in 
ihrem  ganzen  Verlaufe  vollkommen  bestimmt  sei.  Damit  war  ihm 
aber  zugleich  die  Möglichkeit  geboten,  die  analoge  Frage  für  DiflFeren- 
tialgleichungen  in  Angriff  zu  nehmen,  die  Gauss  durch  seinen  Existenz- 
beweis für  die  algebraischen  Gleichungen  erledigt  hatte,  nämlich  die 
Frage  nach  der  Existenz  eines  Integrals. 

Schon  die  älteren  Analysten  hatten,  wenn  die  Integration  einer 
Differentialgleichung  in  geschlossener  Form  nidht  möglich  war,  nicht 
nur  für  den  Fall  von  Quadraturen,  sondern  auch  in  allgemeineren 
Fällen  die  sogenannte  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten 
angewandt,  d.  h.  in  die  Differentialgleichung  für  die  unbekannte  Function 
eine  Reihe  substituirt,  die  nt^ch  positiven  ganzen  Potenzen  der  Variabein 
fortschreitet  und  die  Coefficienten  dieser  Reihe  durch  Recursionsformeln 
zu  berechnen  gesucht.  Wenn  diese  Berechnung  gelang  und  noch  eine 
Anzahl  erster  Coefficienten  unbestimmt  blieb,  so  sahen  sie  diese  letzteren 
als  die  Constanten  der  Integration,  die  Reihe  aber  als  ein  Integral  der 
Differentialgleichung  an,  ohne  sich  indessen  von  der  Convergenz  der- 
selben Rechenschaft  zu  geben.  Wenn  trotzdem  Mathematiker  wie  Euler 
und  Lagrange,  durch  eine  glückliche  Intuition,  Fehler  vermieden,  so 
war  dies  doch  bei«  minder  begabten  Analysten  nicht  immer  der  Fall, 
und  die  Anwendung  von  Reihen,  ohne  Prüfung  ihrer  Convergenz,  führte 
oft  auf  unlösbare  Widersprüche,  zu  deren  Beseitigung  dann  manchmal 
die  abenteuerlichsten  Erklärungen  versucht  wurden.  Wie  in  vielen 
anderen  Gebieten  der  Mathematik  hat  Cauchy  auch  bei  diesen  Be- 
trachtungen der  erforderlichen  Strenge  Eingang  verschafft.  In  den 
1823  veröffentlichten  Vorlesungen  an  der  Ecole  Polytechnique  und 
später  in  einer  lithographirten  Abhandlung  aus  der  Zeit  seines  Prager 
Aufenthaltes  (1835),  (vergl.  die  Nouveaux  Exercices  vom  Jahre  1840), 
zeigte  Cauchy,  dass  für  ein  System  von  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  (und  auf  ein  solches  lässt  sich  ja  jedes  System  von  Differen- 
tialgleichungen zurückführen)  zunächst  stets  ein  System  von  Potenz- 
reihen aufgestellt  werden  kann,  welches  die  Differentialgleichungen 
formell  befriedigt,  dass  sich  aber  auch  mit  Hülfe  des  von  ihm  begrün- 
deten Calcul  des  limites  die  Convergenz  dieser  Potenzreihen  erweisen 
lässt,  indem  man  dieselben  mit  gewissen  geometrischen  Progressionen 
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vergleicht.  Cauchy  mag  bei  diesen  Untersuchungen  anfanglich  wohl 
insbesondere  die  Sicherstellung  der  legitimen  Anwendbarkeit  solcher 
Reihen'  für  die  Falle  der  Praxis  im  Auge  gehabt  haben,  er  unternimmt 
es  aber  bald  (namentlich  in  den  Comptes  Rendus  der  Pariser  Akademie 
von  1846  ab)  auf  die  allgemeinen  DiflFerentialgleichungen  dieselben 
Principien  anzuwenden,  auf  die  er  schon  lange  vorher  das  Studium  der 
Integrale  von  Functionen  einer  complexen  Variabein  gegründet  hatte. 

Ist  eine  Potenzreihe  convergent  und  so  beschaflFen,  dass  sie  einer 
gegebenen  Differentialgleichung  genügt,  so  ist  sie  ein  Integral  dieser 
Differentialgleichung  und  kann  dazu  dienen,  die  Werthe  der  durch  die- 
selbe dargestellten  Function  und  ihrer  successiven  Ableitungen  in  irgend 
einem  im  Innern  ihres  Convergenzkreises  gelegenen  Punkte  zu  be- 
rechnen. Diese  Werthe  bestimmen  dann  die  Coefficienten  einer  neuen 
Potenzreihe,  deren  Convergenzkreis  im  Allgemeinen  über  den  der  ur- 
sprünglichen hinausgreift,  und  die  wieder  der  Differentialgleichung 
genügt.  Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  gelangt  Cauchy  zum 
Begriff  der  Fortsetzung  eines  Integrals  auf  gegebenem  Wege,  er  unter- 
scheidet geradlinige  und  krununlinige  Integrale,  die  Gesammtheit  aller, 
durch  alle  möglichen  Fortsetzungen  erhaltenen  Potenzreihen  nennt  er 
das  vollständige  Integral.  Das  Vorhandensein  von  Punkten,  für 
die  keine  convergente  Potenzreihe,  die  der  Differentialgleichung  genügt, 
vorhanden  ist  —  points  isoles  nennt  sie  Cauchy,  in  der  gegenwärtig 
gebräuchlichen  Terminologie  nennt  man  sie  singulare  Punkte  —  die 
also  bei  der  Fortsetzung  vermieden  werden  müssen,  bewirkt  im  All- 
gemeinen Vieldeutigkeit  des  Integrals,  dagegen  sind  die  Werthe  des- 
selben für  zwei  Wege,  die  keinen  solchen  Punkt  einschliessen,  stets 
einander  gleich.  Man  kann  also  eine  eindeutige  Bestimmung  des  Inte- 
grals ftlr  alle  der  Fortsetzung  zu^nglichen  Punkte  erreichen,  wenn 
man  festsetzt,  es  dürften  gewisse  die  points  isoles  verbindende  Linien 
nicht  überschritten  werden. 

Diese  völlig  neuen  Principien  Cauchy's  wurden  alsbald  in  Frank- 
reich von  mehreren  seiner  Schüler  mit  Eifer  aufgenommen  und  mit 
Erfolg  auf  die  Behandlung  von  Fragen  angewandt,  die  für  die  Ent- 
wickelung  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  von  grundlegender 
Bedeutung  werden  sollten.  Schon  Cauchy  selbst  hatte  sich  einen 
neuen  Eingang  in  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  zu  ver- 
schaffen gesucht,  indem  er  von  der  Differentialgleichung  ausging,  der 
die  obere  Grenze  eines  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  als  Function 
des  Integralwerthes  genügt.  Fast  gleichzeitig  mit  Eisenstein,  dessen 
Abhandlung  1845  in  französischer  Uebersetzung  erschien,  gelangt 
Cauchy  so  zu  einer  Begründung  dieser  Theorie  mit  Hülfe  von  unend- 
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liehen  Prodncten,  später  zeriegt  er  jene  DifferenÜÄlgleichiing  in  zwei, 
denen  Zähler  nnd  Nenner  dtr  elL'ptisohen  Function  genügen,  Tenrendet 
abo  dasselbe  Princip.  auf  welches  Herr  Weierstrass  seine  Theorie 
der  elliptischen  und  in  der  groesen  Abhandlung  t  Crelle's  Journal  Bd.  52« 
l>o*3»  auch  die  allgemeine  Theorie  der  hvperelliptischen  Functionen 
gegründet  hat.  Liouyille  hat  die  Cauchj'sche  Behandlungsweise  der 
elliptischen  Functionen  in  seinen  Vorlesungen  am  College  de  France 
weiter  ausgebaut  und  dadurch  zwei  seiner  Zuhörer.  Briot  und  Bouquet 
zu  Untersuchungen  angeregt,  die  auf  die  Beantwortung  der  Frage  hin- 
zielen, wann  eine  Differentialgleichung  der  Form 

wo  f  den  Algorithmus  einer  ganzen  rationalen  Function  bedeutet,  durch 
eine  eindeutige  Function  von  i  befriedigt  wird.  In  ihrer  Abhandlung 
aus  dem  Jahre  135»5  und  in  dem  1S51»  erschienenen  Buche  «Theorie 
des  Fonctions  doublement  periodiques"  geben  diese  beiden  Mathematiker 
nebst  einer  vereinfachten  Darstellung  des  C  a  u  c  h  Tischen  Existenztheorems, 
eine  im  Allgemeinen  erschöpfende  Behandlung  der  gedachten  Frage  und 
nehmen  auch  die  Ton  Cauchj  bei  Seite  gelassene  Untersuchung  des 
Verhaltens  der  Losungen  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
in  der  Umgebung  singulärer  Punkte  in  Angriff.  Das  Erscheinen  des 
Briot  und  Bouquet  "sehen  Buches  hatte  für  die  Verbreitung  der 
C auch  Tischen  Principien  eine  weittragende  Bedeutung,  namentlich  auch 
in  Deutschland,  obwohl  hier  die  neue  Functionenlehre  schon  lange 
vorher  Fingang  und  bedeutende  Forderung  gefunden  hatte. 

3.    Sntwickeliiiis  der  Fonctionentheozie  in  Dentachlaiid  bis  1865, 

WeieratrasB,  Biemann.     Oanaa. 

Schon  in  den  vierziger  Jahren  hatte  Herr  Weierstrass  bei  Ge- 
legenheit von  Untersuchungen  über  die  von  «iamaligen  Mathematikern 
vielfach  behandelte  Facultätentheorie  wichtige  Beiträge  zur  Functionen- 
lehre geliefert  und  auch  einige  Residtate  seiner  bahnbrechenden  Ar- 
beiten über  die  Theorie  der  hyperelliptischen  Integrale  imd  Functionen, 
namentlich  die  Beziehungen  zwis*?hen  den  Periodicitatsmoduln  imd  die 
Grundlaijen  der  Theorie  der  allgemeinen  ö- Function  veröffentlicht. 
Im  Jahre  1S51  griff  Riemann  in  durchaus  origineller  und  durch  die 
Tiefe  seiner  Meth«>den  erstaunlicher  Weise  in  die  Entwickelung  der 
Functionentheorie  ein.  Indem  er  in  einer  mon«>genen  Function  einer 
complexen  Variabein  den  realen  Theil  imd  den  Coefficienten  von  i 
ges4>ndert    untersuchte,    gelang   es    ihm    unter   Anwendung   eines    von 
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Dirichlet  für  die  Potentialtheorie  gegebenen  Princips,  die  zur  Be- 
stimmung einer  monogenen  Function  erforderlichen  und  hinreichenden 
Angaben  aufzufinden  und  damit  die  Analysis  in  ganz  neue  Bahnen 
zu  lenken.  Auf  Wunsch  von  Grelle  gab  Herr  Weierstrass  1855 
eine  ausführliche  Darstellung  seiner  Theorie  der  Facultäten  und  im 
folgenden  Jahre  erschien  die  schon  erwähnte  grosse  Abhandlung  über 
AbeFsche  Functionen,  der  1857  Riemann's  Arbeit  über  den  gleichen 
Gegenstand  folgte.  Die  glänzenden  Resultate,  die  Riemann  in  dieser 
Arbeit  mit  seinen  Methoden  für  die  AbeFschen  Transcendenten  erzielt 
hatte,  versprachen  noch  weitere  reiche  Früchte  von  der  Anwendung 
derselben.  Noch  früher  als  in  der  Theorie,  der  AbeFschen  Functionen 
hatte  Riemann  seine  Bestimmungsweise  einer  Function  durch  Grenz- 
und  Unstetigkeitsbedingungen  für  die  Untersuchung  der  durch  die 
Gauss'sche  Reihe  darstellbaren  Functionen  nutzbar  gemacht,  imd  er 
bemerkt  sogar  in  der  Einleitung  zu  seiner  über  diesen  Gegenstand  1857 
veröffentlichten  Abhandlung,  dass  dieselbe  Methode  „im  Wesentlichen 
auf  jede  Function,  die  einer  linearen  Differentialgleichung  genügt,  an- 
wendbar bleibe".  Seine  Absicht,  eine  auf  die  von  ihm  aufgestellten 
Principien  gegründete  Theorie  dieser  Functionen  zu  geben,  spricht  er 
auch  in  der  Abhandlung  über  AbeFsche  Functionen  (Nr.  25)  aus,  seine 
kurze  mathematische  Laufbahn  hat  es  ihm  jedoch  nicht  gestattet  diese 
Absicht  auszuführen,  und  nur  aus  einigen  später  (1876)  aus  seinem 
Nachlass  veröffentlichten  Notizen  sind  uns  die  leitenden  Gedanken  der 
von  ihm.  geplanten  Darstellung  der  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen mit  algebraischen  Coefficienten  bekannt  geworden,  zu  einer 
Zeit,  als  diese  Theorie  schon  von  anderer  Seite  her  entwickelt  vorlag. 
Wie  aus  dem  1869  veröffentlichten  Nachlass  und  dem  1880  ver- 
öffentlichten Briefwechsel  mit  B  es  sei  hervorgeht,  scheint  auch  schon 
Gauss  seinen  Zeitgenossen  weit  voraneilend  das  Princip  der  Fort- 
setzung einer  Reihe,  die  einer  Differentialgleichung  genügt,  erkannt  zu 
haben.  In  einem  Briefe  vom  21.  November  1811  schreibt  er  darüber 
an  Bessel:  „Eine  Reihe,  die  nicht  immer  convergirt,  kann  auch  nur 
innerhalb  der  Schranken,  wo  sie  convergirt  als  Definition  gelten,  und 
die  Frage,  was  aus  der  Function  werden  soll,  wenn  man  das  Argu- 
ment jene  Schranken  überschreiten  lässt,  verträgt  nur  dann  erst  eine 
Antwort,  wenn  ein  höheres  Princip  zur  Definition  aufgefunden  ist,  wie 
bei  meiner  Reihe  die  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung, 
nach  welcher  jedem  reellen  oder  imaginären  Werthe  des  Arguments 
vermittelst  eines  stetigen  Ueberganges  von  x  =  0  ohne  o;  =  1  zu  be- 
rühren (was  durch  imaginäre  Zwischenwerthe  geschehen  kann)  ein,  ge- 
wöhnlich mehrere,  ja  unendlich  viele  Werthe  der  Function  entsprechen." 
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Mit  fast  denselben  Worten  setzt  er  dieses  Princip  auch  in  der  Ein- 
leitung zu  seiner  nachgelassenen  Arbeit  über  die  hypergeometrische 
Reihe  auseinander  und  verwendet  es,  wenn  auch  nicht  unmittelbar,  so 
doch  in  deutlich  erkennbaren  Spuren  bei  der  Untersuchung  dieser 
merkwürdigen  schon  von  Euler  gekannten  Reihe,  die  seither  für  die 
Entwickelimg  der  Analysis  eine  so  ausserordentliche  Wichtigkeit  erlangt 
hat.  Aber  ebenso  wie  Gauss'  Arbeiten  über  die  elliptischen  Functionen 
blieben  auch  diese  seine  Untersuchimgen  ohne  jeden  Einfluss  auf 
den  Gedankengang  seiner  Zeitgenossen,  weil  dieselben  zu  einer  Zeit 
bekannt  wurden,  als  die  Principien,  die  Gauss  nur  erst*  andeutet, 
längst  durch  die  Arbeiten  anderer  Mathematiker  allgemeine  Verbreitung 
gefunden  hatten. 

So  war  denn  auch  auf  deutschem  Boden  schon  ein  mächtiger 
Stamm  functionentheoretischer  Forschung  erwachsen,  aber  nur  schwer 
fanden  die  neuen  Principien  Eingang  in  weitere,  namentlich  in  die  jüngeren 
mathematischen  Kreise  des  fünften  und  sechsten  Decenniums.  Besonders 
die  Arbeiten  Riemann's  boten,  wohl  in  Folge  der  durchaus  neuen  und 
ungewohnten  Denk-  und  Auffassungsweise,  die  sich  in  ihnen  kundgab, 
vielleicht  auch  wegen  der  kurzen,  jedes  überflüssige  erklärende  Wort 
vermeidenden  Darstellung,  die  für  Riemann  so  charakteristisch  ist, 
dem  Verständnisse  bedeutende  Schwierigkeiten  dar;  die  Abhandlung  über 
die  Gauss'sche  Reihe  blieb,  wie  man  aus  dem  Mimde  von  Mathe- 
matikern, die  jene  Zeit  mit  erlebt  haben,  immer  wieder  hören  kann, 
ein  Buch  mit  sieben  Siegeln,  in  dessen  Inneres  nur  Wenige  einzudringen 
vermochten.  Mit  Eifer  wurde  darum  auch  in  Deutschland  das  Werk 
von  Briot  und  Bouquet  aufgenommen  und  mit  seiner  klaren,  leicht 
fasslichen  Darstellung  verbreitete  es  bald  die  Kenntniss  der  Cauchy- 
schen  Methoden  und  ihrer  Anwendungen  auf  die  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  und  der  Differentialgleichungen.  Aber  die  von  Cauchy 
geschaffenen  Grundlagen  allein  vermochten  es  nicht,  der  Theorie  der 
Differentialgleichungen  denjenigen  Impuls  zu  verleihen,  dessen  sie  be- 
durfte, um  sich  den  Errungenschaften  der  modernen  Fimctionentheorie 
ganz  anzupassen;  dies  konnte  nur  dadurch  geschehen,  dass  die  Inte- 
gration einer  umfassenden  Klasse  von  Differentialgleichungen  auf  Grund 
der  neueren  Methoden  wirklich  in  Angriff  genommen  wurde,  und  zwar 
ohne,  wie  es  Briot  und  Bouquet  für  die  von  ihnen  behandelten 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  gethan  hatten,  über  die. Natur 
der  Functionen,  die  der  vorgelegten  Differentialgleichung  genügen,  von 
vorneherein  bestimmte  Annahmen  zu  machen.  Dieser  Schritt  wurde 
von  Herrn  Fuchs  ausgeführt,  der  in  stiller  Programmarbeit  (1865) 
und  später  im  66.  Bande  von  Cr  eile's  Journal  eine  Behandlung  der 
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linearen  Diflferentialgleichungen  auf  fiinctionentheoretischer  Grundlage 
gab  und  damit  nicht  nur  die  Theorie  dieser  besonderen  Art  von  Diffe- 
rentialgleichungen, sondern  die  Theorie  der  Differentialgleichungen  über- 
haupt in  die  Bahnen  der  neueren  Functionenlehre  lenkte. 


4.  •  Begründung  der  modernen  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  durch  Fuchs.    Uebersicht  über  die  bisherige 

EntWickelung  dieser  Theorie. 

,^ach  dem  gegenwärtigen  Stande  der  Wissenschaft  —  so 
beginnt  Herr  Fuchs  seine  Abhandlung  —  stellt  man  sich  in  der 
Theorie  der  Differentialgleichungen  nicht  sowohl  die  Auf- 
gabe, eine  gegebene  Differentialgleichung  auf  Quadraturen 
zurückzuführen,  als  vielmehr  die,  den  Verlauf  ihrer  Integrale, 
für  allePunkte  der  Ebene,  d.h.  für  alleWerthe  der  unbeschränkt 
Veränderlichen  aus  der  Differej^iialgleichung  selbst  abzu- 
leiten." In  diesen  Worten  liegt  die  Formulirung  dessen,  was  man 
in  modernem  Sinne  unter  der  Integration  einer  Differentialgleichimg 
zu  verstehen  hat;  die  Fruchtbarkeit  dieser  Art  der  Problemstellung  hat 
sich  durch  eine  lange  Reihe  glänzender  Resultate  bestätigt,  deren  Be- 
gründung mit  der  erwähnten  Fuchs^schen  Arbeit  ihren  Anfang  ge- 
nommen hat.  Bald  nach  dem  Erscheinen  dieser  und  einer  kurz  auf 
dieselbe  folgenden  zweiten  Arbeit  desselben  Verfassers  vereinigte  sich 
eine  Anzahl  deutscher  Mathematiker  mit  Herrn  Fuchs  in  dem  Be- 
streben, die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen,  diese  „dem 
mathematischen  Königreiche  neu  hinzugefügte  Provinz"  weiter  zu  durch- 
forschen m^d  auszubauen.  Auch  nach  Frankreich  wurde  die  neue  Theorie 
auf  Anregung  von  Herrn  Hermite  bald  dadurch  verpflanzt,  dass  einige 
jüngere  Mathematiker  eine  Darstellung  der  von  Herrn  Fuchs  und 
seinen  deutschen  Mitarbeitern  Hamburger,  Frobenius  und  Thome 
erlangten  Resultate  in  französischer  Sprache  veröffentlichten.  Seither 
sind  unserer  Theorie  gerade  aus  Frankreich  eine  ganze  Reihe  tief- 
sinniger und  bedeutungsvoller  Ergebnisse  zugeflossen,  und  man  kann 
wohl  sagen,  dass  die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  einem 
grossen  und  wichtigen  Theil  der  analytischen  Forschung  der  letzten 
fünfundzwanzig  Jahre  und  der  Gegenwart  ihr  Gepräge  aufgedrückt  hat. 

Bald  nachdem  die  Fundamente  der  neuen  Theorie  entwickelt  waren, 
ergaben  sich  die  regsten  Wechselbeziehungen  zwischen  derselben  und 
den  anderen  Theilen  der  Analysis,  sowie  der  Algebra,  der  Zahlentheorie, 
der  Geometrie,  indem  theils  die  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen von  den  Ergebnissen  jener  Disciplinen  Gebrauch  machte. 
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theils  denselben  neue  Aufgaben  stellte,  die  dann  oft  eine  wesentliche 
Förderung  der  betreflFenden  Disciplin  zur  Folge  hatten. 

Auf  die  Bedeutung  der  Theorie  der  linearen  Diflferentialgleichungen 
für  die  AbeTschen  Functionen  hatte,  wie  bereits  erwähnt,  schon  Rie- 
mann  hingewiesen.  Herr  Fuchs  unterwarf  diejenigen  Differential- 
gleichungen, denen  die  Periodicitätsmoduln  der  Ab  ersehen  Integrale 
als  Functionen  der  Riemann'schen  Classenin Varianten  genügen,  einer 
eingehenden  Untersuchung  und  gelangte,  indem  er  namentlich  die 
Legendr  ersehen  Differentialgleichimgen  zweiter  Ordnung,  denen  die 
Periodicitätsmoduln  der  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung 
genügen,  discutirte,  zu  einer  Reihe  von  Resultaten,  die  für  die  Zahlen- 
theorie und  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  von  grösster 
Wichtigkeit  waren.  Für  die  letztere  Theorie  wurden  auch  insbesondere 
diejenigen  Untersuchungen  fi-uchtbar,  die  die  Herren  Fuchs  und  Her- 
mite  über  die  sogenannten  L  am  ersehen  Differentialgleichungen  an- 
stellten, die  Anwendung  dersel^ipn  auf  Probleme  der  Mechanik  wie  sie 
Herr  Hermite  in  seinen  „Applications"  (Paris  1885)  gegeben  hat,  ge- 
hören zu  den  schönsten  Bereicherungen,  die  die  moderne  Analysis 
diesem  feinsinnigen  Mathematiker  verdankt. 

Die  Theorie  der  Determinanten  und  der  bilinearen  Formen  war  schon 
bei  Entwickelung  der  Fundamente  unserer  Theorie  in  Anwendung  ge- 
kommen, imd  indem  Herr  Fuchs  die  Frage  nach  den  durch  algebraische 
Functionen  integrirbaren  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
in  Angriff  nahm  —  eine  Frage  die  für  die  specielle  Differentialgleichung, 
der  die  Gauss'sche  Reihe  genügt,  schon  früher  von  Herrn  Schwarz 
mit  Hülfe  gevrisser  aus  Kreisbogendreiecken  auf  der  Kugel  gebildeten 
Configurationen  behandelt  worden  war  —  ergaben  sich  enge  Bpziehimgen 
auch  zu  anderen  Theilen  der  Algebra,  namentlich  zur  Invariantentheorie 
algebraischer  Formen  und  zur  Gruppentheorie.  Die  Beziehungen  zu 
der  letztgenannten  Disciplin  im  Zusammenhang  mit  den  algebraisch 
integrirbaren  linearen  Differentialgleichungen  beliebiger  Ordnung  hat 
namentlich  Herr  Camille  Jordan  weiter  verfolgt  und  aus  dem  Studium 
der  „Gruppe  einer  linearen  Differentialgleichung^'  entsprang  für  die 
Gruppentheorie  eine  Anzahl  wichtiger  und  interessanter  Probleme.  Das 
Problem  der  algebraischen  Integrabilität  wurde  dann  durch  Herrn 
Fuchs  auf  andere  Weise  in  Angriff  genommen,  wodurch  dasselbe  mit 
bemerkenswerthen  Differentialausdrücken  invarianter  Natur  in  Ver- 
bindimg trat,  die  als  Differentialinvarianten  von  den  Herren 
Laguerre,  Brioschi,  Halphen  u.  A.  eingehend  studirt  worden  sind. 

Eine  gewisse  formale  Analogie  der  linearen  Differentialgleichungen 
mit  den  algebraischen  Gleichungen  hatte  schon  Lagrange  imd  Libri 
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zu  interessanten  Untersuchungen  veranlasst,  diese  wurden  jetzt  durch  die 
Herren  Frobenius  und  Thome  mit  Hülfe  von  gevnssen  aus  der  Trans- 
formation der  linearen  Differentialgleichungen  hervorgegangenen  formalen 
Ansätzen  vertieft,  besonders  aber  auch  von  Herrn  Fuchs  bei  Gelegenheit 
von  Studien  rein  functionentheoretischer  Natur  wieder  aufgenommen  und 
weiter  ausgebaut,  Studien,  die  sich  einerseits  auf  eine  in  der  ganzen 
Ebene  gültige  Darstellung  der  Lösungen  linearer  Differentialgleichungen, 
andererseits  auf  die  Frage  nach  der  Vertauschbarkeit  von  Parameter 
und  Argument  bezogen,  die  Abel  und  Jacobi  von  den  Integralen 
algebraischer  Differentiale  auf  die  Lösungen  beliebiger  linearer  Diffe- 
rentialgleichungen mit  algebraischen  Coefficienten  übertragen  hatten. 

Ein  durchaus  neues  Gebiet  der  Functionenlehre  erschlossen  die 
von  Herrn  Fuchs  formulirten  Umkehrungsfragen,  indem  dieselben 
einestheils  auf  eine  Verallgemeinenmg  der  Aberschen  Transcendenten, 
anderentheils  auf  diejenigen  eindeutigen  Functionen  einer  unabhängigen 
Variabein  führten,  die  bei  einer  Gruppe  linearer  Substitutionen  un- 
geändert  bleiben.  Die  Theorie  dieser  letztgenannten  Functionen  wurde 
von  Herrn  Poincare  in  grossartigster  Weise  ausgebaut  und  ergab  die 
Möglichkeit,  abhängige  und  unabhängige  Variable  einer  linearen  Diffe- 
rentialgleichung mit  algebraischen  Coefficienten  und  ebenso  zwei  durch 
eine  algebraische  Gleichung  von  beliebigem  Range  verknüpfte  Ver- 
änderliche als  eindeutige  Functionen  eines  Parameters  darzustellen, 
ähnlich  wie  dies  für  die  Gleichungen  vom  Range  Null  mit  Hülfe  von 
rationalen,  für  die  Gleichungen  vom  Range  Eins  mit  Hülfe  der  ellipti- 
schen Functionen  schon  seit  längerer  Zeit  geschehen  war.  Diese  Ar- 
beiten von  Herrn  Poincare  über  die  von  ihm  sogenannten  Fuchs- 
schen  und  Klein'schen  Functionen  Hessen  Beziehungen  zwischen  den 
in  Rede  stehenden  Problemen  und  gewissen  Abbildungsaufgaben  hervor- 
treten, die  schon  früher  von  Riemann,  den  Herren  Schwarz,  Schottky 
11.  A.  behandelt  worden  waren;  an  dieselben  schlössen  sich  die  auf 
den  gleichen  Gegenstand  bezüglichen  Arbeiten  des  Herrn  Klein  und 
die  eine  Verallgemeinerung  auf  Functionen  von  zwei  Veränderlichen 
bezweckenden  der  Herren  Picard  und  Appell  an. 

Wenn  wir  so  schon  auf  eine  bedeutsame  Entwickelung  der  ver- 
hältnissmässig  noch  jungen  Disciplin  der  Theorie  der  linearen  Differen- 
tialgleichungen zurückblicken  können,  so  bietet  dieselbe  auf  der  anderen 
Seite  noch  eine  Fülle  von  Aufgaben  dar,  die  ihrer  Lösung  harren,  und 
es  ist  zu  erwarten,  dass  die  Behandlung  derselben  nicht  nur  das  Dunkel, 
welches  noch  über  vielen  Theilen  unserer  Theorie  lagert,  aufhellen,  son- 
dern der  Functionentheorie,  sowie  der  Algebra  und  der  Arithmetik  auch 
fernerhin  zahlreiche  neue  Quellen  der  Erkenntniss  erschliessen  werde. 


Einleitung. 

5.    Monogene  Functionen.     Cauoliy*8  Existenztheorem. 

Das  Problem  der  Integration  einer  Differentialgleichung  oder  eines 
Systems  von  Differentialgleichungen  wird,  wie  bereits  hervorgehoben, 
von  der  modernen  Analysis  dahin  gefasst,  den  Verlauf  der  Integrale 
für  alle  complexen  Werthe  der  unabhängigen  Variabein  zu  bestimmen. 
Als  Grundlage  hierzu  dient  der  erwähnte  Cauchy'sche  Satz,  der  bei 
gegebenen  Anfangsbedingungen  die  Existenz  eines  Integrals  als  mono- 
gener analytischer  Function  feststellt*).  Um  eine  monogene  analytische 
Fimction  von  einer  oder  mehreren  complexen  Veränderlichen  zu  deter- 
miniren,  genügt  es  bekanntlich,  wenn  man  ein  Element  derselben,  d.  h. 
eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  linearen  Functionen  jeder 
einzelnen  Veränderlichen  fortschreitende  Reihe,  eine  gewöhnliche  Potenz- 
reihe, kennt,  die  innerhalb  ihres  Convergenzbereichs  die  Function  dar- 
stellt. Durch  Fortsetzung  dieser  Reihe  erhält  man  successive  die 
Entwickelungen  der  sänmitlichen  Zweige  der  monogenen  Function  in 
der  Umgebung  derjenigen  Stellen,  für  die  eine  Entwicklung  in  eine 
gewöhnliche  Potenzreihe  überhaupt  möglich  ist,  d.  h.  in  der  Umgebung 
aller  regulären  Stellen  der  Fimction.  Die  Berechtigung,  den  Begriff 
der  moncfgenen  Function  gerade  in  dieser  Weise  zu  fassen,  wird  durch 
das  folgende,  aus  der  Functionenlehre  bekannte  Theorem  nachgewiesen. 

Besteht  zwischen  einer  gewissen  Anzahl  von  Potenzreihen 

tv  t%j  ' ' '  t'ny 
die  nach  Potenzen  von 

1  1/  2  2^  in  111 

fortschreiten,  eine  analytische  Gleichung 

(1)  Gifvf.,    •••0  =  0, 


*)  Die  Fragen  nach  der  Existenz  von  Int<?gralcn,  die  nur  als  Functionen 
von  reellen  Veränderlichen  definirt  sind,  kommen  für  unsere  Zwecke  nicht  in 
Betracht. 


y 


5.  Cauchy's  Existenztheorem.  13 

so  wird  derselben  innerhalb  des  Existenzbereiches  der  Function  G  auch 
durch  jedes  System  von  Potenzreihen  genügt,  die  aus  f^y  •  •  •  f^  durch 
analytische  P^ortsetzung  hervorgehen;  ist  z.  B.  der  Existenzbereich  von 
G  ein  unbeschränkter,  bedeutet  etwa  G  eine  ganze  rationale  Function, 
so  wird  die  zwischen  den  Functionselementen  f^,  /a?  ' '  '  /it  ^®' 
stehende  Gleichung  (1)  durch  die  aus  diesen  Elementen  entspringenden 
monogenen  Functionen  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  befriedigt  werden. 
Wird  also  z.  B.  eine  gewöhnliche  algebraische  Differentialgleichung, 
d.  h.  eine  Gleichung 

(2)  g(v     ^^      -^-      ...      ^"^Wo 

wo  G  eine  ganze  rationale  Function  ihrer  Argumente  mit  noch  von  x 
abhängigen  Coefficienten  bedeutet,  durch  eine  gewöhnliche  Potenzreihe 

^0  +  ^i(^  —  «)  +  ^2(^  —  ^f-\ 

befriedigt,  so  genügt  auch  die  aus  dieser  Reihe  durch  Fortsetzung 
hervorgehende  monogene  Function  dieser  selben  Differentialgleichung, 
d.  h.  diese  hat  eine  monogene  Function  der  complexen  Variabein  x 
zum  Integral. 

Der  von  Cauchy  aufgestellte  Fundamentalsatz  lautet  nun  für  ein 
System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (und  ein 
solches  begreift  ja  offenbar  den  allgemeinsten  Fall  eines  Systems  von 
Differentialgleichungen  mit  einer  imabhängigen  Veränderlichen  in  sich) 
wie  folgt: 

Sei  gegeben  das  Gleichungssystem: 

dy 

(^)  ii  =  fM  Vo^  Vv  '"  y«-i);      (x=o,i,.. .«-!), 

und  seien  /Jj,  f^^  •  •  •  f^  monogene  Functionen  ihrer  Argumente,  die 
sich  in  einer  gewissen  Umgebung  der  Stelle 

nach  positiven  ganzen  Potenzen  von 

^  —  h    yo-%;     Vi-Vv     '"    yn^i  —  %-iy 

entwickeln  lassen,  dann  giebt  es  stets  n,  nach  positiven  ganzen  Potenzen 
von  X  —  I  entwickelbare  und  in  einer  gewissen  Umgebung  der  Stelle 
X  =  ^  convergirende  Reihen,  die  für  y^^  y^,  . .  •  y^_i  eingesetzt  die 
Gleichungen  (3)  befriedigen  und  für  a;  =  |  die  Werthe  Vq^  Vv  ' ' '  Vn-i 
annehmet!.  Diese  Reihen  sind  durch  die  angegebenen  Forderungen 
auch  unzweideutig  bestimmt. 
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Hieraus  folgt  also  die  eindeutig  bestimmte  Existenz  eines  Systems 
monogener  Functionen  y^,  y^,  •  •  •  y^_^  von  rr,  die  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichungen (3)  darstellen,  sich  in  der  Umgebung  von  x  =  ^ 
regulär  verhalten  und  die  Bedingungen,  für  rr  =  5  die  Werthe 
^0?  ^1?  *  *  *  ^«-1  anzunehmen,  erfüllen.  Diese  letzteren  Bedingungen, 
durch  deren  Angabe  das  System  von  Lösungen  erst  eindeutig  bestimmt 

wird,  nennt  mandie  Anfangsbedingungen,  die  Werthe  5,  i?q,^i,*- •>/„_! 
selbst  die  Anfangswerthe  der  Variabein,  beziehungsweise  des  Integral- 
systems. Wenn  die  Functionen  f^  noch  von  gewissen  Parametern  ab- 
hangen, als  deren  analytische  Functionen  sie  aufgefasst  werden  können, 
wenn  überdies  auch  die  Anfangswerthe  5,  %,  Vi9  ' ' '  Vn—i  monogene 
Functionen  dieser  Parameter  sind,  so  sind  auch  die  so  definirten  Lösungen 
Vq}  Vu  ' ' '  Vn—i  monogene  Functionen  jener  Parameter. 

Um  diesen  Satz  auf  die  Differentialgleichung  »**'  Ordnung  (2)  an- 
wenden zu  können,  haben  wir  nur 

_  d^_  ^*y^ 

y        Vo^     dx        ^1'     *"     dx''~^        ^n-lf 

zu  setzen,  wodurch  wir  das  der  Gleichung  (3)  äquivalente  System: 

dx  "^1' 
dx  ~  y^' 


(4) 


dx  ^''•-i 


erhalten,  ßezeichnet  nun  x  =  ^  einen  Werth,  in  dessen  Umgebung 
die  Coefficienten  der  ganzen  rationalen  Function  fr  in  gewöhnliche 
Potenzreihen  von  x  —  5  entwickelbar  sind,  besitzt  femer  die  Gleichung 

für  ir  =  5  eine  einfache  Wurzel  ?;  =  ?;^,  so  ergiebt  sich  aus  der  letzten 
Gleichung  des  Systems  (4) 

wo  f  _    eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von 

fortschreitende    Reihe    bedeutet,    und    wir    können    somit   sagen:    die 
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Differentialgleichung  n*®'  Ordnung  (J5)  besitzt  ein  Integral*), 
welches  für  x  =  i,  mit  seinen  (n —  1)  ersten  Ableitungen  die 
Werthe  ly^,  ly^,  •••  ''?„_i  annimmt;  dasselbe  ist  eindeutig  be- 
stimmt, wenn  auch  noch  diejenige  einfache  Wurzel  iy^^  der 
Gleichung  (5)  vorgeschrieben  wird,  die  den  Werth  der  w**""  Ab- 
leitung für  X  =  i  angeben  soll. 


G.    Singulare  Punkte  eines  Integrals. 

Die  Bestimmung  einer  Function  aus  einem  ihrer  Elemente,  d.  h. 
aus  einer  sie  in  der  Umgebung  eines  gewissen  Punktes  darstellenden 
gewöhnlichen  Potenzreihe,  ist  praktisch  nur  in  den  seltensten  Fällen 
durchführbar,  weil  die  Berechnung  der  Coefficienten  der  durch  Fort- 
setzung entstehenden  Potenzreihen  gewöhnlich  schon  beim  ersten 
Schritte  unüberwindliche  Schwierigkeiten  darbietet.  Man  wird  daher 
das  Theorem  von  Cauchy  nur  insofern  als  Grundlage  für  die  Theorie 
der  Differentialgleichungen  anzusehen  haben,  als  es  die  Existenz  der 
Integrale  feststellt,  dagegen  wird  man  sich  zur  wirklichen  Ausfühnmg 
der  Integration,  d.  h.  zur  Aufsuchung  des  gesammten  Werth vorraths,  dessen 
ein  durch  Anfangsbedingungen  bestimmtes  Integral  fähig  ist,  anderer 
Methoden  bedienen  müssen.  —  Die  Natur  einer  P'unction  erscheint 
wesentlich  bestimmt  durch  diejenigen  Stellen,  in  deren  Umgebung  sie 
sich  nicht  regulär  verhält,  und  durch  ihr  besonderes  Verhalten  in  der 
Nähe  dieser  sogenannten  singulären  Stellen. 

Setzt  man  ein  durch  seine  Anfangswerthe  im  Punkte  §?  in  der 
Umgebung  von  5  durch  eine  Potenzreihe  definirtes  Integral  y  der 
Differentialgleichung  (2)  nach  einer  Stelle  x  hin  fort,  wo  die  Werthe 
von  y  und  seinen  (n  —  1)  ersten  Ableitungen  so  beschaffen  sind,  dass 
durch  dieselben  als  Anfangswerthe  nach  dem  Cauchy'schen  Theorem 
ein  in  der  Umgebung  von  x  =  x  sich  regulär  verhaltendes  Integral 
bestimmt  wird,  so  stimmt  dieses  Integral  mit  y  überein,  d.  h.  y  ver- 
hält sich  an  jeder  solchen  Stelle  x  =  x  regulär.  Singulare  Stellen 
eines  Integrals  können  also  nur  diejenigen  Werthe  von  x  sein, 
in  deren  Umgebung  sich  entweder  die  Coefficienten  der  Diffe- 
rentialgleichung nicht  regulär  verhalten,  oder  für  welche  das 
Integral  mit  seinen  (n  —  J.)  ersten  Ableitungen  Werthe  er- 
langt, die  nicht  als  Anfangswerthe  eines  durch  den  Cauchy- 
schen    Satz   in    der   Umgebung   von   x  =^  x   bestimmten    Inte- 


•)  Es  wird  hier  und  im  Folgenden  stillschweigend  darunter  verstanden  ein 
Integral,  das  eine  monogene  Function  der  unabhängigen  Variabein  ist. 
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grals  genommen  werden  können.  —  Die  Auffindung  dieser  singulären 
Stellen  für  ein  durch  Anfangsbedingungen  definirtes  Integral  und  die 
Untersuchimg  des  Verhaltens  dieses  Integrals  in  der  Nähe  derselben 
wird  also  als  eine  wesentliche  Aufgabe  der  Integration  einer  vorgelegten 
Differentialgleichung  anzusehen  sein. 

Wir  wollen  zunächst  einige  Bezeichnungen  für  die  verschiedenen 
bei  monogenen  Functionen  einer  complexen  Variabein  vorkommenden 
Singularitäten  hervorheben,  die  im  Wesentlichen  von  Herrn  Fuchs  bei 
Gelegenheit  seiner  Untersuchungen  über  die  Werthe,  welche  die  Inte- 
grale von  Differentialgleichungen  in  singulären  Punkten  annehmen,  ein- 
geführt worden  sind. 

7.    Singularitäten  monogener  Functionen  überhaupt. 

Eine  Function  f(x)  heisst  an  einer  Stelle  x  =  n  bestimmt,  oder 
X  =  a  ist  für  diese  Function  eine  Stelle  der  Bestimmtheit,  wenn  1)  alle 
Stellen  in  einer  gewissen  Umgebung  von  a  reguläre  Stellen  der  Function 
sind  und  wenn  2)  für  jede  gegen  die  NuU  convergirende  Werthenfolge 

Äj,  d,,  ...;     lim*^  =  0, 

n 

die  so  beschaffen  ist,  dass  sich  f{;j'^  an  den  Stellen  a  -\-  8^  regulär  ver- 
hält, die  Folge 

einem  bestimmten,  von  der  besonderen  Wahl  der  Folge  tfj,  d^^  ...  un- 
abhängigen, endlichen  oder  unendlich  grossen  Grenzwerthe 

^mf{a  +  äj  =  \imf(x), 


■  a 


zustrebt,  vorausgesetzt,  dass  für  die  Berechnung  der  Functionswerthe 
f{(i  -f-  d^),  na<5h  Fixinmg  eines  bestimmten  Ausgangswerths  von  f{a  +  tfj), 
nur  solche  Fortsetzungswege  der  unabhängig  Veränderlichen  x  benutzt 
werden,  die  keine  Vermehrung  der  Amplitude  der  complexen  Grösse 
X  —  a  um  Multipla  von  2^  bewirken,  d.  h.  die  einen  von  x  =  a  aus- 
gehenden und  sich  ins  Unendliche  erstreckenden  Schnitt  nicht  über- 
schreiten. Solche  Stellen  sind  also  die  von  Herrn  Weierstrass  soge- 
nannten ausserwesentlichen  singulären  Stellen  der  eindeutigen 
Functionen,  überhaupt  alle  Stellen,  wo  sich  eine  Function  verhält  wie 
eine  algebraische,  femer  sind  z.  B.  die  Functionen: 

{x  —  ay  <p.(x),     {x  —  ay  <p  (x)  log  (x  —  «), 

s  eine  beliebige  reale  oder  complexe  Zahl,  <p(jt)  eine  nach  ganzen  oder 
gebrochenen  Potenzen  von  x  —  a  fortschreitende  Reihe,  die  nur  eine 
endliche  Anzahl  negativer  Exponenten  enthält,  an  der  Stelle  a  bestimmt. 
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Eine  Stelle  a,  in  deren  jeder  Nähe  Stellen  sich  befinden,  an  welchen 
die  Function  f(x)  bestimmt  ist,  die  aber  selbst  nicht  zu  diesen  Stellen 
gehört,  soll  eine  Stelle  oder  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit  ge- 
nannt werden;  für  einen  solchen  existirt  also  der  Grenzwerth 

lim/-(fl  +  »J,    lim(J,  =  0, 

n  n 

entweder  gar  nicht,  oder  er  hat  je  nach  der  Wahl  der  Werthenfolge 
tfj,  tfg  •  •  •  immer  andere  und  andere  Werthe.  Zu  diesen  Stellen  gehören 
die  von  Herrn  Weierstrass  so  genannten  wesentlichen  singulären 
Stellen  der  eindeutigen  Functionen,  ebenso  ist  x  =  a  eine  Stelle  der 
Unbestimmtheit  für  die  Functionen: 

.... — 

(x  —  a)*  q)  (x)y     (x  —  a)*  log  (x  —  a)  tp  {x),     V  e*~"  —  b , 

wo.£  eine  beliebige  reale  oder  complexe,  m  eine  positive  ganze,  b  eine 
beliebige  von  Null  verschiedene  Zahl,  q>(x)  eine  nach  ganzen  oder  ge- 
brochenen Potenzen  von  (x  —  a)  fortschreitende  Reihe  mit  unendlich 
vielen  positiven  und  unendlich  vielen  negativen  Exponenten  bedeutet. 
Eine  Stelle  der  Unbestimmtheit  heisst  isolirt,  wenn  jeder  Punkt 
in  einer  gewissen  Umgebung  derselben  eine  Stelle  der  Bestimmtheit  für 
die  Function  ist.  Wenn  ein  geschlossener  Weg  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen, der  eine  isolirte  Stelle  der  Unbestimmtheit  einschliesst,  die 
Function  eine  Werthänderung  erfahren  lässt,  so  kann  diese  Stelle  der 
Unbestimmtheit  zugleich  eine  Verzweigungsstelle  sein.  Wir  sagen  ein 
Punkt  a  sei  eine  Verzweigungsstelle  mit  bestimmter  Verzwei- 
gung, oder  eine  Verzweigungsstelle  schlechthin,  wenn  die  Function 
sich  in  aUen  Punkten  in  einer  gewissen  Umgebung  von  a  wie  eine 
rationale  Function  verhält,  und  wenn  ein  ganz  in  dieser  Umgebung 
verlaufender,  den  Punkt  a  einschliessender  geschlossener  Weg  der  un- 
abhängigen Veränderlichen  eine  Werthänderung  der  Function  bewirkt. 
An  einer  solchen  Stelle  a  kann  die  Function  bestimmt  sein,  wie  z.  B. 

(x  —  aye'-% 

sie  kann  daselbst  aber  auch  unbestimmt  werden,  wie  z.  B. 

1 

(x  —  a)e^     ,     -V — -, 

€  irgend  eine  nicht  ganze  reale  oder  complexe  Zahl.  —  Wenn  es  nicht 
möglich  ist,  um  eine  isolirte  Stelle  der  Unbestimmtheit  x  =  a  herum 
eine  Umgebung  so  abzugrenzen,  dass  sich  die  Function  an  jeder  Stelle 
dieser  Umgebung  wie  eine  rationale  Function  verhält,  so  heisst  diese 

Schlesinger,  IHfrerentialgleiohangen.    I.  2 
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Stelle   x  =  a   eine  Verzweignngsstelle    mit    unbestimmter  Ver- 
zweigung; eine  solche  ist  z.  B.  x  =  a  für  die  Function: 


! 


1 
X  —  a 


X  —  a  1 

C  0 


s  eine  nicht  ganze  aber  sonst  beliebige  reale  oder  complexe,  h  irgend 
eine  von  Null  verschiedene  Zahl. 


8.  Feste  und  bewegliche  Singularitäten  der  Integrale  von  Differential- 
gleichungen.    Feste  Verzweigungspunkte.     Lineare  Differential- 
gleichungen. * 

Alle  diese  Singularitäten  können  für  Lösungen  algebraischer  Dif- 
ferentialgleichungen vorkommen,  es  zerfallen  aber  die  singulären  Stellen 
solcher  Lösungen  in  zwei  wesentlich  verschiedene  Kategorien.  —  Die 
eine  Kategorie  umfasst  diejenigen  Stellen,  die  für  jedes  Integral,  wie 
auch  die  Anfangsbedingimgen  desselben  beschaffen  sein  mögen,  singu- 
lare Stellen  sind,  die  also  als  solche  durch  die  Coefficienten  der  Dif- 
ferentialgleichung allein  bestimmt  werden,  zur  andern  gehören  diejenigen 
Singularitäten,  deren  Lage,  ebenso  wie  die  Beschaffenheit  eines  be- 
stimmten Integrals  in  ihrer  Umgebung,  von  den  Anfangswerthen  dieses 
Integrals  abhängt,  die  also  je  nach  der  Wahl  dieser  Anfangswerthe 
ihrer  Lage  nach  verschiebbar  und  ihrer  Natur  nach  veränderlich  sind. 
Das  Studium  der  Singularitäten  dieser  letzteren  Kategorie  bietet  zur 
Zeit  noch  nicht  überwundene  Schwierigkeiten  dar,  man  wird  also  zu- 
vörderst diejenigen  Classen  von  Differentialgleichungen  zu  finden  und 
ihre  Lösungen  zu  untersuchen  bemüht  sein,  für  welche  Singularitäten 
dieser  Kategorie  überhaupt  nicht  auftreten  können.  —  Herr  Fuchs  hat 
diejenigen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  von  der  Form 

(1)  F{^,y,i^^O, 

F  eine  ganze  rationale  Function  von  y  und  ^    ,  mit  von  x  abhängigen 

Coefficienten,  aufgestellt,  deren  Verzweigungspunkte  fest,  d.  h.  nicht  mit 
den  Anfangswerthen  verschiebbar  sind.  Die  von  der  Wahl  der  Anfangs- 
werthe abhängigen  singulären  Stellen  der  Lösungen  von  Differential- 
gleichungen der  Form  (1)  können  nämlich  niemals  Unbe^timmtheits- 
stellen  sondern  nur  algebraische  Singularitäten  sein,  dagegen  kann  es  sich 
für  Differentialgleichungen  der  zweiten  und  höherer  Ordnung  ereignen, 
dass  die  Integrale  in  solchen  singulären  Stellen,  deren  Lage  mit  den 
Anfangswei-then  verschiebbar  ist,  unbestimmt  werden,  auch  ohne  sich 
daselbst  zu  verzweigen.  —  Die  Untersuchungen  von  Hemi  Fuchs,  und 
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die  an  dieselben  anknüpfenden  von  Herrn  Poincare  haben  gelehrt, 
dass  diejenigen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  algebraischen 
Coefficienten,  deren  Integrale  nur  feste  Verzweigungspunkte  besitzen, 
entweder  auf  lineane  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  oder  auf 
Transcendenten,  die  mit  den  elliptischen  Functionen  zusammenhängen, 
oder  auf  rein  algebraische  Functionen  führen;  die  analogen,  auf  Diffe- 
rentialgleichungen höherer  Ordnung  bezüglichen  Fragen  haben  bis  jetzt 
noch  keine  Beantwortung  gefanden.  Dagegen  ist  man'  seit  dem  Jahre 
1865  auf  eine  ausgedehnte  Classe  von  Differentialgleichungen  jeder  Ord- 
nung aufinerksam  geworden,  deren  Lösungen  nur  feste,  d.  h.  von  der 
Wahl  der  Anfangswerthe  unabhängige  singulare  Stellen  besitzen,  -und 
zwar,  wird  nicht  nur  die  Lage  dieser  Stellen,  sondern  auch  das  Ver- 
halten der  Integrale  in  ihrer  Umgebung  durch  die  Coefficienten  der 
Differentialgleichung  allein  bestimmt;  diese  Classe  ist  die  der  linearen 
Differentialgleichungen. 

Eine  lineare  Differentialgleichung  n*®'  Ordnung  hat  die  Form 

(A)  p^_^+p^_^+...+p_^y=^, 

^^  Pq}  Pi7  '  '  j  Pn7  P  gegebene  (monogene)  Functionen  von  x  sind; 
wenn  p  ==  0  ist,  so  heisst  die  Differentialgleichung  insbesondere  eine 
homogene.  —  Ersetzt  man  eine  solche  Differentialgleichung  durch  das 
ihr  gleichwerthige  System  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung: 

dy 

dx  ~  ^1  > 


(B) 


dx        ^'^ 


dx              i^n-17 
^j!^=-^y  -hy  ^-^y-^ 

dx  JPo^"-^        JPo    *•"*  Pq  Po' 

so  folgt  aus  dem  C  au chy 'sehen  Existenztheorem,  dass  die  Differential- 
gleichung (A)  stets  ein  und  nur  ein  Integral  y  besitzt,  welches  für 
einen  vorgeschriebenen  endlichen  Werth  x  =  i  mit  seinen  (n  —  1)  ersten 
Ableitungen  die  ebenfalls  vorgeschriebenen  endlichen  Werthe 

_  dy_  ^~'_\y  _ 

^       '^^^     dx       ^^1'     "**     d.r"~^       ^""^ 

annimmt  und  sich  in  der  Umgebung  des  Punktes  x  =  i  regulär  ver- 
halt, vorausgesetzt,  dass  x  =  ^  eine  regidäre  Stelle  der  Functionen 

2* 
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^   '  Po'   Pq'         '   Po'  Po 

ist.  —  Hieraas  lernen  wir  zwar,  dass  im  Allgemeinen  diejenigen  Stellen 
X  =  a,  in  deren  Umgebung  eine  oder  mehrere  der  •Functionen  (C)  auf- 
hören regulär  zu  sein,  auch  singulare  Stellen  der  Integrale  sein  werden, 
wir  erfahren  aber  nicht,  ob  diTurch  seine  AnfangTrthe  bestimmte 
Integral  y  mit  seinen  (n  —  1)  ersten  Ableitungen  nicht  etwa  auch  noch 
in  anderen,  von  den  singulären  Stellen  x  =  a  der  Coefficienfcen  (C)  ver- 
schiedenen Stellen  aufhören  konnte  endlich  zu  sein.  Wäre  das  der 
Fall,  so  würden  auch  diese  Stellen  Singularitäten  des  Integrals  y  liefern 
(vergl.  Nr.  6).  Offenbar  bleiben  die  Werthe  von  y  und  seinen  succes- 
siven  Ableitungen  sicher  so  lange  endlich,  als  die  nach  dem  Cau^jhj- 
schen  Theorem  für  y  hergestellte  Potenzreihenentwickelung  convergirt, 
über  den  Radius  des  Convergenzkreises  dieser  Entwickelung  erfahren 
wir  aber  durch  das  Cauchy'sche  Theorem  nichts,  und  es  war  deshalb 
von  ausserordentlicher  Wichtigkeit,  dass  Herr  Fuchs  in  seiner,  zuerst 
im  Oster-Programm  von  1865  der  städtischen  Gewerbeschule  zu  Berlin 
und  später  im  66.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  (S.  121)  erschienenen 
Arbeit,  den  Existenzbeweis  für  die  linearen  Differentialgleichungen  in 
der  Weise  führte,  dass  sich  auch  der  Convergenzkreis  jener  in  der  Um- 
gebung von  X  =  ^  gültigen  Reihenentwickelung  genau  feststellen  und 
dadurch  zugleich  die  Gesammtheit  aller  derjenigen  Stellen  angeben  liess^ 
für  welche  Singularitäten  eines  Integrals  eintreten  können.  Indem  wir 
nun  dazu  übergehen  an  der  Hand  dieser  und  der  anderen  Arbeiten  des 
Herrn  Fuchs  die  Fundamente  der  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen zu  entwickeln,  bemerken  wir,  dass  wir  uns  auf  die  Be- 
trachtung homogener  Differentialgleichungen,  d.  h.  auf  den  Fall  p  =  0 
beschränken  können,  da  sich,  wie  im  zweiten  Abschnitt  (Nr.  26)  ge- 
zeigt werden  soll,  der  allgemeine  Fall  leicht  auf  diesen  besonderen 
zurückfuhren  lässt. 


Erster  Absclmitt. 
Allgemeine  Ormidlagen  der  Theorie. 

Erstes   Kapitel. 

9.     Ezistenztheorem    für   lineare   homogene   Differentialgleiohungen. 

Methode  des  limites.     Anfangsbedingungen. 

Die  gegebene  Differentialgleichung 

(A)  j/(»)  -  0^1 1^»-^)  H h  v^y)  =  0, 

wo  also 

P^ 1,       "1^  =  !/^*^  (x  =  0,l,2,3...) 

dar 

gesetzt  \7iirde,  sei  so  beschaffen,  dass  die  Functionen  j>p  '  '  '  Pn  ^^  ^^^ 
Umgebung  des  Punktes  x  =  ^  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von 
X  ^^  entwickelbar  sind,  und  dass  diese  Entwickelungen  sämmtlich 
innerhalb  des  kreisförmigen  Bereiches: 

\x-i\<r 

convergiren.  Setzen  wir  für  y  in  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung 
eine  ebenfalls  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  |  fortschreitende 
Reihe  ein, 

(1)  y(:c)^{,^  +  i,^{x-^)  +  .--=^g^ix-^r, 

x=0 

SO  musö,  falls  diese  Reihe  convergirt,  jedenfalls 

^  i^x  =  ^\  J/^*KS)  (*  =  0,1,2..) 


X! 


sein.    Wenn  also  die  Reihe  (1)  die  Differentialgleichung  (A)  befriedigen 
soll,  so  ergiebt  sich  für  die  Coefficienten  g    die  Bestimmung: 


n 


(2)  x!^,  =  yW(|)  =  ^St,.($)j/"-)(5)       (x=„.,+v). 

WO  die  ?l^f(|)  aus  den  Werthen  der  Coefficienten  j)j,  •  •  •,  p^  und  ihrer 
successiven  Ableitungen  für  x  =  ^  durch  die  Operationen  der  Addition 
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und  Multiplication  zusammengesetzt  sind.  —  Die  Reihe  (1)  wird  ein 
Element  eines  Integrals  der  Differentialgleichung  (A)  darstellen,  wenn 
sich  unter  Zugrundelegung  der  Ausdrücke  (2)  die  Convergenz  dieser 
Reihe  erweisen  lässt;  dies  kann  am  einfachsten  durch  Anwendung  der 
von  Cauchy  für  derartige  Untersuchungen  eingefilhrten  „Methode  des 
limites"  geschehen. 

Wenn  zwei  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x  —  |, 

^{x\%),    £l(a-||), 

in  solcher  Beziehung  s^  einander  stehen,  dass  jeder  Coefficient  der 
zweiten  Reihe  real,  positiv  und  grösser  ist,  als  der  absolute  Betrag  des 
mit  derselben  Potenz  von  x  —  |  multiplicirten  Coefficienten  der  ersten 
Reihe,  so  wollen  wir  dies  durch  das  Zeichen 

(3)  ^(x||)<Cl(x|S) 

andeuten;  besteht  diese  Beziehung  zwischen  den  Entwickelungen  der 
in  der  Umgebung  von  a;  =  |  regulären  Functionen  u  und  r,  so  schrei- 
ben wir: 

M  <  V    (Arg  {X  —  I)). 

Offenbar  folgt  aus  der  Beziehung  (3),  dass  die  Reihe  ^  (a:  |  |) 
innerhalb  des  Convergenzkreises  von  Q  (a;  |  |)  gleichfalls  convergirt. 
Bezeichnet  M  eine  positive  Zahl,  die  der  absolute  Betrag  einer  in  der 
Umgebung  von  rr  =  |  regulären  Function  f{x)  nicht  überschreitet,  wenn 
X  innerhalb  des  Convergenzbereichs 

\x  —  l\<B 

der  nach  Potenzen  von  x  —  5  fortschreitenden  Reihenentwickelung  von 
f{pc)  verbleibt,  so  ist  nach  dem  Cauchy'schen  Integralsatz: 

0 

also 


r''m\<-^, 


folglich  haben  wir,  wenn  ^ 


1  —  t f 

B 
gesetzt  wird,  die  Beziehung 

f(x)<^(p(x)    (Arg(rr;-g)). 

Sei  nun  M^  grösser  als  der  absolute  Betrag  von  p^{x),  wenn  x 

auf  den  Bereich 

\x  —  ^\<r 
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beschrankt  wird^  so  ist  also 

(-i)  P,(^)<%(^)    (Arg(^-|)), 

wo 

1 S- 

r 

« 

und  X  die  Reihe  der  Zahlen  1,  2,  •  •  •  w  durchläuft.     Die  homogene 
lineare  Differentialgleichung 

(B)  M^»)  —  (^jCxOm^*-^^  H h  9?„(;f)w)  =  0 

wird,   wenn   wir   derselben   durch   eine   gewöhnliche  Potenzreihe   von 

.^  —  5, 

(6)  <x)  =  ^y^(x  -  ^r 

x  =  0 

ZU  genügen  suchen,  für  die  Coefficienten  dieser  Reihe  die  Bestimmung 

(7)  5c!  y^  =  MW(g)  =  ^  a5,..(5)^*^'*"'Xi)         (^="'  «  +  ^»-  > 

1  =  1 

ergeben,  wo  die  S5  .(S)  aus  den  Werthen  der  9?^,  •••  9?^  und  ihrer 
suecessiven 'Ableitungen  für  x  =  ^  genau  ebenso  zusammengesetzt  sind 
wie  die  Sl^;(S)  der  Gleichimg  (6),  auß  den  entsprechenden  Werthen  der 
Functionen  p^^  •  •  •  p  .  Die  S5^,.(S)  sind  demnach  sammtlich  positiv 
oder  Null,  und  da  eine  Beziehung,  wie  die  durch  die  Formel  (4)  dar- 
gestellte offenbar  erhalten  bleibt,  wenn  wir  beide  Seiten  derselben 
differentüren  und  ebenso,  wenn  wir  mehrere  solcher  Beziehungen  zu 
einander  addiren,  folgt  überdies  aus  (4) 

(8)  I ^.,(5) i < ».,«)    {'rJ:X+i..\- 

Die  Gleichungen  (2)  und  (7)  lassen  die  n  ersten  Coefficienten  gx  und  y^ 
für  X  =  0,  1,  •  •  •,  n  —  1  unbestimmt;  ertheilen  wir  den  r/^,  r/^,  •  • ., 
//^_j  irgendwelche  beliebige  endliche  Werthe  und  wählen  dann  die 
^0^  ^1,  •  •  •,  y,_i  als  positive  reale  Zahlen  irgendwie  so,  dass 

SO  folgt  aus  den  Gleichungen  (2),  (7),  (8) 

d.    h. 

x=0  x=0 

also  convergirt  die  Reihe  (1)  jedenfalls,  sobald  die  Reihe  (5)  convergeut 
ist.    Der  Convergenzbereich  dieser  letzteren  Reihe  lässt  sich  aber  leicht 
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feststellen.  —   Die  Difierentialgleichung  (B)  kann  nämlich,  wenn  für 

einen  Augenblick 

x  —  ä 

Z  = y    =  y  r* 

gesetzt  wird,  in  der  Form 


iVu        ^  ,^      d^-^i* 


(B')  (1-^)^1=  y,^.r^ 


dz""        .L^      ^      dz''-'' 

x  =  l 


geschrieben  werden,  und  hieraus  folgt  für  die  Coefficienten  y^  die  mit 
der  Gleichung  (7)  völlig  gleich werthige  Recursionsformel 

(9)  («  +  x) !  y,^,  -  X  (n  +  X  -  1) !  y,^^_ , 


n 


=  T^-^'(w  +  x  — 0!y.4-x-/         (-=0,1,..). 


Xi  ^r     V'     i     ^  V  •  /n  +  x-i 


1  =  1 


Bei  der  für  y^,  •  •  •  y^_i  getroffenen  Wahl  ist  demnach 

^n  +  x  n  +  x      ^n  +  x— 1     I     ^'^ 

WO  ^  eine  positive  Zahl  bedeutet;  nehmen  wir  also  3£^  so  gross,  dass 

M^r>n, 
(was  ja  stets  erlaubt  ist,  da  Mi  nur  der  Bedingung 

M,>\p^       für     ,^  — I    <r 

zu  genügen  braucht),  so  ist  für  jedes  x 

^n  +  x  -^  ^n  +  x  — 1? 

d.  h.  der  Quotient 

"<1,     wenn     a  < /3. 

Folglich   ergiebt  sich  aus  der  durch  Division  von   Gleichung  (9)  mit 
(n  +  x)  !  y^  ,  ^_j  hervorgehenden  Gleichimg 

y,+,e_i         »'  +  *         -^        (w  +  x)!"'       y,+^_/ 
dass  für  ins  Unendliche  wachsende  Werthe  von  x 

lim  J-.+ '- .  =  1 

X  y«+x— 1 

ist;  mithin  convergirt  die  Reihe 

X— 0  x=ü 

für  Werthe  von  r,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  ist  als  Eins,  d.  h.  für 

;^*  — 5    <r; 
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in  diesem  Bereiche  ist  also  auch  die  Reihe  (1)  convergent  und  stellt 
daselbst  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (A)  dar.  Dieses  Integral 
hat  die  Eigenschaft^  filr  x  =  ^  mit  seinen  (n  —  1)  ersten  Ableitungen 
die  willkürlich  fixirten  endlichen  Werthe 

anzunehmen,  und  es  ist  andererseits  durch  Festlegimg  dieser  Anfangs- 
werthe  auch  eindeutig  bestimmt,  da  sich  die  Coefficienten  (/^,  (/^  ,  ^,  ••• 
aus  den  Gleichungen  (2)  unzweideutig  ergeben.  —  Wir  haben  also  das 
Theorem: 

Eine  homogene  lineare  Differentialgleichung,  in  welcher 
der  Coefficient  der  höchsten  Ableitung  einen  constanten 
Werth  hat,  besitzt  stets  ein  und  nur  ein  Integral,  welches 
für  einen  vorgeschriebenen  endlichen  Werth  der  unabhängigen 
Variabein,  in  dessen  Umgebung  sich  die  Coefficienten  der 
Differentialgleichung  regulär  verhalten,  mit  seineu  (w — 1) 
ersten  Ableitungen  gleichfalls  vorgeschriebene  endliche 
Werthe  annimmt,  und  der  Convergenzkreis  der  dieses  Inte- 
gral in  der  Umgebung  jenes  Werthes  darstellenden  gewöhn- 
lichen Potenzreihe  ist  jedenfalls  nicht  kleiner  als  der  grös^ste 
Kreis,  innerhalb  dessen  noch  die  Poteuzentwickelungen  der 
Coefficienten  in  derselben  Umgebung  sämmtlich  conver- 
gent sind. 


10.    Singulare  Stellen  linearer  Differentialgleiohnngen. 

Fortsetzung  der  Integrale. 

Wenn  die,  eine  in  der  Umgebimg  von  x  =  §  reguläre  Function 
f\x)  darstellende,  nach  Potenzen  von  x  —  |  fortschreitende  gewöhn- 
liche Potenzreihe  ^^(x||)  für  alle  Werthe  von  x  innerhalb  des  Kreises 

\x—i\  =  Q 

convergirt,  dagegen  für  alle  Werthe  von  x  ausserhalb  dieses  Kreises 
divergirt,  so  muss  bekanntlich  auf  der  Peripherie  dieses  Convergenz- 
kreises  mindestens  eine  singulare  Stelle  von  f(x)  liegen.  Der  grosseste 
um  I  als  Mittelpunkt  beschriebene  Kreis,  innerhalb  dessen  die  Ent- 
wickehmgen sämmtlicher  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (A)  in 
der  Umgebung  von  x  =  ^  noch  convergent  sind,  ist  also  derjenige, 
der  durch  den  zu  a:  =  |  am  nächsten  gelegenen  singulären  Pimkt 
eines  der  Coefficieüten  hindurchgeht.  Das  Innere  dieses  Kreises  wollen 
wir,  wenn  es  sich  um  die  gegebene  Differentialgleichung  (A)  handelt. 
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als  die  Umgebung  des  Punktes  x  =  ^  schlechthin  bezeichnen;  wenn 
ein  anderer  um  .r  =  |  als  Mittelpunkt  beschriebener  Kreis,  etwa  ein 
solcher  mit  noch  unbestimmtem  aber  endlichem  Radius  in  Frage 
kommt,  so  sprechen  wir  von  einer  gewissen  Umgebung  des  Punktes  |. 
Die  Potenzreihe,  welche  ein  durch  beliebige  endliche  Anfangswerthe 
für  X  =  I  definirtes  Integral  y(x)  von  (A)  darstellt,  convergirt  also 
stets  in  der  Umgebung  von  .r  =  |,  sie  kann  folglich  nach  allen  den- 
jenigen, im  Endlichen  gelegenen  Stellen  x  hin  analytisch  fortgesetzt 
werden,  nach  welchen  hin  eine  analytische  Fortsetzung  sämmtlicher 
Coefficienten  der  DiflFerentialgleichung  (A)  von  x  =  ^  aus  möglich  ist. 
Die  Gesammfcheit  dieser  Stellen  bildet  ein  zusammenhängendes,  conti- 
nuirliches  Gebiet  T,  welches  durch  die  singulären  Stellen  der  Coeffi- 
cienten, denen  sich  im  Allgemeinen  noch  die  Stelle  .r  =  oo  zugesellt, 
begrenzt  wird;  an  allen  Stellen  von  T  verhält  sich  also  auch  das  durch 
beliebige  Anfangsbedingungen  bestimmte  Integral  y(x)  regulär,  die  Sin- 
gularitäten von  y(.t)  können  demnach  nur  an  der  Begrenzung 
von  T  liegen,  sie  sind  folglich  unabhängig  von  der  Wahl  der 
Anfangswerthe,  d.  h.  sie  sind  für  jedes  Integral  der  linearen 
homogenen  Differentialgleichung  (A)  dieselben  (vergl.  Nr.  .8). 
Wir  nennen  die  Stellen  der  Begrenzimg  von  T  danun  die  singulären 
Stellen  der  Differentialgleichung. 

Das  in  der  Umgebung  von  x  =  ^  definirte  Integral  y(x)  kann 
aber,  da  der  Bereich  T  ein  mehrfach  zusammenhängender  ist,  durch 
Fortsetzung  auf  verschiedenen  Wegen  für  jeden  Punkt  von  T  ver- 
schiedene Werthe  annehmen.  —  Denken  wir  uns  T  durch  geeignet 
angebrachte  Querschnitte  in  einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich 

T  verwandelt,  so  ist  innerhalb  T  die  durch  die  Potenzreihe 


(10)  J^i/.c*  -  ly 


X  =  Ü 


determinirte  Function  y(;r)  eindeutig  bestimmt,  d.  h.  vom  Fortsetzungs- 
wege unabhängig;  wir  nennen  die  Gesammtheit  der  durch  Fortsetzung 

der  Reihe  (10)  innerhalb  T  entstehenden  Werthe  des  Integrals  y(x) 
einen  Zweig  desselben  imd  bezeichnen  diesen  Zweig  etwa  durch  y(a;). 
Setzen  wir  die  Reihe  (10)  auf  irgend  einem  in  der  unzerschnittenen 
Fläche  T  verlaufenden  Wege  Z,  der  wieder  nach  x  =  ^  zurückführt, 
fort,  so  erhalten  wir  eine  gleichfalls  in  der  Umgebung  von  x  =  g 
convergirende  Reihe 

(11)  2'^;(-'-  -  D", 

x=Ü 


11.  Fortsetzung  der  Integrale.  27 

die  im  Allgemeinen  von  (10)  verschieden  ist  und  ims  nunmehr  inner- 
halb T  einen  neuen  Zweig  y{x)  der  Function  y(.x')  determinirt.  Diese 
Reihe  (11)  genügt,  nach  bereits  erwähnten  analytischen  Principien, 
auch  wieder  der  DiflFerentialgleichung  (A),  in  dem  Sinne,  dass  die 
Diflerentialgleichung  befriedigt  wird,  wenn  wir  für  y  die  Reihe  (11) 
einsetzen  und  für  jp^,  •••,  i?»  diejenigen  Entwickelungen  in  der  Um- 
gebung von  X  =  i,  nehmen,  die  aus  den  ursprünglichen,  für  die  Her- 
stellung der  Reihe  (10)  benutzten,  durch  Fortsetzung  auf  dem  in  T 
verlaufenden  Wege  l  hervorgehen.     Man  kann  sich  jedem  so  definirten 

Zweige    ein   über  T  ausgebreitetes  Blatt  zugeordnet  denken,   welches 

dieselben  Querschnitte  trägt  wie  T,  imd  kann  dann  diese  Blätter 
längs  der  Querschnitte  so  aneinander  heften,  dass,  wenn  die  unab- 
hängige Variable  x  in'  T  einen  Weg  beschreibt,  der  einen  gewissen 
Querschnitt  überschreitet,  längs  dieses  Querschnittes  gerade  jene  Blätter 
zusammenhängen,  deren  zugehörige  Zweige  auf  diesem  Wege  von  x 
in  einander  übergehen.  Auf  diese  Weise  erhält  man  also  eine  Rie- 
mann'sche  Fläche,  innerhalb  deren  die  monogene  Function  y{x)  eine 
eindeutige  Function  des  Ortes  ist. 


Zweites  Kapitel. 

11.   Farticaläre  Integrale.   FnndamentaLBystem.   Allgemeines  Integ;raL 
Die  Coefficienten  der  Differentialgleichung 

wo  wir  unter  j>^  eine  von  Null  verseliiedene  Constante  verstehen 
wollen,  können  im  Allgemeinen  innerhalb  des  Bereichs  T  mehrdeutig 
sein:  denken  wir  uns  T  durch  geeignet  angebrachte  Querschnitte  in 
einen  Bereich  E  verwandelt,  innerhalb  dessen  p^y  • '  •  P,  eindeutig, 
d.  h-  vom  Wege  unabhängig  sind  und  legen  wir  den  folgenden  Be- 
trachtungen die  Differentialgleichung  (A)  stets  in  der  Form  zu  Grunde, 
dass  wir  unter  p^^  —  p^  gewisse  innerhalb  E  eindeutig  fiiirte  Zweige 
dieser  Fimctionen  verstehen.  —  Der  Bereich  T  geht  dann  im  All- 
gemeinen aus  E  hervor,  indem  E  noch  weiter  durch  Querschnitte 
zerlegt  wird.  Setzen  wir  im  Punkte  j*  =  S  für  ein  Integral  i^ix)  und 
seine  [n  —  1)  ersten  Ableitungen  gewisse  Anfangs werthe  fest: 

so  wird  durch  dieselben  eine  wohlbestimmte,  der  in  ihren  Coefficienten 
eindeutig  gegebenen  Differentialgleichung  (A»  genügende  Potenzreihe 
definirt:  setzen  wir  diese  innerhalb  T  fort,  so  erhalten  wir  einen  ein- 
deutig bestimmten  Integralzweig  y\xK  den  wir  als  particuläres 
Integral  der  Differentialgleichimg  ( A)  bezeichnen  wollen.  Ein  solches 
particuläres  Integral  ist  also  in  seinem  Verlaufe  innerhalb  T  eindeutig 
bestimmt,  wenn  seine  Anfangswerthe  für  -t'  =  $  vorgeschrieben  sind. 
Denken  wir  uns  für  diese  Anfangswerthe  h  verschiedene  Be- 
stimmungen getroffen,  wodurch  also  /*  verschiedene  particuläre  Int^irale 
^jJj:*),  •  •  •,  j/^i^')  definirt  sein  mögen:  wir  wollen  diese  w  Systeme  von 
Anfangswerthen  so  wählen  i  und  eine  solche  Wiihl  ist  ja  offenbar  stets 
möglich»,  dass  die  Determinante 

//■■'  —  ^  , 5 1     //" ~ - 1 £ I  •  •  •  7  < S» 


w-    I  -  ..•  d  -  *     1 
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einen    von    Null    verschiedenen    Werth    erhält.     Alsdann    liefert    das 
System  von  n  linearen  Gleichungen 


(2) 


\x-i-  '--yr'K^)  +  ^yf\^)  +  ■-■  +  c„.<"-"(i). 


wohlbestimmte  endliche  Werthe  für  die  n  Unbekannten  c,,  c^,  '  -  -  c  : 
der  Ausdruck 

stellt  also  eine  innerhalb  T  eindeutig  gegebene  Function  dar,  die  für 
r  =  I  mit  ihren  (m  — - 1)  ersten  Ableitungen  die  Werthe  %j%j'  *  -  '^  _i 
annimmt.  Da  die  c^y  ' ' '  ^n  ^^^  ^  unabhängig  sind,  genügt  der  Aus- 
druck (3)  offenbar  der  Differentialgleichung  (A),  er  stellt  also  ein  parti- 
culäres  Integral  derselben  dar,  welches  dieselben  Anfangsbedingungen 
erfüllt  wie  y(x\  es  muss  folglich  mit  y{x)  identisch  sein,  d.  h.  jedes 
particuläre  Integral  der  Differentialgleichung  (A)  lässt  sich 
durch  particuläre  Integrale,  für  welche  die  Determinante  /J 
der  Anfangswerthe  nicht  verschwindet,  homogen  und  linear 
mit  Constanten  Coefficienten  darstellen.  Wir  nennen  den  Inbe- 
griff solcher  n  particulären  Integrale  ein  Fundamentalsystem  imd 
3/1  (^O;  * ' '?  tfn^^)  ^®  Elemente  desselben;  den  Ausdruck 

y  =  ^hVii^)  +  ^^^y^i^)  -^ h  ^Kyn(^)y 

worin  u.,  u^,  •  •  •,  m  willkürliche  Constanten  bedeuten,  und  der  also 
durch  Specialisirung  dieser  Constanten  jedes  beliebige  particuläre  Inte- 
gral darzustellen  vermag,  nennen  wir  das  allgemeine  Integral  der 
Differentialgleichung  (A). 

Es  ist  nun  leicht  einzusehen,  dass  die  Eigenschaft  des  Systems  der 
n  Integrale  y^{x)y  •  •  •,  y^(x)j  ein  Fimdamentalsystem  zu  sein,  unabhängig 
ist  von  der  Wahl  des  Anfangspunktes  x  =  ^.  Zu  dem  Ende  haben  wir 
nur  nachzuweisen,  dass  die  Determinante 

für  alle  Punkte  des  Bereichs  T  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat. 
Aus  den  Gleichungen: 

-Po^?^  +Pli/^^~''^  H \-Pnyx  =  0  (x  =  l,2,...») 

folgt  in  der  That: 

(4)  Po'Pi'"'  'Pn  =  ^W  •  ^ii^)  ''-'  ^«W 
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wo  ^Jjr)  die  Determinante  aus  denjenigen  Elementen  des  rechteckigen 
SystenLS 

y^M )       \i=»,(»-i),    1,0; 

bedeutet,  welche  übrigbleiben,  wenn  man  die  x**  Verticalreihe  weglasst. 
Also  ist: 

und  folglich,  wenn  wir  p^  =  1  nehmen: 

d  lojr  Jixf 

^1  ~        dx       ' 
oder 

J(x)  =Ce  ;        - 

in  dieser  Gleichung  ist  C  eine  Constante,  die  wegen 

einen  von  Null  verschiedenen,  nur  von  der  Wahl  der  Anfangswerthe 
abhangigen  Werth  besitzt.  Für  einen  Punkt  jr,  in  dessen  Um- 
gebung sich  die  Function  j)j  regulär  verhält,  ist  demnach  ^(jc) 
endlich  und  von  Null  verschieden,  das  ist  also  in  allen  Punkten 
des  Bereichs  T  der  Fall,  wir  schliessen  hieraus,  dass  die  Eigenschaft 
particulärer  Integrale  y,(-r),  —  tf.W  ^^^  Fundamentalsystem 
zu  bilden,  nicht  nur  unabhängig  ist  von  der  Wahl  des  Aus- 
gangspunktes $,  sondern  dass  diese  Eigenschaft  auch  erhalten 
bleibt,  wenn  wir  y^{x)  •••  y,(jr)  auf  irgend  welchen  innerhalb 
T  verlaufenden  Wegen  fortsetzen. 

Wenn  wir  ein  particuläres  Integral  y(x)  auf  Wegen  fortsetzen, 
die  ganz  innerhalb  des  Bereichs  E  verlaufen,  so  sind  die  so  entstehenden 
innerhalb  T  eindeutig  definirten  Zweige  auch  wieder  particuläre  Inte- 
grale der  DifTerentialgleichung  (A);  bezeichnen  wir  irgend  (» -|-  1) 
solcher  Zweige  mit 

(1)  (2)  (•+!) 

so  ist  jede  dieser  Functionen  in  der  Form 

yW  =  w^'^')  +  ^iVii^) H 1- ^Ju(^)       («=1.2,-  -.4-1). 

(*) 

wo  die  c^  Constanten  bedeuten,  darstellbar;  hieraus  folgt  durch  Elimi- 
nation der  y,(-r),  -•-  y,(j')  eine  homogene  lineare  Relation  mit  con- 
stanten  Coeflicienten  zwischen  jenen  (»  +1)  Zweigen;  d.  h.: 

Zwischen  je  («  +  1)  Zweigen,  die  aus  einem  Integral  y(j") 
der  Differentialgleichung  (A)  hervorgehen  durch  Fortsetzung 
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auf  Wegen,  für  welche  die  Coefficieiiteii  der  Differential- 
gleichung eindeutig  bleiben,  besteht  eine  homogene  lineare 
Relation  mit  constanten  Coefficienten. 


12.    Andere  Definition  des  Fundamentalsystems.     Verhalten  bei 

einem  Umlauf.     Lineare  Substitution. 

Die  Definition  eines  Fundamentalsystems  lässt  sich  auch  in  eine, 
für  manche  Untersuchungen  besonders  geeignete  Form  bringen,  die 
vor  der  bisher  zu  Grunde  gelegten  den  Vorzug  hat,  dass  sie  nur  von 
den  Integralen  y^ijjc),  y^{x)j  •  •  •  y^{a')  selbst,  nicht  auch  von  den  Ab- 
leitungen derselben  Gebrauch  macht.     Wir  behaupten  nämlich: 

Die  n  particulären  Integrale  z^{x),  zj^x),  •  •  •  ^„(^')  bilden 
dann  und  nur  dann  ein  Fundamentalsystem,  wenn  sie  linear 
unabhängig,  d.  h.  so  beschaffen  sind,  dass  zwischen  denselben 
keine  homogene  lineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten 

(5)  c^z^ix)  -f  c^z^ix)  -\ h  c^z^{x)  =  0 

besteht,  in  der  nicht  alle  Coefficienten  c^,  c^,  •••  o«  gleich 
Null  sind. 

Zunächst  ist  sofort  ersichtlich,  dass  z^{ä^,  •••  Zn{x)  kein  Funda- 
mentalsjstem  bilden  können,  wenn  eine  Gleichung  von  der  Form  (5) 
besteht;  denn  durch  Differentiation  von  (5)  folgt 

(Ü)  c,4«)(x)  +  c,4«)(a;)  +  • . .  +  c.;erW(:r)  =  0, 

wo 

und  die  n  Gleichungen,  welche  aus  (6)  für  x  =  0,  1,  •  •  •  w  —  1  hervor- 
gehen, lassen  sich  bekanntlich  nur  dann  durch  nicht  sämmtlich  ver- 
schwindende Werthe  der  c^,  c^,  •  •  •  c^  befriedigen,  wenn  die  Determi- 
nante dieser  Gleichungen 

gleich  Null  ist;  dies  kann  aber,  wie  wir  (S.  30)  bewiesen  haben,  für 
keinen  Punkt  des  Bereichs  T  stattfinden,  wenn  ^^(x),  zj^v),  •  •  •  z^{x) 
ein  Fundamentalsjstem  bilden. 

Sei  nun  umgekehrt  vorausgesetzt,  dass  eine  Relation  von  der 
Form  (5)  nicht  stattfinden  könne,  dami  denken  wir  uns  die  Integrale 
^i(^);  ^t^^)j  ' '  •  ^ä(^)  durch  die  Elemente  y^ix),  y^Of),  •  •  •  y„{x)  eines 
Fundamentalsystems  dargestellt,  also 


2  I-  .Vl:.j*^niriiit»  ♦mn-ili?«-«!    i-rr  "ni»r»:-r>      KupizA  *. 


-^^ 


r^  jr    =  c^,y.^  /    —  Cji^^z^'  _  .  .  .  —  i:^^»i^  r  . 

Die  I>i?tr-TmiiiÄntr 

d*:r  con»tanten  t'«.«:fficiiriit^n.  in  «ien  <  jleii^huniMi  7  •  miLsö  «lann  von 
Xnll  Ter^?hi*r«I*:n  s^in.  ^la  aoä  d»rm  Verschwinden  •iies^r  Determinante 
'laä  E»Ätehen  einer  homogenen  linearen  Bezieh ^intr  rwi^chtn  «l»rn  z^\xk 
r^ » /  ■ .  •  •  •  -  '  -'■  •  mit  conätanten  •/«>rfticienten  foUren  würde.  Kfferen- 
türen  wir  nanm»:hr  •lie  Gkiehom^en  «7'  «« —  1  -mal  nach  r.  si> 
ersriebt  .*ich  arw  d«rm  Maltiplii^tionstheijrem  der  Dtrtenninanten  die 
Gleich 'inif 

#  =  •».:.       «  —  1. 

es  kann  alä*>,  iJa  y '^i.  »ijjk  •-•  v  • -^  •  ein  Fimdamtrntabvstem  bilden 
and  foUflich 


-  A 


für  je<len   innerhalb  7*  gele^^nen  Werth   von  x  von   XuU   vt^rsehieJen 
i<^  auch 


fnr  keinen  Punkt  vun  T  verschwinden,  d.  h.  es  sind  zaxkzjj-K"-  z  m) 
die  Elemente  eines  FanrlamentaLavstems. 

Afis  dem  Gan^  des  Beweises  folgt  auch  sofort,  dass  die  Elemente 
irgend  zweier  FnnflamentaL!y:3teme  durch  Gleichungen  von  der  Form  ( 7 ) 
mit  einander  verknüpft  sind^  für  welche  die  Determinante 


des   C'oefficientensvstenLS   einen  von   Null  verschiedenen  Werth  besitzt. 

m 

Die  Umkehruni?  dieser  Bemerkung  ist  ein  besonderer  Fall  des  folgenden 
Satzes: 

Ist  i/jV).  1/  (>!,  —  1/  (>)  ein  beliebiges  Fundamentalsvstem« 
und  sind  '•'>),  '"-ij-j,  •  •  •  r  »jri.  i/w  <  *n,  lineare  homoijene  Funo- 
tionen  mit  constanten  r*oefficienten  von  irgendwelchen  m  Ele- 
menten y^(^r^,  Iß^^j),  •••  yjj'^  desselben: 

(9)  tv>V  =  a.^,V^\X)  +  «,,i/,U»  H h  cr,^i/,^iri. 

von  der  Beschaffenheit; dass  dieDeterminante  derCoefficienten 
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I   aj^.  I  (f,a  =  l,2,-.m), 

nicht  verschwindet^  so  bilden  auch 

ein  Fundamentalsjstem. 

Bestünde  nämlich  eine  Gleichung  von  der  Form 

(10)    c^v^{x)  +  c^v^ix)  H h  c^%X^)  +  c^+i^^+iC^)  H 

wo  die  ^1,  ^2^ " '  *  ^H  Constanten  bedeuten,  die  nicht  sämmtlich  gleich  Null 
sind,  so  würde  aus  dieser  Gleichung,  indem  man  für  die  v^{x\  •  •  •  v^^(x) 
ihre  Ausdrücke  aus  den  Gleichungen  (9)  substituirt,  eine  homogene 
lineare  Beziehung  zwischen  den  Elementen  y^(x)y  •  •  •  y  (x)  des  ge- 
gebenen Fundamentals jstems  folgen,  es  müssten  also  die  sämmtlichen 
Coefficienten  dieser  Beziehung  verschwinden,  d.  h.  es  müssten  die 
Gleichungen 

m 


(11)  ^^X^Xx^^^  (x  =  l,2,        m), 


(12)  <'«+x  =  0,    •••,    c„  =  0, 

bestehen;  die  Gleichungen  (11)  könnten  aber  nur  dann  durch  nicht 
verschwindende  Werthe  der  c^,  c^,  •  •  •  c^^  befriedigt  werden,  wemi 
gegen  die  Voraussetzung 


gleich  Null  wäre.  Die  Bedingung,  dass  diese  Determinante  nicht 
verschwindet,  ist  offenbar  gleichbedeutend  damit,  dass  zwischen  den 
t\(x)j  •  •  •  v^(x)  keine  homogene  lineare  Beziehung  mit  constanten 
Coefficienten  stattfindet. 

Lassen  wir  die  unabhängige  VenLnderliche  x  irgend  einen  geschlos- 
senen Weg  beschreiben,  der  ganz  innerhalb  des  Bereiches  E  verläuft, 
d.  L  also  einen  geschlossenen  Weg,  auf  welchem  die  Coefficienten  der 
Differentialgleichung  zu  ihren  Ausgangswerthen  zurückgeführt  werden,  so 
gehen,  wie  wir  (S.  80)  gezeigt  haben,  die  Elemente  y^(.i),  y^i^),  •  *  •  yS^) 
eines  FundamentaLsystems  in  die  Elemente  y^{x)y  y^{x)j  •  •  •  yj^x)  eines 
anderen  FundamentaLsystems  über.  Es  bestehen  also  (nach  S.  30,  31) 
zwischen  den  n  ursprünglichen  Functionen  und  den  n  aus  ihnen  durch 
den  Umlauf  hervorgegangenen  die  Gleichungen 

(13)      y^{x)  =  u^^y,{x)  +  a^^y^{x)  H f-  ^^jSp)      (''=*>2.   «), 

wo  die  a^.  Constanten  bedeuten,  deren  Determinante 
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a^.\  (x,i  =  l,2-.n), 


nicht  verschwindet.  Wir  bezeichnen  die  durch  die  rechten  Seiten  der 
Gleichungen  (13)  dargestellte  mit  den  ^^(a'),  y^i^)^  ••  y„C^)  vor- 
zunehmende Rechnungsoperation  als  eine  auf  das  Functionssjstem 
.ViW?  •  •  '  ?/«(^*)  ftiisgeübte  lineare  Substitution  mit  den  Coefficienten 
a  .,  und  die  Determinante  i  a  .  '  als  die  Determinante  dieser  Sub- 
stitution;  dann  können  wir  also  sagen: 

Die  Elemente  eines  Fundamentalsystems  der  Differential- 
gleichung (A)  erfahren  bei  einem  geschlossenen  Umlaufe  der 
unabhängigen  Veränderlichen,  der  die  Coefficienten  der  Diffe- 
rentialgleichung ungeändert  lässt,  eine  lineare  Substitution 
mit  nicht  verschwindender  Determinante. 

Die  genauere  Untersuchung  des  Verhaltens  eines  Fundamental- 
systems bei  solchen  geschlossenen  Umläufen  der  unabhängigen  Varia- 
bein wird  den  Gegenstand  des  dritten  Abschnittes  bilden. 


Zweiter  Abschnitt. 
Formale  Theorieen. 

Erstes    Kapitel. 

13.   Analogie  mit  den  algebraischen  Gleichungen. 

Wir  haben  im  vorhergehenden  Abschnitte  erkannt,  dass  sich  das 
allgemeine  Integral  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung 
vf"  Ordnung  (A),  deren  Coefficienten  in  einem  Bereiche  E  eindeutig 
definirte  Functionen  von  x  sind,  als  Summe  der  mit  willkürlichen 
Constanten  multiplicirten  n  Elemente  eines  Fundamentalsystems  dar- 
stellt, dass  also  durch  Angabe  von  n,  ein  Fundamentalsystem  constitui- 
renden  particulären  Integralen  die  Gesammiheit  aller  Lösungen  der 
Differentialgleichung  (A)  als  bestimmt  angesehen  werden  kann.  — 
Der  Umstand,  dass  die  Anzahl  n  dieser,  die  allgemeine  Lösung  bestim- 
menden Elemente  mit  der  Ordnung  der  Differentialgleichung  überein- 
stimmt, bedingt  eine  gewisse  Analogie  zwischen  den  linearen  homogenen 
Differentialgleichungen  und  den  algebraischen  Gleichungen,  bei  denen 
ja  die  Anzahl  der  Lösungen  gleich  dem  Grade  der  Gleichung  ist.  Diese 
Analogie  wurde  schon  sehr  früh,  zuerst  von  Lagrange  bemerkt,  und 
sie  hat  wiederholt  als  Ausgangspunkt  für  schöne  imd  wichtige  Unter- 
suchungen über  lineare  Differentialgleichungen  gedient.  Von  den  älteren 
Arbeiten,  die  in  dieser  Richtung  liegen,  seien  die  Abhandlungen  von 
Lagrange,  Libri  und  Sturm,  von  den  neuereu  die  der  Herren 
E.  Brassine,  Christoffel,  Frobenius,  Thome,  Appell  genannt. 

Ebenso  wie  die  Coefficienten  einer  algebraischen  Gleichung  sich 
als  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  derselben  darstellen  lassen, 
gelingt  es,  einen  Zusammenhang  zwischen  den  Elementen  eines  Funda- 
mentalsystems und  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  herzu- 
stellen. Wenn  man  über  die  Coefficienten  einer  algebraischen  Gleichung 
n*™  Grades  keine  näheren  Bestimmungen  trifft,  etwa  nur  voraussetzt, 
dass  sie  Functionen  einer  Variabein  x  sind,  die  sich  in  der  Umgebung 
einer  Stelle  a:  =  |    regulär  verhalten,  so   bilden  ihre  n  Lösungen   ein 


•4* 


:jc 
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System  von  n  ganz  beliebigen  Functionen,  beziehungsweise  wenn  die 
Coefficienten  schlechthin  als  Oonstante  angesehen  werden,  ein  System 
von  n  ganz  beliebigen  constanten  Grössen.  Auf  solche  bezieht  sich 
also  die  ganze  Theorie  der  symmetrischen  Functionen  und  sogar  der- 
jenige Theil  der  Galois 'sehen  Untersuchungen,  der  von  der  Annahme 
eines  bestimmten  Rationalitatsbereiches  fBr  die  Coefficienten  der  Gleichung 
unabhängig  ist.  Ein  grosser  Theil  der  auf  die  Analogie  mit  den  alge- 
braischen Gleichungen  gegründeten  Sätze,  die  sich  auf  lineare  homo- 
gene DiflFerentialgleichungen  beziehen,  über  deren  Coefficienten  keine 
speciellen  Voraussetzungen  getroffen  sind,  kann  ebenso  auch  als  für 
beliebige  Systeme  von  n  Functionen  geltend  aufgefasst  werden.  Wir 
werden  hier  zuerst  die  der  Theorie  der  symmetrischen  Functionen  ana- 
logen Sätze  und  dann  die  der  Zerfällung  einer  ganzen  rationalen  Func- 
tion in  Linearfactoren  entsprechenden  Sätze  entwickeln,  soweit  wir 
dieselben  für  die  späteren  functionentheoretischen  Untersuchungen 
nöthig  haben.  Eine  weitere  Verfolgung  der  Analogie  zwischen  alge- 
braischen Gleichungen  und  linearen  Differentialgleichungen,  bei  welchen 
hauptsächlich  auch  Gesichtspunkte,  die  den  Galois 'sehen  Untersuchungen 
über  die  Gruppe  einer  algebraischen  Gleichung  nachgebildet  sind,  in 
Frage  kommen,  wii^  in  einen  der  folgenden  Abschnitte  aufgenommen 
werden. 


14.    Determinante  eines  Systems  von  Functionen.     Differential- 
gleichung  für  ein  System  von  n  linear  unabhängigen  Functionen. 

Seien  y^,  y^,  •  •  •,  y^  w  Functionen  von  a:,  die  sich  in  einer  ge- 
wissen Umgebung  U  der  Stelle  x  =  ^  regulär  verhalten,  und  für  welche 
die  Determinante 

die  wir  als  die  Determinante  des  Functionssystems  bezeichnen 
wollen,  an  keiner  Stelle  der  Umgebung  U  von  a:  =  J  verschwindet. 
Dann  genügen  diese  n  Functionen  offenbar  der  in  y  homogenen  linearen 
Differentialgleichung  n**'  Ordnung 


(1) 


i>(.y,  Vi,  ?/*  •••»0  = 


die  wir,  nach  den  Ableitungen  von  ij  geordnet 


y  y'  iF  ■  • 
y,  ?/,'  y^i^  ■  ■ 

y«  y'i  y/>  •  • 

.   y(.) 

-0, 

•v»  yi  y^n^  •  • 

n  y  ffeordnet 

,  in  t 

er  Form: 
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yD,  +  y'B^_,  +  •  •  •  +  y<— "D,  +  2/<»)D„  =  0 
oder 

schreiben,  wo  also 

(3)  Pv  =  ( —  1)      TTf V  (x  =  0,l,       n, 

und  D^dfif  y^  "  '  yj  die  zum  Elemente  j/"  — *)  gehörige  Subdetermi- 
nante   von  -D(y,  tfiyVi  '''  V^   bedeutet.     Die  Coefficienten  p^^  *--  p 
dieser   Differentialgleichung   verhalten   sich   in   der  Umgebung  U  der 
Stelle  X  =  i  regulär,  weil  zufolge  unserer  Voraussetzimg 

und  aus  eben  diesem  Grunde  constituiren  j/^,  y^  •  •  •  y^  auch  ein  Fun- 
damentalsjstem  derselben.  Das  letztere  ist  so  zu  verstehen.  Denken 
wir  ims  in  die  Ausdrücke  (3)  für  y^,  •  •  •  y^  und  die  successiven  Ab- 
leitungen dieser  Functionen  ihre  Entwickelungen  nach  positiven  ganzen 
Potenzen  von  x  —  5  eingesetzt,  so  erhalten  wir  für  p^^  "*  Pn  ®^^  System 
gewöhnlicher  Potenzreihen,  aus  denen  ein  System  von  n  wohlbestimmten 
Functionen  entspringt;  für  diese  Functionen  mögen  die  Bereiche  T,  E^ 
T  dieselbe  Bedeutimg  haben  wie  in  den  Nrn.  11,  12  (S.  26 — 28),  dann 
lässt  sich,  wenn  wir  unter  p^,  p^  •  •  •  j)^  die  aus  den  ursprünglichen 
Entwickelungen  durch  Fortsetzung  innerhalb  E  entstandenen  eindeutig 
determinirten  Zweige  verstehen,  jede  innerhalb  T  eindeutig  bestinmite 
Particularlösung  der  Differentialgleichung  (2)  als  homogene  lineare 
Function  mit  constanten  Coefficienten  der  innerhalb  T  eindeutigen 
Zweige  des  Functionssystems  y^,  y^,  •  •  •  y^  darstellen.'  —  In  diesem 
Sinne  sind  auch  alle  folgenden  Erörterungen  aufzufassen;  wir  werden 
dies,  wo  kein  Missverständniss  zu  befürchten  ist,  nicht  immer  besonders 
hervorheben. 

Wenn    die    Determinante    des    Functionssystems   y^  .  .  .  y    iden- 
tisch NuU  ist, 

(4)  7)(y„...y„)  =  0, 

und  es  bedeuten  /j,  <^,  ...  i^  irgend  welche  v  verschiedene  der  n  Zahlen 
1,  2,  ...  II,  der  Grösse  nach  geordnet,  so  muss  es  eine  positive  ganze 
Zahl  nV^n  —  1  geben  von  der  Beschaffenheit,  dass  von  den  n^  De- 
terminanten 

für  V  =  m  wenigstens  eine,  etwa 

05)  J){yvy^---y.X 
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aus,  und  bedeuten  y^,  y^  •  •  •  y„  die  Elemente  eines  Fundaincntalsystems 
derselben^  so  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen 

die  Ausdrücke  (3)  für  die  Coefficienten  und  die  Darstellungen  (1),  (2) 
für  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung. 

Die  Differentialgleichung  ist  also-  durch  Angabe  eines  Systems  von 
n  linear  unabhängigen  Lösungen  derselben  vollkommen  bestimmt;  d.  h. 
wenn  diese  Lösungen  zugleich  noch  eine  andere  lineare  homogene 
Differentialgleichung  w*®'  Ordnung 

Q{y)  =  Q'o?/'*^  +  ii^/"'^^  H 1-  (/«y  =  0 

befriedigen,  so  muss  dieselbe  mit  (A)  identisch  sein,  also 

Hieraus  ergiebt  sich'  sofort  der  einfache  Satz,  dass  eine 
lineare  homogene  Differentialgleichung  mit  eindeutigen  Coef- 
ficienten, die  mehr  linear  unabhängige  Integrale  besitzt  als 
ihre  Ordnungszahl  beträgt,  identisch  verschwinden  muss. 

Sind  ß^j  z^j  ' ' '  z^  die  Elemente  eines  zweiten  Fundamentalsystems 
der  Differentialgleichung  (A),  also 

(9)  Vx  =  «ii^i  +  «22^2  +  •  •  •  +  «,,^„, 
wo  die  a^^  Constanten  bedeuten,  für  welche 

I  a,.  I  4=0  (^,.-=l,2-.-n), 

All  ■ 

so  ist  nach  dem  Multiplicationstheorem  der  Determinanten 

(10)  D^(y„  y^  . . .  yj  =  I  a,^  j  D^{z^,  5,  •  •  •  ^       (x=o.i,..  «), 

während  di(^  Quotienten  dieser  Determinanten,  d.  h.  die  Coefficienten 
Pv  '  '  '  Pny  ^^^^  Uebergange  von  einem  Fundamentalsystem  zu  einem 
anderen  ganz  ungeändert  bleiben.  —  Diese  invariante  Natur  der  De- 
terminanten D^  können  wir  auch  noch  in  Evidenz  setzen,  wenn  wir 
beachten,  dass,  wie  bereits  früher  (S.  30)  bewiesen  wurde  und  überdies 
auch  aus  den  Gleichungen  (3)  für  x  =  1  unmittelbar  hervorgeht: 

(11)  7)(y,...yJ  =  (-l)"D„(y,...yJ  =  C.e->"", 

C  eine  Constante,  so  dass  sich  also 

(12)  2>,  (y, . . .  yj  =  (-  D"  C .  p^  .  e-f^^" 

erlgiebt.  Diese  Darstellung  der  Determinanten  J)^,  in  Verbindung  mit 
der  durch  die  Gleichungen  (10)  ausgedrückten  Invarianteneigenschaft 
derselben,  leitet  uns  zu  dem  folgenden  allgemeinen,  von  Herrn  Appell 
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aufgestellten  Satze  ^  der  gleichsam  als  Analogon  des  Satzes  von  den 
symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung 
angesehen  werden  kann: 

Jede  ganze  rationale  Function  der  Elemente  j/i,  •  •  •  y  eines 
Fundamentalsystems  und  ihrer  Ableitungen,  die  sich  nur  mit 
einem  von  Null  verschiedenen  constanten  Factor  multiplicirt, 
wenn  y^,  Vi  ' ' '  tfn  durch  die  Elemente  z^^  ^%  ' ' '  ^n  ®^^®s  anderen 
Fundamentalsystems  ersetzt  werden,  ist  gleich  einer  ganzen 
rationalen  Function  der  Coefficienten  p^,  p^  ' '  '  Pn  ^^^  Diffe- 
rentialgleichung und  ihrer  Ableitungen,  multiplicirt  mit  eii^er 
Potenz  der  Grösse 

Sei  F  die  gegebene  Function,  wir  wollen  sie  eine  invariante 
Function  nennen,  so  muss  dieselbe  zufolge  der  Voraussetzung  bis  auf 
einen  constanten  Factor  ungeändert  bleiben,  wenn  man  die  y^,  y^  •  •  •  y^ 
irgendwie  permutirt;  sie  enthält  folglich  die  Ableitungen  aller  y^jj/g'-'y^ 
bis  zu  gleich  hoher  Ordnung.  Sei  r  diese  Ordnung,  so  soll  also  die 
Gleichimg: 

(13)    F{y^, . . .  y(;);  •  •  • ;  y,,  •  •  •  i/^^)  =  H-  F{z^,  •  •  •  4-);  •  •  •;  ^«,  •  •  •  ^:^) 

bestehen,   wo   H  eine   Constante   bedeutet,   wenn   die   2n  Fimctionen 

ifi  ' ' '  Vh^  ^1  ' ' '  ^n  ^^^^^  ^^  Gleichungen  (9)  mit  einander  verknüpft 
sind.  Die  Constante  H  kann  nur  von  den  Coefficienten  a^^  der  linearen 
Substitution  (9)  abhängen  und  ist,  da  F  eine  ganze  rationale  Function 
seiner  Argumente  bedeuten  soll,  eine  ganze  rationale  Function  dieser 
Coefficienten.  H  ist  von  Null  verschieden,  sobald  ^^j  ^s^  •  •  -  z  ein 
Fundamen talsystem  constituiren,  d.  h.  sobald 

*==|a^.  1=1=0        u,i=i,a.-.«),  , 

es  kann  sich  also  H,  nach  bekannten  in  der  Algebra  der  linearen  Trans- 
formationen oft  gebrauchten  Schlüssen,  nur  durch  einen  von  den  «^ . 
unabhängigen  nimierischen  Factor  x  von  einer  Potenz  der  Substitutions- 
determinante d  imterscheiden,  d.  h.  es  ist: 

Um  diesen  nimierischen  Factor  x  zu  bestimmen,   wollen  wir  die  a, . 

specialisiren;  wählen  wir 

Uj^.  =  0     für     k  4=  i, 

a.  =  1     (i  =  i,2-n) 
II  ' 

so  ergiebt  sich  x  =  1 ;  die  für  die  Function  F  vorausgesetzte  Beziehung 
(13)  reducirt  sich  also  auf  die  Form: 
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(14)  F{y„  ' ' '  y<;);  •  •  •;  y„  •  • '  «/ifO  =  ^F{z„  •  •  •  4'");  •  •  •;  ^„  •  •  •  <'')• 

Man  denke  sich  nun  diejenigen  Ableitungen  der  y^  und  z^,  deren 
Ordnungszahl  grösser  ist  als  w  —  1,  vermöge  der  Differentialgleichung 
durch  die  Ableitungen  bis  zur  (n  —  1)*®^  Ordnung  und  die  Coefficienten 
Pi7  Pt  ' ' '  Pn  ^^^  deren  Ableitungen  ausgedrückt,  dann  wird  die  Glei- 
chung (14)  in 

(15)  G(j/,r--!/i'*-'^;---5y„.---!^;~'0  =  *"ö('8^ir-4""'V-;^nr-^ 

übergehen,  wo  jetzt  G  eine  ganze  rationale  Function  ihrer  Argumente 
bedeutet,  deren  Coefficienten  noch  von  den  p^,  '  ' '  Pn  ^^^  ihren  Ab- 
leitungen abhängen. 

Nun  ist  aber  nach  (10) 

D(yi7  y«  •  •  •  y«)  =  *  •  ^(^i^  -^^  •  •  •  O^ 

also  genügt  der  Quotient: 
der  Gleichung 

(17)   a(yi---j^;~^V-sy„---!/;-'0  =  '»(^i---4""'V--;^„---<'*-'0- 

Sei  nun  x  =  i  eine  Stelle,  an  der  sich  die  Integrale  y^,  -  -  -  y^  der 
Differentialgleichung  (A)  regulär  verhalten;  dann  hat  D{y^,  '"V^  ^^ 
dieser  Stelle  einen  von  Null  verschiedenen,  also  Sl  einen  endlichen  und 
bestimmten  Werth  ß^.  Da  ^i  •  •  •  ^„  ein  beliebiges  Fundamental- 
sjstem  darstellt,  können  wir  die  Werthe  der  ss^--*  z^  und  ihrer  (w  —  1) 
ersten  Ableitungen  im  Punkte  x  =  i,  ganz  willkürlich  vorschreiben  (vergl. 
Nr.  11),  wenn  nur  die  Determinante  D  {z^^  z^  •  •  •  z^  für  ^  =  J  einen 
nicht  verschwindenden  Werth  erhält;  setzen  wir  also  o;  =  J  in  die 
Gleichung  (17)  ein,  so  besagt  dieselbe,  dass  die  Function  £1  einen  unver- 
änderlichen bestimmten  Werth  Sl^  annimmt,  wenn  man  ihren  Argumenten 
^1  ' ' '  4"~'^  •  •  •;  z^  .  . .  ;8fO»--i)  ganz  willkürliche  nur  durch  eine  Un- 
gleichheitsbedingung beschränkte  Werthe  beilegt.  Also  muss  Sl  von 
seinen  Argumenten  ganz  unabhängig  sein,  es  kann  folglich  nur  von  den 
Coefficienten  von  ö,  d.  h.  von  den  p^  ' ' '  Pn  ^^^  ihren  Ableitungen 
abhängen  und  zwar  ist  es  offenbar  eine  ganze  rationale  Function  K 
dieser  Grössen.     Demnach  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  (16) 

G{y^'"t~^^i  •••5  yn""/r'^)=  \D{yr"yn)}"''^ 

oder 

c  eine  Constante.    Wenn  r  ==^n  — 1,  so  ist  K  eine  Constante,  also  die 
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Function  F^  abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  eine  blosse  Po- 
tenz von 

ist  dagegen  r  <  w  —  1 ,  so  reducirt  sich,  wie  man  leicht  einsieht,  eine 
Function  F  von  der  verlangten  Beschaffenheit  auf  eine  Constante. 
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Ebenso  wie  man  in  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen 
auf  die  Betrachtung  der  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  eine 
Theorie  der  Elimination  gründet,  lassen  sich  die  analogen  Probleme 
der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  mit  Hülfe  der  in- 
varianten Functionen  eines  Fundamentalsystems  behandeln. 

Die  Frage  nach  den  gemeinschaftlichen  Lösungen  zweier  algebra- 
ischer Gleichungen  findet  ihr  Analogon  in  der  Frage,  ob  zwei  gegebene 
lineare  Differentialgleichungen  Integrale  mit  einander  gemein  haben. 

Es  seien  also  die  beiden  linearen  homogenen  Differentialgleichungen 

(A)  P(y)  =iy/")    +iV/''-'^    H Vl\y    =0, 

(B)  P^  (y)  =i>,,y<"i)  +  2),,^"»-^)  +  •  •  •  +  l\,,^y  =  0 

vorgelegt,  wo  wir,  da  dies  für  die  folgenden  Untersuchungen  zweck- 
mässig ist,  die  Coefficienten  der  höchsten  Ableitungen  auch  als  Func- 
tionen von  X  ansehen  woUen,  und  möge,  um  die  Vorstellung  zu  fixiren, 

n  —  n^  =  m^  ^  0 

vorausgesetzt  werden.  —  Wir  fragen  nach  der  nothwendigen  und  hin- 
reichenden Bedingung  dafür,  dass  die  beiden  Differentialgleichungen  (A) 
und  (B)  particuläre  Integrale  mit  einander  gemein  haben.  —  Seien 

die  Elemente  eines  Fundamentalsystems  von  (B),  so  ist  jedes  Integral 
von  (B)  in  der  Form 

^1^1  +  ^2?/2  +  •  •  •  +  c,^y,^ 
darstellbar;  soll  also  die  Differentialgleichung  (A)  durch  ein  Integral 
von  (B)  befriedigt  werden,  so  müssen  sich  die  Constanten  r^,  Cg . . .  c^ 
so  bestimmen  lassen,  dass 

(18)    Pic^y^  + . . .  +  c„_y,^)  =  c,P(yJ  +  cP(y,)  +  -  +  c„  P(y,_)  =  0, 


d.  h.  die  n^^  Functionen 


P(yJ  (^  =  1,2-    -ni) 

dürfen  nicht  linear  unabhängig  sein  und  dafür  ist  nach  dem  Theorem 
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der  Nr.  14  (vergl.  auch  S.  31)  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die 
Determinante  dieses  Functionssystems  identisch  verschwindet,  also 

(19)  I  P^^-'Ky^)  i  =  0        (x;2=i.2. ..«,), 

wo 

gesetzt  wurde. 

Diese  Determinante  ist  aber  offenbar  eine  invariante  Function  des 
Fundamentalsystems  y^,  •  y  ,  sie  lässt  sich  also  auf  Gnmd  des  Appell- 
schen  Satzes,  als  rationaler  Ausdruck  der  Coefficienten  der  Differential- 
gleichung (B)  und  ihrer  Ableitungen,  multiplicirt  mit  einer  Potenz  von 

ß      J     PlO 

darstellen.  Da  dieser  letztere  Ausdruck  nicht  identisch  gleich  Null 
sein  kann,  werden  wir  also  die  noth wendige  und  hinreichende  Be- 
dingung dafür,  dass  die  Differentialgleichungen  (A)  und  (B)  gemein- 
same Losungen  haben,  in  der  Form  erhalten,  dass  eine  ganze  rationale 
Function  der  Coefficienten  der  beiden  Differentialgleichungen  und  ihrer 
Ableitungen  identisch  verschwindet.  Diese  Form  lässt  sich  nun  leicht 
herstellen,  wenn  man  bedenkt,  dass,  unter  y  eine  Lösung  der  Differen- 
tialgleichung (B)  verstanden, 

(20)        iX'Ky)  =  B,oy  +  -Bxiy'+  •  •  •  +  ^x,  ,.-,y<"'-" 

gesetzt  werden  kann,  wo  die  B^.  sich  aus  den  Coefficienten  der  Glei- 
chungen (A),  (B)  und  deren  Ableitungen  rational  zusammensetzen. 
Also  folgt  aus  dem  Multiplicationssatze  der  Determinanten 

und  da 

I  t//-^>   I  (/,^  =  l,2,-.»,) 

als  Determinante  eines  Fundamentalsystems  sicher  von  Null  ver- 
schieden ist,  ergiebt  sich  die  gesuchte  nothwendige  und  hinreichende 
Bedingung  in  der  Form 

I   B^.   I  =0  (x,i  =  0,l,-    -nx-l). 

Es  lasst  sich  jedoch  auf  die  Differentialgleichungen  (A)  und  (B) 
auch  ein  Verfahren  anwenden,  welches  dem  von  Euclid  zur  Auf- 
suchung des  grossten  gemeinsamen  Theilers  zweier  ganzen  rationalen 
Functionen  angegebenen  analog  ist.     Offenbar  kann  in  dem  Ausdrucke 

(21)  P(lf)-ixo~iPM 
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durch  geeignete  Wahl  von  q^Q  der  Coefficient  der  n**^  Ableitung  von  y 
zum  Verschwinden  gebracht  werden,  so  dass  also  (21)  einen  DiflFerential- 
ausdruck  der  (ji  —  1)**^**  Ordnung  darstellt;  ebenso  kann  man  femer  jj^ 
so  bestimmen,  dass 

P(y)  -  2,0^1"%)  -  «u  Pl""-''(y) 

nur  von  der  (ii  —  2)**^  Ordnung  ist;  fahrt  man  so  fort,  so  ist  also  bei 
geeigneter  Wahl  der  q^^,  q^^,  ' ' '  9i  m  ^^®  linke  Seite  der  Differential- 
gleichung (A)  in  der  Form 

(22)  P{y)  =  g,„Pr''(y)  +  «„PI""-"«  +  •  •  •  +  !?.,„, Pi(y)  +  P,(y) 

darstellbar,  wo  Pj(y)  einen  linearen  Differentialausdruck  von  höchstens 
(w^  —  1)^'  Ordnimg  bedeutet,  dessen  Coefficienten  sich  ebenso  wie  die 
Grössen  q^^,  •  •  •  ^^  „^  aiis  tlen  Coefficienten  der  Differentialgleichungen 
(A),  (B)  imd  deren  Ableitungen  rational  srasammensetzen.  Führen  wir 
die  Bezeichnung 

ein,  so  lässt  sich,  wenn  wir  Q^  als  Operationssymbol  benutzen,  die 
Gleichung  (22)  kurz  in  der  Form  schreiben: 

(23)  P=>Q,{P,)  +  P„ 

WO  wir  die  abhängige  Variable  y,  auf  die  sich  die  Differentiationsprocesse 
beziehen,  unterdrückt  haben.  Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  etwa 
vorhandene  gemeinsame  Lösimgen  der  beiden  Diö'erentialgleichungen 
(A)  und  (B)  auch  der  Gleichung 


genügen  müssen. 
(24) 

Bil 

* 

P,-0 
den  wir  nun  analog 

P.      -Q,{P,)+P„ 
P,     =  Q,iP,)  +  P„ 

und  bedeutet  n    die  Ordnungszahl  des  Differentialausdnickes  P  ,  so  ist 

n  ^  Mj  >  Wg  >  ^3  >  •  •  •, 

es  muss  folglich  n    spätestens  für  x  =  n^  -\-  \  verschwinden.    Wenn 

n    ,  -  =0,    M    4=  0, 

so  ist  P„  ,  1  entweder  von  der  Form  qy,  wo  q  nur  von  den  Coeffi- 
cienten der  beiden  Differentialgleichungen  abhängt,  oder  P„ ,  ^  ist 
identisch  gleich  Null.  Im  ersteren  Falle  haben  dieDifferential- 
gleichungen  (A)  und  (B)  nur  die  triviale  Lösung  y  =  0  gemein,  wir 
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sagen    dann,    sie    hätten    keine    gemeinschaftliche    Lösung;  im 

letzteren  Falle  werden  die  gemeinschaftlichen  Lösungen  der 

beiden  Differentialgleichungen  durch  die  Integrale  der 
Gleichung 

(25)  P„  =  0 

gegeben.  Die  Coefficienten  dieser  Gleichung  lassen  sich,  wie  aus  dem 
Bildungsgesetze  des  Algorithmus  (24)  hervorgeht,  durch  Differentiationen 
und  rationale  Operationen  aus  den  Coefficienten  von  (A)  und  (B)  her- 
stellen; wenn  also  diese  letzteren  als  innerhalb  eines  Bereiches^? 
eindeutige  Functionen  vona;  vorausgesetzt  werden,  so  gilt  das 
Gleiche  von  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (25). 

17.    Zusammensetzung  von  Differentialatisdrücken. 

Als  besonderer  Fall  wäre  derjenige  hervorzuheben,  wo  alle  Inte- 
grale der  Gleichung  (B)  auch  der  Gleichung  (A)  genügen;  dann  müsste 
zufolge  von  (23)  die  Differentialgleichung 

durch  alle  Integrale  von  (B)  befriedigt  werden,  d.  h.  diese  Differential- 
gleichung, deren  Ordnung  höchstens  gleich  w^  —  1  sein  kann,  die  also 
die  Form 

haben  muss,  würde  durch  die  Elemente  t/^,  •  •  •  y„  eines  Fundamental- 
systems von  (B)  erfüllt..    Da  aber 

I  yi'~^^  1 4=^       a,  1=1, 2,  •■«.), 

folgt  aus  den  Gleichungen 

dass  alle  Coefficienten  von  P^  identisch  verschwinden  müssen  (vergl. 
den  Satz  S.  30),  es  ist  also  in  diesem  Falle 

oder  kürzer 

(26)  P=Q,P,- 

Wir  sagen,  der  Differentialausdruck  P(y)  sei  aus  den  Differentialaus- 
drücken Pj  und  Q^  (in  dieser  Reihenfolge)  zusammengesetzt,  d.  h. 
also  er  geht  aus  Q^{ti)  hervor,  indem  man  u  durch  den  Differential- 
ausdruck Pi(y)  ersetzt,  oder  indem  man  auf  F^iy)  den  durch  das 
Symbol  Q^  dargestellten  Differentiationsprocess  ausübt.  Die  linke  Seite 
einer  Differentialgleichung  (A),  die  durch  alle  Integrale  einer 
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Differentialgleichung  niedrigerer*  Ordnung  (B)  befriedigt 
wirdy  lässt  sich  also  aus  der  linken  Seite  von  (B)  und  aus 
einem  Differentialausdrucke  Q^y  dessen  Ordnungszahl  gleich 
der  Differenz  der  Ordnungszahlen  von  (A)  und  (B)  ist,  zu- 
sammensetzen; wenn  die  Coefficienten  von  (A)  und  (B)  inner- 
halb eines  Bereiches  E  eindeutige  Functionen  von  x  sind,  so 
gilt  das  Gleiche  von  den  Coefficienten  von  Q^. 

Wenn  umgekehrt  ein  Difierentialausdruck  P  aus  den  beiden  Diffe- 
rentialausdrücken Pj  und  Qj^  zusammengesetzt  ist,  also  die  Gleichung  (26) 
besteht,  so  ist  die  Ordnungszahl  von  P  gleich  der  Summe  der  Ord- 
nungszahlen von  Pj  und  Q^^  und  die  Differentialgleichung  P  =  0  wird 
durch  alle  Lösungen  von  P^  =  0  befriedigt;  überdies  ist  offenbar 
der  Coefficient  der  höchsten  Ableitung  des  zusammenge- 
setzten Differentialausdruckes  gleich  dem  Producte  aus  den 
Coefficienten  der  höchsten  Ableitungen  seiner  Theile. 

Dieser  letztere  Satz  bleibt  auch  bestehen,  wenn  man  mehrfach 
zusammengesetzte  Differentialausdrücke  betrachtet,  also  in 
leicht  verständlicher  Schreibweise,  wenn  man  hat 

P=QRST  '". 

Wir   sagen   von  einem  Differentialausdrucke  er  sei   identisch   Null, 

wenn  jeder  seiner  Coefficienten  verschwindet.     Da  der  Coefficient  der 

höchsten  Ableitung  des  zusammengesetzten  Differentialausdruckes  gleich 

dem  Producte  aus  den  Coefficienten  der  höchsten  Ableitungen  seiner 

Theile   ist,   folgt,   dass   man   durch  Zusammensetzung  mehrerer  nicht 

identisch    verschwindender    Differentialausdrücke    wieder    einen    nicht 

identisch  verschwindenden  Differentialausdruck  erhält.    Wenn  also  ein 

zusammengesetzter  Differentialausdruck  identisch  Null    ist, 

so    muss    mindestens    einer    seiner   Theile   gleich   Null   sein. 

Wenn  z.  B. 

P=QRS 

verschwindet,  und  es  sind  Q  und  S  nicht  gleich  Null,  so  muss  R  =  0 

sein.     Aus 

QR  =  SRy 
und  ebenso  aus 

RQ  =  HS, 

folgt,  wenn  R  =f=  (),  notli wendig 

Q=S. 


Zweites  Kapitel. . 

18.    Bednotion  einer  Differentialgleiohung  bei  Kenntniss  einiger 

partioiilärer  Integrale. 

Wenn  man  von  einer  Differentialgleichung  w*®'  Ordnung 
(A)  P{y)  ==  y(»)  +  i^^yC-i)  +  •  •  •  +  l\y  =  0, 

wo  jetzt   der  Coefficient   der  höchsten  Ableitung  wieder  gleich  Eins 
genommen  wurde,  x  linear  unabhängige  Integrale 

Vv  Vv  '"  y>cy         ^  <  ^h 

kennt,   so   genügen    diese,   wie    wir   in  Nr.  14   gesehen  haben,    einer 
homogenen  linearen  Differentialgleichung 

^\JJ       \        )     2>(yp  yj,  •••  y^)  ' 

die  also  alle  ihre  Integrale  mit  (A)  gemein  hat.    Es  lässt  sich  folglich 
die  linke  Seite  von  (A)  in  die  Form 


X        X 


setzen,  wo  ü^  einen  Differentialausdruck  (n  —  %)^^  Ordnung  bedeutet. 
Wir  wollen  untersuchen,  wie  man  diese  Zerlegung  von  P  wirklich  aus- 
fahren und  die  Kenntniss  einiger  particulärer  Integrale  für  die  Inte- 
gration der  Differentialgleichung  (A)  verwerthen  kann. 

Sei  v^   ein   willkürliches   (nicht  identisch  verschwindendes)  parti- 
culares  Integral  der  Differentialgleichung  (A)  und  setzen  wir 

(1)  y  =  vAz 

in  (A)  ein,  so  genügt  z  einer  linearen  Differentialgleichung  (w  —  1)**' 
Ordnung 

(2)  %_M  =  .-(-«)  +  g^4r(-*)  +  •  • .  +  (i^_,z  =  0, 

WO 


zdx 


4"^  n.  Fonnal^  Theorli^rn.     Kapital  2. 

1  l  d  loz  Tj 

\'ii  =  r. ' J'.'-.  ^  ««•,'  =  i>,  -r  «  -rf^. 

i3  q.  =   *   Im  «V  —   «—  1'     ,i>,«"/~*  -^ 

-!-  in  —  Äv.    .  f>  r.*~*  -!-•■•  -^  l>-r,  | 

i  =  i-i.       •  —  I 

Beoeutet  nan  r^  ein  bt-lirbige?    nicht  identisch  ven*4^h windendes  i  paiii- 
0'.:lSre5  Integrd  von  <  2  .  «<•  ist 

eil:  zweites  particul^rvs  Integral  ron  -A  .  and  wenn  wir 

iü    dir    r'iäervnti&Urfeichnnff   -2     einsetzen,    enriebt    sieh    für   m    eine 
K5rrtr:tiÄlÄleiefciLmr    w  —  2  •*'  t»ninung 
4  6         M   =  w*--  —  r,w*-* r     **i  =0. 

Sri  r,   ein  f^nienlires  Integral  dittser  DiffrrentuJgleichiing.  so  ist 

» 

eine  TvK'^y  g  Ton  ■  2  •  und 


fl-r 


elr.r  «•Jcir  T^:.E    A  :  füri  m&n  «:»  forL  >o  cel&ngt  niAn  schliesslich  zo 

eiser  I^fr^-Ltiilrieieiiimir  er?t<-r  i^rdn^mir 

^kuc    wriir    r     ein    ■  nicht   identia»ci    Trrac hwinürndes  ■•   Inteenl   dieser 
I»:5rrex;Tiiug!riotiLmr-  alsk»  einen  Werth  VL*n 

m 

f 

ähnüßtil'L  so  liefert  der  A-asdmck 


--ir  »f^  iiiirric-v-ilre>  Int-ecral  von  lA..     Diesi   fi  Irieirrale 


riic-L     llt:     r>     F::T.dfiini  r*t&l<T>i?  tu     ctr     Difft  rrntiÄlglei- 
ciLLC    A ..     Ih-zji  [»estLnor  eini   Relativer. 


''* 


«s 
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mit  Constanten  Coefficienten  c^,  c^,  •  •  •  e^,  so  folgte  nach  Division 
dnrch  y^ 

und  wenn  wir  diese  Gleichung  differentiiren, 

oder  nach  Division  durch  v^  und  abermalige  Differentiation 

^3  + f"  ^„^3  I v^dx  - '  •  j  v^dx  =  0] 

fahrt  man  so  fort,  so  erMlt  man  endlich 

c  V  =0, 

also,  da  t;  4=  0, 

c   =0; 

es  ergiebt  sich  folglich  aus  der  vorhergehenden  Gleichung 

c     .  4-  c    I  V  dx  =  0, 
dass  auch 

und  ebenso  weiter 

sein  müsste.  —  Ebenso  bilden  die  w  —  x  Ausdrücke 

ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (n  —  x)**^"^  Ordnung 
(6)  Q.-.  =  0, 

welcher  v^  ,  ^  genügt,  und  es  ist  auch  umgekehrt  leicht  einzusehen, 
dass  sich  jedes  Fundamentalsystem  dieser  Differentialgleichung  in  der 
Form  (5)  darstellen  lässt,  wenn  man  für  v^.^  ein  Element  desselben, 
für  v^,^  ein  geeignet  gewähltes  Integral  der  Gleichung 

Qn^,^X^l  =  0  (2  =  2,3,... n-x) 

nimmt  imd  die  bei  den  successive  auszuführenden  Quadraturen  ein- 
tretenden Integrationsconstanten  passend  bestimmt.     Wir  können  also 

Vif  y%j  ' ' '  tfn  *^^^  ^^  ®^^  willkürliches  Fundamentalsystem  der  Diffe- 
rentialgleichung (A)  ansehen. 

Zwischen  den  Determinanten  der  Fundamentalsysteme  der  so  er- 
haltenen successiven  Differentialgleichungen  besteht  eine  bemerkens- 
werkhe  Beziehung.    Bezeichnen  wir  die  Determinante  des  Fundamental- 

Schlesinger,  Differontialgleichungon  I.  4 


dx 
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Systems  (5)  der  Difterentialgleichimg  (0)  durch  5D^  und  bedeute  femer 
p^  den  Coefficienten  der  (i^  —  x  —  1)**"  Ableitung  in  dieser  Dift'erential- 
gleichung  (wenn  wir  uns  den  Coefficienten  der  höchsten,  (w  —  x)*®" 
Ableitung  gleich  Eins  gemacht  denken),  so  ist  bekanntlich 


2)   =  C  c-J*'x''- 


(x=0,l,        n-l), 


C^  eine  Constante,  und  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  p^,  Px4-i 
besteht  die  der  ersten  der  Gleichungen  (3)  analoge  Beziehung 

dlogt?   I, 
(')  P,+i  =  Px  +  («  — '')--— da,--  («=o,i...  .«-D, 

Also  erhalten  wir 
oder 

Bilden   wir   das   Product    dieser   Gleichungen   für   die   Werthe  x  =  A, 
A  +  1,  •  •  •  w  —  1,  und  beachten,  dass  (vergl.  S.  4S) 

ist,  so  ergiebt  sich 

(8)  3),  =  C\  .  fJ-J  rj-j-'  . . .  «^         {a=o.i,..  ,-i). 

also  insbesondere 

(9)  S!«  =  2)(y„  y,,  •  •  •  yj  =  Ct-Jr;-»  •  •  •  r*_, r„, 

Öj,  C  Constanten.     Genau  ebenso  findet  man  allgemeiner 

(10)  2)(y^,  y^...tj^)=^  y<;-')  ,  =  6"ff  i'^ '  •  •  •  »^ 

(i,x  =  l,2,-../i), 

WO  auch  C  eine  Constante  bedeutet. 

19.    ZusammensetsxLng  eines  Differentialausdmokes  aus 
Differentialaiisdrüoken  erster  Ordnung. 

Setzen  wir 
so  ist  also 

femer  hat  man: 
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(11)  -DCy,,  Vi  ■••  y.)  =  (^%  %  •■•  v^, 

(12)  D(Vi  '■■  y^)  =  C'i?,i?,  •  •  •  V,,, 

also  bei  geeigneter  Wahl  der  Constnuten: 

Jedes    solche    iy^   genügt   einer   homogenen   linearen   Differential- 
gleichung erster  Ordnung 

Aiw/         '/*  dx  ri  ^  t\     ^ 

Die  Differentialgleichung  (A)  wird  durch  das  einzige  Integral  y  =  rj^ 
der  Differentialgleichung 

A(y)  =  y'—l'  y  =  o 

befriedigt,  folglich  ist  die  linke  Seite  von  (A)  in  der  Form 

darstellbar  (vergl.  Nr.  17),  wo  B^  einen  Differentialausdruck  (n  —  1)**' 
Ordnung  bedeutet.  Da  der  Differentialausdruck  Ä^(y)  nur  für  y  =  y^ 
verschwinden  kann,  ist 

^lOO  4=  0      (x=ä,3,    «), 

folglich  muss  (vergl.  'ebenda) 

BMM)  =  0 
sein,  d.  h.  die  Differentialgleichung 

Ji,{u)  =  0 

besitzt  die  (n  —  1)  Lösungen: 

d    y^  d^Vn 

^1  dx  ij'i'  *  *  *'  '^^dx  7;/ 

oder 

1?,,  %ßl  äx, . . .,  n,j\  dxj. .  .J^j_^  ax. 

Folglich  ist  « 

ß^  ein  Differentialausdruck  der  Ordnung  (n  —  2),  und  die  Gleichung 

JB,(«)  =  0 
wird  durch  die  (n  —  2)  Ausdrücke: 

V^j    Vi  I     *  ^^^>  •  '  j  V^  I    ^  ^'•^'  I  '  '    I       "    ^^'^ 

4* 


Tinö  ir.«iriii  siin  ?•:»  f-i-rtfarrt  »rnntbi  sich  Ar  lür  link?  S-ritir  »fcr  Diffe 
Mrr  *:isfäiHichr-r  gv^ciiritbe:: 


l*    ^    =  r     -. .-  ,      -  =  M 

t-e^itz:  dir  L'T«5':r.grr.  tr. .  v, ,         ¥  •  die  Dis-enrntijJrfriciiTiiiir    h  —  jr  > 


••  J:r      r_      ör  «:,_.    tsr  t^_. 


•1 


dir   Tv'«^^'"ir^^ 


P     ¥       .    .   P     V       :\  P     ¥ 


^i.'t-   wir  ils-j  *..*..  ¥    fiJ>  dir    S.  17    ire^rebrr.ri:  x  iinrAT  onab- 

'-^-fcr^-   PiTtic-^jÄriösrinire::  drr  lötrvztiikrlrioriinsr    A    ar,  »o  si«-ilt 
::zL5  dir  liU-Vf-rg    14    5:-drr 


P=iJP 

dir  di?rlb>I  il*  Elöirliv'h  rrkimtr  ZerlrguTiir  Ton  P  in  rxpli* 
^iier  Fr-rm  dir.  -i.d  wir  rrkrriier.  lUirKiot,  d*><,  wt-m  nebst 
drr:  X  Inir^r&lrTi  ¥..  ■       *    TC'Z    A  •  auch  noch  dir  s&  mint  liehe  n 

Lvr-Z^Trl:    drr   Diffrrrüliilirlrich --tf 

•1  L  il*:'  eil.  F-i:dsT::erifil?T5triri  diestr  Differrntislglrichung 
ilj  t-riinr:!  Tvra-5i:r<etii  wird,  noch  ^  —  x  Iniecrale 
Tv  n     A  .  die  mit  r.  v    r-iiSÄinnirL  eir.  Fr.r.di2i:rrifil$vstem 

^ :  r-siii-iren.    durc-h    Mo>$r    A-sül^unir   Tv"*r.   VJusdrsicren    ge- 

f-nde-  werde::  kvmei:.  IVr  rxi-liciie  Av.>Ir;:ck  def  allireineinen 
Iiiir-^rrsLl-  t;.-  A  d::rr-*:  üx-  Int-earr&lt  Vv-r.  P^  vaid  K^  wiri  &n  >|aterer 
Mrllr    Xr.  iy*    ire5ret»ei:  wercrn. 
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20.    Multiplioatoren.     Adjtmgirte  Differentialgleiohiing. 

Beuehnng  von  Lagrange. 

Die  Form  (14)  (Nr.  19,  S.  52),  auf  welche  die  linke  Seite  der 
Differentialgleichung  (A)  gebracht  werden  kann,  ist  darum  von  be- 
sonderer Wichtigkeit,  weil  sie  unmittelbar  die  Multiplicatoren  dieser 
Differentialgleichung  hervortreten  lässt. 

Wir  definiren  einen  Multiplicator  der  Differentialgleichimg  (A) 
allgemein  in  folgender  Weise. 

Wenn  Z{x)  in  Bezug  auf  die  linke  Seite  P(y)  von  (A)  die 
Eigenschaft  hat,  dass 

WO  P(y,  Z(x))  einen  linearen  Differentialausdruck  (ji  —  l)**"^ 
Ordnung  von  y  bedeutet,  so  ist  Z(x)  ein  Multiplicator  von  (A). 
—  Für  einen  solchen  besteht  ein  wichtiger  von  Lagrange  entdeckter 
Satz,  den  wir  jetzt  ableiten  wollen. 

Wir  schicken  eine  bekannte  Formel  der  Integralrechnung  voraus. 
Es  seien  y  und  z  Functionen  von  ir,  deren  Ableitungen  wir  durch  obere 
Accente  bezeichnen,  dann  ist 

(A  =  0,l,-.x-l). 

Multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  ( —  Vf  und  sunmiiren  in  Bezug 
auf  h  von  0  bis  (x  —  1),  so  kommt: 

X— 1  X— 1 

(x-A~l) 


2(—  ly  /'^*y~*>rfx=2^(—  lys^'hf^ 

A=0  *J  A=0 


X— 1 


A=0  «/ 

oder  nach  gehöriger  Beduction: 
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«—1 


Bildeu  wir  nun 


WO  ;>^  =  1  zu  nehmen  ist,  so  ergiebt  sich  die  Identität 


WO 


(2)  P'u^=2'(-l>'i>-'^'.-.--> 

gesetzt  wurde.  —  Setzen  wir  für  z  einen  Multiplieator  Z\x)  von  (Ä\ 
SO  muss 


/  F{if\  Z\jc\  dx 


gleich  einem  linearen  Differentialausdrucke  («  —  1'»**^'  Ordnung  in  1/ 
werden.  Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  ( 1 )  ist 
ein  Ausdruck  von  der  gewünschten  Beschaffenheit.  Sollte  sich  auch  das 
zweite  Glied 

j\lF\ZKJ^^dx 

auf  einen  solchen  reduciren,  so  musste  vP'(Zij-»)  die  Ableitung  eines 
linearen  Differentialausdnickes  in  1/  sein,  dies  ist  aWr  offenbar  unmöglich, 
folglich  muss  für  einen  Midtiplicator  Z\x\  dieses  zweite  Glied  weg- 
fallen, d.  h.  es  ist: 

p'(iru,)  =  o, 

oder  mit  anderen  Worten,  der  Multiplieator  Z\.A  der  Diffe- 
rentialgleichung tA'i  genügt  der  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichung w'"  Ordnung 

die  wir,  mit  Herrn  Fuchs,  die  adjungirte  Differentialgleichung 
von  iA»,  ihre  Unke  Seite  P'C'  den  adjungirten  Differentialaus- 
druck von  Pi'/>  nennen  wollen. 

Die  Differentiation  der  Identität  t  T»  ergiebt  die  Gleichung 

«IX 

wo 
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n      n —  1 

(B)  P(y,  z)  =22{-  !)»»<«-*-»)  -j^  ip„_j) 

gesetzt    wurde;   es  ist  die  Lagrange'sche  Beziehung  zwischen  einem 
DifFerentialausdrucke  P{y)  und  seinem  adjungii*ten  i^'(^)- 

Der  Ausdruck  P(y,  ^)  ist  ein  linearer  Differentialausdruck  in  y, 
dessen  Coefficienten  lineare  Differentialausdrücke  von  s  sind.  Man 
nennt  allgemein  einen  linearen  Differentialausdruck  einer  imbestimmten 
Function  u  von  x^  dessen  Coefficienten  lineare  Differentialausdrücke 
einer  anderen  Function  v  von  x  sind,  einen  in  u  und  ^^  bilinearen 
Differentialausdruck,  ein  solcher  ist  also  von  der  Form 


n         in 


-4(»,  t')=^^«,xl-"''«""; 


imd  man  sagt,  er  sei  in  u  von  der  w*®",  in  v  von  der  w/^"  Ordnung.  Die 
Gleichung  (3)  besagt  also:  wenn  P'(z)  der  adjungirte  Diffe- 
rentialausdruck von  P(y)  ist,  so  ist  für  die  beliebigen  Func- 
tionen y  und  z  von  x 

zFdi)  -  yP'iz) 

die  Ableitung  eines  in  y  und  3  bilinearen  Differentialaus- 
druckes P(y,  z),  der  in  beiden  Functionen  von  der  (w  —  Vf^ 
Ordnung  ist.  Setzt  man  insbesondere  für  z  einen  Multiplicator  Z(x) 
der  Differentialgleichung  (A),  so  wird 

(4)  Z{x)  ■  P(y)  =  /-  P(y,  Zix)), 

d.  h.  dieses  Product  ist  nicht  nur  die  Ableitung  eines  in  y  linearen, 
sondern  die  eines  in  y  und  dem  Multiplicator  selbst  bilinearen  DifiV 
rentialausdruckes  (n  —  1)**^'  Ordnung. 

21.    Der  einem  Eusammengesetzten  Differentialansdracke  adjungirte. 

Beeiprocitätasatz. 

Die  durch  die  Gleichung  (3)  ausgedrückte  Eigenschaft  des  zu  P(y) 
adjungirten  Differentialaiisdnickes  ist  für  diesen  zugleich  charakteristisch. 
Man  kann  in  der  That,  nach  Herrn  Frobenius,  den  zu  P(//)  ad- 
jungirten   Differentialausdruck    l^'iz)    geradezu    durch    die    Forderung 

definiren,  dass 

zP(i,)  -  yP\z) 

die  Ableitung  eines  in  y  imd  z  bilinearen  Differentialausdnickes  {n  —  1)**"' 
Ordnung  sein  soll;  wir  werden  den  Nachweis  hierfür  an  späterer  Stelle 


M 
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erbringt'!!  und  an  der  Hand  desselben  den  Zusammenhang  der  eben 
erörterten  Begriffe  mit  den  im  vorhergehenden  Kapitel  (Nr.  19) 
angestellten  Untersuchungen  darlegen.  Wir  nehmen  jetzt  diese  Unter- 
suchungen witnler  auf  und  setzen  imter  Beibehaltung  der  oben  einge- 
ttlhrteu  Bezeichnungen 

j/  =  \ 

■  ■  •  « 

*        1,   /   •!,_,         /  »ii  +  i         /       n^ 


«.  t  t 

L\iun  ist  nach  Gleichung  {^lA)  {S.  52) 


vö> 


=  A^^^A^-'^u^r 


WO 


i  «Jl-i   'f 


"Sl    ^i     '/ 


«  -  •         ''-1  Jx  ij,_j   rfx  i:j  .ir  r^ 


»:vs«?C£t  wurde.     S»fi  alleemein: 


-V     =     *      /  *  '-'-  dr  II  '—1  .ir 


r.  = 


=  V 


»1  —  4 


%   '*r    rj. 


T       •* 


•  —  I  — I 


>*.>  Sr-steMEi 


rr  Gleiohiir:^:    ö    Ar.i!.^vyrY  Gkiohvji^j*:!!: 


-'A:^-  =  A-Vu^\-^».A- 


I « 


i-v        r      .= ;  -V        . p     —.V      p     . 


\         f.  I  —  •         1—1  j|^  f.  •  —  1        I  —  I  —  • 
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und  durch  Addition  dieser  Gleichung  zur  Gleichung  (5)  folgt 

n  —  h 
(7)  J^*J'(y)=ä^2'^U-P.  +  l  (*  =  '.V      n). 

Die  rechte  Seite  dieser  .Gleichung  ist  die  Ableitung  eines  in  ?/  linearen 
DifFerentialausdruckes  (m  —  1)^'  Ordnung,  die  -Sf^,  M^^  •  •  •  3f^  sind 
also  im  Sinne  der  Definition  (S.  53)  Multiplicatoren  von  (A);  be- 
achtet man^  dass 

SO  erscheinen  die  Coefficienten  dieses  Differentialausdruckes  auch  in 
ihrem  Charakter  als  lineare  Differentialausdrücke  des  Multiplicators 
(vergl.  den  Schluss  der  Nr.  20). 

Die  Vergleichung  der  Ausdrücke  dieser  Multiplicatoren 

mit  den  Ausdrücken  (Nr.  10) 

lässt  unmittelbar  erkennen,  dass  die  Jf„  Jlf„  •  •  •  M^  ans  den 
y.,  y,_i,  •••  ^1  hervorgehen,  indem  man  die 

nv  %>  ■■■  Vn 

der  Reihe  nach  durch 

1,1  ,1 

ersetzt.  Ebenso  wie  y^,  y^,  •  •  •  y^  ein  Fundamentalsystem  der  Diffe- 
rentialgleichung (A)  d.  h.  (S.  52,  Gl.  14)  der  Differentialgleichung 

büden,  constituiren  folglich  die  Multiplicatoren  M^,  M^y  •  •  •  M^  ein 
Fundamentalsystem  der  homogenen  linearen  Differentialgleichung  w**" 
Ordnung 

/ ^N,      /    d^  ^»tL  _^  ^  JL  _?_ O 

^       ^^^   ^«  da?     ri~;     dx'"  rii   dx  ^  ~  ^' 

Die  Differentialgleichung  (A')  (S.  54),  die  wir  als  die  zu  (A)  adjungirte 
Differentialgleichung  bezeichnet  haben,  wird  durch  jeden  Multiplicator 
Ton  (A),   also   auch  durch  die  M^j  M^,  •  •  •  M^  befriedigt,   sie  muss 
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fi>Udieb    <Tt-nE!L  S.  3'.';   mit   der  «rben  eiiialt^rnen  Differentialgleichimg 
i«ienrl*oh  s«eiiL  und  da  in  beiden  der  CoeflScient  der  höchsten  Ableitung 
deich   • —  1  *  ist.  müssen  auch  die  linken  Seiten  dieser  beiden  Diffe- 
renlialrfeichungen  übereinstimmen:  es  ist  also,  wenn  wir  für  die  ijj.  •  -  •  if 
ihr*  Werthe  setzen: 

1  -• »  i^  I  J  ;  =  i  —  i  *     .  ...  r  I  =  n 

•üe  rj  A '  adjiincirte  Differentialgltrichnng,  ihre  linke  Seite,  der  ru 
P  w  adjungiite  Differentialausdruck.  Wir  werden  die  Identität  der 
Gleichung  <9'  mit  der  Gleichung  -A'»  im  Folgenden  auch  noch  direct 
nachweisen,  und  machen  darum  vorlänfig  Ton  derselben  keinen  Gebrauch. 
Wir  definiren  5<:»gar  geradezu  durch  die  Gleichung  <9i  den  zu  P(y) 
sidjnn^iten  Differentialausdruck,  und  sagen  also: 

Der    zu    P^y-    adjungirte    Differentialausdruck    wird    er- 

hälteij.    indem  wir  die  zur  Zusammensetzung  Ton  Piy\  nach 

I-  »  ■ 

Glfichune  <>•  erforderlichen  i;^.  i;*    ■  -  i;^  durch  ihre  in  umge- 
kehrter Keihenfolge  genommenen  reciproken  Werthe  ersetzen 
und  das  tranze  Resultat  mit  i —  1 1'  multipliciren. 
Der  dejn  Differentialausdruck  erster  Oidnimir  «S.  51) 

adjungirte  Differentialausdruck  wird  also  entstehen,  indem  man  das 
finzige  hifr  auftretende  i;^  durch  seinen  reciproken  Werth  ersetzt  und 

mit  i  —  1  1  multiplicirt.  d.  L 

..  1  J  V 

A   i^>  =  —         ,     «r  £> 
ü  .  r     ax     ''^ 

i>i  der  zn  A^  adjungirte  Differentialausdnict 

Mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke  lasst  sich  nun  P'iz)  in  die  Form  setzen 

<10i  P   z)  =  A,A.        A       A  , 

div  der  Form 
11 1  Piy)  =  A  A     ,        A,A, 

h       *.  —  1  s      1 

kiialdfr  i>L  Hit-raus  t-rhellt  die  Reciprocitat  der  Beziehung 
•  iües-  Differt-ntialaiisdruckes  zu  seinem  adjungirten.  Denn  da 
A  üTib  A  thin>o  hervorceht  wie  dieser  A"i? druck  aus  jenem, 
ist  auch  A  der  adiunirirte  Differontialausdruck  von  -4'  und 
♦ihenso  Pwi  der  adjungirte  Differontialausdruck  von  P'i/)- 

Ferner  enriel»t  sich  sofort  der  s<>genannte  Reciprocitätssatz  der 
Hr-rren  Thome  und  Frobenius  als  Voralliri-meinrninir  der  durch  die 
Gleichungen  i^lOu  ill  ■  dänre^tfUten  Beziehung. 


21.  Der  Reciprocität«8iitz.  f)9 

Ist  ein  Differentialausdruck  aus  mehreren  zusammen- 
gesetzt, so  ist  der  adjungirte  aus  den  adjungirten  in  umge- 
kehrter Reihenfolge  zusammengesetzt. 

Sei  nämlich 

und 


dann  sind  die  adjimgirten  dieser  Differentialausdrücke: 

^  f  +  1  « —  In' 


-R'=  Ä'..  ' ' '  Ä'     ,A' , 


s'  =  ä:     "-a   ,ä 
1  fi~i  ft 


«nd   der  adjungirte  Differentialausdruck  von  P  ist: 

P'=  Ä'A'  '"  A' 
also    folgt  in  der  That 

Da  Jfp  Jlfg  •  •  •  M^  ein  Fundamentalsystem  der  DiflFerentialgleichuug 
(^)  constituiren,  lässt  sich  jedes  Integral  dieser  DiflFerentialgleichung  in 
^^^    Korm  • 

darstellen,  wo  Cj,  c^  •    •  c^  Constanten  sind.     Es  ergiebt  sich  folglich 
aas  den  Gleichungen  (7)  und  aus  der  Definition  des  Multiplicators,  dass  jede 
l^^sxxiig  der  adjungirten  Differentialgleichung  einen  Multiplic^tor  der  ur- 
^P^^^nglichen  darstellt,  und  aus  der  Reciprocität  der  zwischen  adjungirten 
^^Äox-entialausdrücken  bestehenden  Beziehung  folgt,  dass  auch  umgekehrt 
jecle^s  Integral  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  ein  Multiplicator 
^^     udjungirten  ist.    Wenn  wir  von  der  Identität  der  beiden  durch  die 
"*^iohungen  (9)  und  (A')  gegebenen  Definitionen  des  adjungirten  Dif- 
^^^ritialausdruckes  Gebrauch  machen,  d.  h.  wenn  wir  als  bekannt  voraus- 
s^t.5soii^  dass  jeder  Multiplicator  einer  linearen  Differentialgleichung  der 
3^ ngirten  Differentialgleichung  genügen  muss,  so  können  wir  also  sagen: 
Die    sämmtlichen    Multiplicatoren    der    Differentialglei- 
chung (A)  werden  durch  die  Lösungen  der  adjungirten   Dif- 
^  ^^ntialgleichung  (A')  dargestellt,  und  diese  Beziehung  zwi- 
^^^en  den  beiden  Differentialgleichungen  ist  eine  gegenseitige. 
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22.   S&tee  über  die  Determinanten  eines  SystemB  Ton  Functionen« 

Kene  Form  der  Mnltiplicatoren. 

Um  nun  deD  dire-cU-n  Nachweis  für  die  Identität  der  Gleichungen 
<&»  und  f  A'i  zu  fuhren,  wollen  wir  die  Mnltiplicatoren  J/^,  •  ■  •  M^  auf 
eine  etwas  andere  Form  bringen,  und  schicken  zu  diesem  Ende  einige 
Hülfsl^etrachtungen  über  die  Determinante  eines  Systems  Ton  Func- 
tionen Toraus. 

Für  die  Determinante  des  FunctionssTstems  f/,,  v^  •  -  v  besteht 
offenbar  die  Gleichimg 

wenn  c  eine  von  x  unabhängige  Grosse  bedeutet:  dieselbe  Gleichung 
gilt  aber  auch  noch,  wenn  für  c  irgend  eine  Function  fix)  von  x  ge- 
nommen winL  In  der  That,  multipliciren  wir  Diß^^y^-  •  •  y J  mit  der 
Determinante 

f  0  0  0 

f  f  0  •  ■  .  0 

j=  fii)  2f  f     . . .  0  =  r 


(die  oberen  Accente  bezeichnen  wie  gewohnlich  Ableitungen  nach  x\ 
indem  wir  die  Zeilen  von  /)(»/j,  y*  •  *  •  y^  niit  den  Reihen  von  ^  zu- 
sammensetzen, so  gelangen  wir  zu  der  Gleichung 

( 12)  D  {fy„  fyj-  ■  ■  fy,)  =  /-'D  (;/„  y,  •  •  ■  y,). 

Für  f=        reducirt  sich  die  Determinante  auf  der  linken  Seite 
Vi 

dieser  Gleichung  auf  die  Determinante  der  {n  —  1)  Functionen 

dx  y^~         yj        '     '"'     dxy^—         j^        ' 
setzen  wir  also 


so  kommt 


Hieraus  folgt 


J^ivv  Vt  •  •  yJ  =  -»-3  ^C^2^  •  ■  •  *J- 

l>(vi,yi,yi)  =  l  i^ih,h), 

•'1 
-D  (y, .  Vi,  iO  =  y,  ^  <^-*s'  ."J ' 
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und  femer 

y% 

Durch  Combination  dieser  Formeln  erhalten  wir 

und  indem  wir  diese  Schlussweise  fortsetzen,  ergiebt  sich  der  Satz: 

Sind    u^y  •  •  •  w  ,   ^i;  •  •  •  ^„    f^  +  ^  Functionen    von   a:,   und 
setzt  man 

W.  =  2>(W,,  •  •  •  W„,  V,)  (2=J,2,.-i') 

SO  ist 

7)  («?i,  t(72,  . . .  w  ) 

(13)  -D(w,,  •  •  •  w  ,  V|,  •  •  •  O  = i  • 

Nehmen  wir  ^  =  A  —  1,  v  =  2,  femer  für  u^,  u^,  •  •  •  u^_^,  r^,  r^ 
der  Ileihe  nach  die  Functionen 

ViyV^'  •  '  y.-v  y.+iy  •  '    yxyy.yVx+iy 
so  ergiebt  sich  aus  (13)  die  Gleichung 

^(j/i;  •  •  •  »i+i)  ^(yv  •  •  •  y.-iy  y.+i  •  •  •  y^) 

=  D(i)(y„  •  •  •  y,),  D(y„  •  •  •  y,_,,  y,^,,  •  •  •  y,^,)), 
oder,  wie  wir  auch  schreiben  können: 

-^(yi  ■  •  •  ^x-i»  ^x+i  •  •  •  y^)  -2>(yi  •  •  y^+i) 


(14) 


da;  I>(^i-yx) 


Setzen  wir  in  den  Ausdruck  von  M^  (S.  56)  für  die  daselbst  auf- 
tretenden Grössen  rj  die  in  der  Nr.  19,  Gleichung  (13)  gefundenen 
Werthe 

ein,  so  erhalten  wir 

also  nach  Anwendung  der  Gleichung  (14) 

und  durch  Fortsetzung  dieser  Reduction  endlich 
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Jl      = =- 1^  =  1.2        ».. 

Es  ist  zweckmitssiger  im  Folgenden  an  Stelle  der  Moltiplicatoren 
J/j,  J/,  ■  •  -  J/^  die  nachstehenden  zn  benutzen: 

»lo)  r    =1— 1)         —      _      

Beachtet  man  dann,  da^ss  ivergl.  Xr.  14) 

-^  ,    />  V.  V,  •  •  •  V  '■ 

P, ,/)  =  ,_  1,'       •_•_!_  :.:^ 

ist,  so  folgt  ans  der  Gleichung  1 14 »,  wenn  man  daselbst  x  =  i^  i  =  ii, 
y._j=j/  setzt. 

WO 


i>    V,.  V*  -     •   ¥.■ 

EHe  Gleichung  (16»  ist  also  mit  der  Gleichung  (Ti  iS.  oTi  im 
Wesentlichen  identisch,  sie  ist  diejenige  Gleichung,  durch  welche  die 
Multiplicatoreigenschaft  von  z  ausgedrückt  wird.  Aus  den  durch  die 
Gleichungen  ilo»  gegebenen  Ausdrucken  der  Multiplicatoren  r^  folgen 
nun  zahlreiche  Beziehungen  zwischen  diesen  und  den  y^  ...  y^,  deren 
einiife  wir  hier  zu  entwickeln  haben. 


23.   Besiehimgen  xwiachen  adjangurten  Fnndajnentalaarsleiiien. 
Verhalten  bei  Umüiifen.    Beciproke  Sabstitationeii. 


Die  Determinante 

hat  den  Werth  Xull  für  c  <  w  —  1 ,  sie  ist  gleich 

Ziiy,.  y.        y,» 

tür   a  =  n  —  1.     Entwickeln    wir  U .    nach    den   Elementen  der  dem 
Werthe  x  =  c :  entsprechenden  Reihe,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen 


a:» 


«.»ier.  wenn 


If'  Z     =  U  «  =  ■).  l.       1  -  i  , 

j  =  l 

'v-i.-  =1. 

l  -=1 


23.  Adjunffirte  Fundamontiilflystcme.  OS 


h.  =  y.!^'^:' 


gesetzt  wird,  die  Gleichimgen: 


^00  =  ^10  =  •  =  ^.-  2,0  =  ^? 

Nun  ist  aber 

''   ^A  — 2,  0 


f/a;^ 


—  'ho  H"  2^i-i,  1  H"  •*^i-2,ä? 


Wenn  A  <  n  —  1,  so  folgt  hieraus 

s^^  =  0,    für    A  +  x<n— 1, 

dagegen  finden  wir  für  A  =  n  —  1,  da 

i-,t+^.-P3+-+(-ir  =  (i-ir=o, 

fÄr  5      ,n,  Ä      on^      «of--  abwechselnd  die  Werthe  +  1  oder  —  1; 

n — 1,0'      n  —  2,  l'«  —  3,2/  '  ' 

ebenso  ergiebt  sich  für  A  =  n 

5a=  S         ,    ,   =  S         oo  =   --  =  ( l)"''>n     , 

»0  n — 1,1  n  —  2,2  V  /On' 

es  ist  abo  allgemein 

(18)  pix  =  0,  für       A  +  x<n-l, 

[5,^  =  (_!)%       für       A  +  x  =  M-l. 

Vür  A  ==  0  geben  diese  Relationen  die  den  Gleichungen  (17)  ana- 
logen Oleichungen 


(19) 


^  g^^hj^  =  0  x  =  o,i,     (/i-i). 


2' <"-"y«  =  (-!)""'' 

a  =  l 

welche  die  vollständige  Reciprocität  zwischen  den  y^^  •  •  •  y^  und  den 
r, ,  •  •  ^^  hervortreten  lassen.  Auch  lehren  diese  Gleichungen,  dass  die 
Determinante 

von  Null  verschieden  sein  muss,  da  sich  sonst  s^^_j  =  0  ergäbe, 
während  s^  ^_^  =  ( —  1)""^  gefunden  wurde;  dies  geht  übrigens  auch 
schon  aus  der  Thatsache  hervor,  dass  3/^,     •  •  M^  und  folglich  auch 
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Tj,  •  •  r^  ein  Fiindamentalsvstom  der  adjungirten  Differentialgleichung 
(^9)  eonstituiren.  Wir  können  aber  auch  leicht  den  genauen  Werth  der 
Determinante  des  Functionssvstems  z,,  -  •  z  ermitteln.  Aus  dem 
Multiplioationssatze  der  Determinanten  folgt  nämlich  die  Gleichung 

und  da  zufolge  der  Relationen  (18) 

ist,  erhalten  wir  die  wichtige  Beziehung 

(,20^  !>(»,,  !ft-     y,)  -  D{^,y  -%  •  •  •  O  =  1. 

Bezeichnen  wir  das  durch  die  Gleichungen  (15^^  definirte  Fundamental- 
system r^«  -  '  ;r^  der  adjungirten  Differentialgleichung  als  das  zu 
y^  '  '  y,  adjuugirte  Fundamentalsystem,  so  können  wir  also  sagen: 

Das  Product  aus  den  Determinanten  adjungirter  Fanda- 
mentalsTsteme  hat  den  Werth  Eins. 

Ebenso  wie  die  Gleichungen  ^Ib)  eine  unmittelbare  Folge  der  Glei- 
chungen yll)  sind«  gehen  aus  den  Gleichungen  {19}  durch  Ausrechnung 
von  y^,  y^  ■    ■  jf^  die  Ausdrücke 

herror.  Wenn  wir  nun  noch  die  adjungirte  Differentialgleichung  [9) 
nach  der  in  der  Nr.  14  dargel^en  Methode  durch  das  Fnnda- 
meutalsvstem  i,,  r^  .  .  .  r  derselben  dai^ellen  i  wobei  zu  beachten  isL 
däss  nach  Gleichung  »*,••  der  Coefiicient  der  m"*^  Ableitunvr  von  s  in 
P  .^:    den  Werth  \^ —  1^'  hat),  so  kommt 

!=•'=-  ^         -  _         * 

und  an  dieser  Form  lässt  sich  jetzt,  auf  Grund  des  Theon?ms  von 
Appell  Nr.  lo  .  leicht  zeigen,  dass  die  Coefficienten  von  -P*!/) 
^anze  ratioLiale  Functionen  der  Coetticienten  von  P\y>  und 
ihrer  Ableitunifea  sind. 

Unter?'sichen  wir  zu  dem  Er-de.  wii*  sich  die  r^.  •  -  r^  veriiidemy 
wvEin  wir  iz^  Steile  vor.  •..  •  ¥  rin  andere*  Fundamentalsvstem 
?. .  i..  ^,  ^^^  D:ferer.tialgleiciiur.ir    A    tnrCcn  IjLssea.  welches  mit 

i*. .         t    viirvii  die  Gleichiiaüe!:: 


-  I 


-v 


T^y7''Ll*ltfl    LSC.    Wj 


23.  Keciprokc  Substitutionen.  05 

A  =  I  a^^  I  4=0        (x,i  =  i,2    •«). 

Die  Wei-the  g^,  Sg  •  •  •  5„,  in  welche  z^,  ^2' '  '  ^n  übergehen,  werden 
sich  am  einfachsten  ergeben,  wenn  wir  beachten,  dass  die  Gleichungen 
(17)  zur  vollständigen  Bestimmung  der  Grössen  z^j  •  •  •  z^  ausreichen; 

hieraus  folgt  nämlich,  dass  die  fj,  ^2'  '  '  ^n  '^^^  ^^"  ^1?  ^2***^/1  ^^^^^^ 
dieselben  Gleichungen  (17)  verkiiiipft  sind,  dass  also: 

7t 

2ej(;)  =  0        (/=o,i,..  „-s), 

X-^1 


n 


x  =  l 

Setzen  wir  hierin  für  die  |  und  die  Ableitungen  dieser  Functionen, 
die  sich  aus  den  Gleichungen  (23)  unmittelbar  und  durch  Diiferentation 
ergebenden  Werthe  ein,  so  erhalten  wir: 

n  n 

^'/^^''xJx^^  (,-  =  0.,,..,-2). 

X  =  1  a  -  1 

Hieraus  folgt  durch  Vergleichung  mit  (17) 


n 


-%  =  2«ix5i  ^^-''-' 

oder  wenn  wir 

A,    =  V 

SHetzen,  durch  Auflösung  nach  den  ^ 


w). 


A 


l 

n 


(x=^l,SJ         n) 


C24)  5,  =  ^  A,,., 

und  nach  l)ekannten  Sätzen  über  Determinanten  ist 

Die  Multiplicatoren  z^,  z^  •  •  •  z^  gehen  also,  wenn  man  t/j  •  •  •  //,, 
durch  Sj  •  •  •  §^  ersetzt,  in  lineare  homogene  Functionen  ^^,  %^  •  •  •  ^^^ 
ihrer  selbst  über,  oder  mit  anderen  Worten,  wenn  man  auf  die  Ele- 
mente f/j,  ]!,,  •  •  •  y^  eines  Fundamentalsystems  der  Differential- 
gleichung (A)  die  lineare  Substitution  (23)  mit  nicht  ver- 
schwindender Determinante  ausübt,  so  erfahren  die  Elemente 
äTj  •  •  •  .?^  des  adjungirten  Fundamentalsystems  auch  eine  lineare 

Schleilnger,  DlffereDtialgleichiuigeu.    I.  5 
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Substitution  (24)  mit  nicht  verschwindender  Determinante, 
und  zwar  stehen  diese  beiden  linearen  Substitutionen  in  der 
Beziehung  zu  einander,  dass  die  eine  die  reciproke  der  anderen 
ist.  In  der  That  folgt  aus  bekannten  Determinantensatzen,  da^  ebenso 
wie  A^^  gleich  der  zum  Elemente  a  ^  der  Determinante  a  .  gehörigen 
Subdeterminante  ilividirt  durch  die  Determinante  a  .  selbst  ist,  auch 
umgekehrt  c^^,  als  der  Quotient  der  zum  fUemente  A^^  gehörigen 
Subdeterminante  der  Determinante  A^^  durch  diese  Determinante  selbst 
aufgefasst  werden  kann. 

In   der  InTariantentheorie   d^r   algebraischen  Formen   nennt   man 
zwei  Systeme  von  Grössen 

^  mm  ^ 

«lie  in  der  angegebenen  Weise  tmnsformirt  werden,  contragrediente 
Svsteme:  wir  können  also  kurz  sairen,  ein  Fundamt-ntal^vstem 
von  (A^  und  sein  adjungirtes  Fnndameutalsvstem  sind  contra- 
firrt'dient. 

24.   Ezplicite  Darstellimg  des  adjnngirfeen  und  des  begleitenden 
bilinearen  DifTerentialansdraekes.    S&tse  von  Frobenius  nnd  Hesse. 

Betrachten  wir  nun  den  Ausdruck  (22i 

Äß  -. -,         -^ 


P'iz)  = 


I»~=x         -\ 


beziehunjjsweisf ,  wenn  wir  uns  die  Zahleniete rminante  nach  den  Ele- 
mentt*n  der  ersten  Zeile  entwickelt  denktiu  wodurch 

P',r.  =  i-l.'r-  +»ur^-'  +7,-'-'  H %' 

wird,  die  Coefficienten  (/j,  7*  •  •  7,  der  einzelnen  Abkitunifen  von  r. 
Ersetzen  wir  1/.  1/  durch  £  ■  5  ,  s<.»  verwandeln  sich  r,.  :^  -  -  r 
in  5,«  5^  •  •  •  ^,?  ^^^  Ci>fflicienten  7^.  7^  •  •  7,  bleiben  al>o  unfir*^- 
ändert.  Wie  aber  aus  der  DarsteUuiu:  (15 '  der  Grössen  z  dun'h 
die  M.  •  •  •  V  und  aus  der  Gleichiuur  i2*'-  unmittelbar  hen-onjeht,  sind 
diese  C«>efficienten  7^,  7^  •  •  ■  7^  Brüche,  deren  Zahler  gsmze  rationale 
Fimctionen  der  y^  •  •  ,1/,  und  ihrer  Ableitungen  simL  wahrend  der  allen 
gemeinschaftliche  Xenner  eine  iranz/ahlige  Potenz  von 

ist.    Dieser  Xenner  multiplicirt  sich  beim  UelH-nrani:^^  v«mi  den  !i,  ■  •  ■  ,v 
zu    den    %^       '5,    nüt    einer    be^immten    etwa    der   u*°    Potenz    der 
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Determinante  A;  da  die  Brüche  selbst  ungeändert  bleiben  müssen, 
miütipliciren  siclp  also  die  Zähler  ebenfalls  mit  A'*.  Sie  sind  folglich 
nach  dem  Satze  von  Appell,  abgesehen  von  dem  Factor 

ganze   rationale  Fimctionen   der  Coefficienten  p^  '    '  Pn  ^^^  (^)  ^^^ 
deren  Ableitungen,  dieser  Factor  hebt  sich  aber  genau  gegen  den  Nenner 
'  weg,    so    dass   sich    schliesslich   die   Q.ij  %'    '  Q.^   ^Is   ganze   rationale 
Functionen  der  p^y  p^  ' ' '  Pn  ^^^  ihrer  Ableitungen  ergeben. 

Um  zu  der  wirklichen  Darstellung  der  Coefficienten  von  P'(^)  ^^^ 
gelangen,  greifen  wir  auf  die  Gleichung  (16)  (S.  62)  und  insbesondere 
auf  die  daselbst  definirten  Ausdrücke 

P  (y,  ^ J  =  (-  1) 2>(y,-.-y^ 

zurück,  die  sich  unmittelbar  als  Differentialausdrücke  (n  —  1)*®'  Ord- 
nung in  y  darstellen.    Wir  fragen  nach  einem  in  y  und  z  bilinearen 
Differentialausdrucke  (n —  T^^  Ordmmg  P{y,z),  der  sich  für  z  =  z^ 
auf  P  (y,  z^  reducirt,  für  a  =  1,  2  •  •  •  w. 
Sei  der  gesuchte  Ausdruck 

P(r,,z)  =  V  +  r,;r'+  •  •  ■  +  r  _,«<—», 
so  aollen  also  die  Gleichungen 

erfüllt  werden;  diese  bestimmen  aber  die  Coefficienten  11,  11  ...  T 
und  damit  den  Ausdruck  P(y,  ^)  vollständig  und  eindeutig,  da  die  De- 
terminante 

I  S^*-^)  \  =  T)(Z'  •  •  Z)  Kx  =  l,2.-    n) 

von  Null  verschieden  ist.  Es  kann  also  nur  einen  Ausdruck  P(y,z) 
von  der  geforderten  Beschaffenheit  geben,  ein  solcher  ist  aber 

(20)  P (»/,  z)  =  .^  V (?/„ ,  z)  P Cv,  zj , 

WO 

(27)  P(j/„,  z)  =  (- 1)"-'         '   n^:'  .zf 

gesetzt  wurde.  In  der  That  ist  dieser  Ausdruck  bilinear  in  t/,  z  und 
ihren  Ableitungen  bis  zur  (w  —  1)*®**  Ordnung,  und  er  reducirt  sich 
offenbar  für  z  =  z^  auf  P(y,  ;s?^);  überdies  sehen  wir  auch,  dass  er  für 
y  =  y^  dem  mit  P(y^,  z)  bezeichneten  Ausdrucke  gleich  wird,  wodurch 
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für  diesen  letzleren  die  i»e^hlte  Bezeichnuni?  gerechtfertijDft  erscheint. 
Aus  den  Gleichungen  <  21  <.  1 22 )  nnd  \  27 1  f^^lgt  durch  Anwendung  der 
DeterminantenreUdon  tl4»  (S.  lU)  liie  der  Gleichung  \hh  iS.  02 1  ana- 
loge Beziehung 

die  uns  die  Integrale  v.  der  Differentialgleichung  «A»  in  ihrer  Eigen- 
schaft als  Multiplioatoren  der  adjur.girten  Differentialgleichung  erkennen 
Ksst  (Tergl.  Xr.  21,  Schloss». 

Differentiiren  wir  den  Ausdruck  Piv.  n  nach  j*.  so  folst  aus  den 
Gleichun^^rn  1 1»>^,  i2f>'    <2S  : 

.i»»        ^P.».r.=  yiP.v  ..-..-  P.W— P«.r  »v  P'..-t|. 
Nun  Ut  aber  offenbar 


y 

y.-. 

y 

■^ 

.";-' 

.< 

V 

-     f 

y.-^ 

y; 

II 


t  ^  t 


also  foUn«  wenn  wir  nach  der  letzten  Reihe  ordnen  und  durvh  Z/ 1 1/  -  •  u  ) 
diridiren,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (2^»'. 

^  —  1 
.1.'.  V'  =  ^tf*P.ir.  r  ^  »'• 

i;nd  acalt'H?  bindet  man 

1  —  I 
-»  =  "Vr'  P.«  ..->.  »<. 

Ben-iitit  man  diese  Gleichunüen  für  h  =  0  zur  Umformunir  der  linken 
Seite  y*--Ti    2;»\  5*0  ergiebt  sich 

fij-       •  ^-  •        • 

Wir   hsben   als*^  ron   dem  durvh   die  Gleiohunir  '^^  tS.  oSi  defi- 

nirten  Ausdrucke  P   :^  dinvt  nachirewit^-r.,   dass   t-r  die   Eiiseuschaft 

hsi.  dir  Kirrem 

:P  V   -»P   .- 

j-.r  AMriTuTjT  eints  :r.  y/^  :  bilintianri  l^tfiroiuislaus^in^okt-s  jxi  machen: 
iärra  i>  l&ssi  s:oh  r.*.:r.,  —  und  wir  koumur.  dan^jt  rw  dem  oben 
rrwkhrren  Satze  «ii^  Ht-rm  Frobruir*s  —  sehr  Itiohi  die  Identität  dieses 
AüiJrackes  P'  r'  mit  dem  durch  dir  GK-ichunir  tA      erklarten  und  zu- 


\ 
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gleich  die  des  in  Gleichung  (30)  vorkommenden  bilinearen  Diflferential- 
aiisdruckes  P{yy  z)  mit  dem  ebenso  bezeichneten,  durch  die  Gleichung  (B) 
(S.  55)  erklärten,  nachweisen.  Subtrahiren  wir  nämlich  die  oben  her- 
geleitete Lagrange 'sehe  Identität  (Nr.  20) 

x  =  0 

'von  der  Gleichung  (30)  und  denken  uns  für  z  eine  bestimmte  Function 
^on  X  gesetzt,  so  haben  wir  auf  der  linken  Seite  der  so  entstehenden  Glei- 
«:himg  die  Ableitung  eines  linearen  Differentialausdruckes  von  y,  während 
aiuf  der  rechten  Seite  eine  mit  y  multiplicirte  Function  von  x  steht; 
«in  solches  Product  kann  aber  unmöglich  die  A])leitung  eines  linearen 
X)ifierentialausdruckes  von  y  sein,  dieser  muss  also  identisch  verschwinden, 
<i  h.  es  ist  in  der  That 


<32) 


x  =  0 


"^yoraus  sich  zugleich  die  Darstellung  der  Coefficienten  (Zi;  (/^  *  '  *  7«  von 

'(r)  und  auch  die  der  Coefficienten  von  F(y^0)  aLs  ganzer  rationaler 

''unctionen  der  Coefficienten  p^y  P^  •  •  •  1\  von  P(y)  und  deren  Ablei- 

""•ungen  ergiebt.    Man  nennt  P  (y,  z)  den  den  Differentialausdruck  P  (y) 

^begleitenden    bilinearen  Differentialausdruck.     Stellt  man  für 

•^en  Difierentialausdruck 

^ie   Identität    von    Lagrange    auf    und    subtrahirt    dieselbe    von    der 
Gleichung  (30),  so  ergeben  sich  für  P  (y)  und  V  (y,  z)  Ausdrücke,  deren 
Coefficienten  sich  rational  aus  den  (/j,  q^-  -  -  7,,  und  ihren  Ableitungen 
zusammensetzen.    Femer  ergiebt  sich  unmittelbar  der  von  Hesse  her- 
rührende Satz: 

Der  adjungirte  und  der  begleitende  bilineare  Diffcrential- 
»usdruck  einer  Summe  ist  gleich  der  Summe  aus  den  adjun- 
girten  und  den  begleitenden  bilincaren  Ausdrücken  der  ein- 
zelnen Summanden. 

In  den  obigen  Fomujhi  ist  überall  p^  =  1  zw  nehmen;  um  auch 
den  Fall  eines  Differentialausdruckes,   in   welch dili  der  Coefficient  der 
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höchsten  Ableitung  eine  beliebige  Function  a  von  .r  ist,  in  unsere  Be- 
trachtung einzuordnen,  setzen  wir  fest,  dass  der  Ausdruck  as  ak  der 
adjungirte  des  DiiFerentialausdruckes  nullter  Ordnung  ay  anzusehen  sei. 
Dann  ergiebt  sich  aus  dem  Ueeiprocitätssatze  (Nr.  21),  dass  der  adjun- 
girte Diflferentialausdruck  von  a  P(y)  gleich  P\az)  ist,  so  dass  also 
die  Ausdrücke  (32)  auch  in  dem  Falle,  wo  in  • 

p^  als  beliebige  Function  von  x  genommen  wird,  den  adjun- 
girten,  beziehungsweise  den  begleitenden  bilinearen  Diffe- 
rentialausdruck von  P(y)  darstellen. 


25.    Differentdalgleiohuiigen«  die  ihren  adjnngirten  gleich  oder  ent- 
gegengesetzt gleich  sind.     Sätze  von  Jacobi  und  Darbonx. 

Wenn   eine   lineare  Differentialgleichung  n^  Ordnung  P(//)  =  0 
mit  ihrer  adjungirten  J^'(^)  =  0  alle  Integrale  gemein  hat,  so  muss  (S.  39) 

sein,  wo  q  einen  von  y  unabliängigen  Factor  bedeutet.  Da  aber  der 
Coefficient  der  höchsten  Ableitung  in  P'  sich  von  dem  Coefficienten 
der  höchsten  Ableitung  in  P  nur  durch  den  Factor  ( —  1)'  unter- 
scheidet, so  folgt,  dass 

J'(y)  =  (-i)'i"(y) 

sein  muss.  Demzufolge  ist  alsdann  jede  Lösung  der  Differentialglei- 
chung auch  zugleich  ein  Midtiplicator.  Wenn  die  Ordnung  n  der  Dif- 
ferentialgleichung eine  gerade  Zahl,  n  =  2m  ist,  haben  wir 

P{y)  =  P'(v), 

in  diesem  Falle  ist  also  der  Differentialausdnick  P(j/)  mit  seinem  ad- 
jungirten identisch;  diese  Art  von  Differentialgleichungen  spielt  in  der 
Variationsrechnung  eine  wichtige  Kolle  (vergl.  Jacol)i,  Crelle's  Journal, 
Bd.  17,  S.  66).    Ist  dagegen  n  eine  ungerade  Zahl,  n  =  2m  —  1,  so  ist: 

P(if)  =  -  P'(y), 

d.  h.  der  Differentialausdruck  ist  seinem  adjungirten  entgegengesetzt 
gleich. 

Betrachten  wir  zunächst  den  ersten  Fall,  u  =  2  m,  P(y)  =  P'(y)5 
dann  lautet  also  die  Lagrange'sche  Identität  (30) 


„-PU,)-yP(;r)  =  ^P(y,„-), 


es  ist  denmach 
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Und  folglich,  da  P{y^z)  homogen  ist, 

P(y,^)  =  -P(^,y); 

^aw    nennt  einen  bilinearen  Diflferentialansdruck,  der  diese  Eigenschaft 
Aat^     einen  alternirenden,  und  man  hat  für  einen  solchen  offenbar: 

■P(y,»)  =  o. 

Hic3x-«us  ergiebt  sich  sofort  ein  wichtiger  Satz  von  Jacobi. 

Sei    nämlich    w^^   ein  beliebiges  Integral  der  Differentialgleichung 
^  Ct/^  =  0,  so  ist  also,  wenn  wir  in  (30)  z  =  w^  einsetzen, 

^^      ».l)er 

*^^^    liisst  sich  (Nrn.  17, 19)  der  in  y  lineare  Diffcrentialausdruck  (2w  —  l)**-' 
^"*^       mg  P(y,w^  in  die  Form  setzen: 


^  Pj    einen   linearen  Differentialausdruck   (2  m  —  2)*®'  Ordnung  be- 

^"^'•et.     Also  ist  nach  (33) 

-'  ^'^^        u?j  dx      1  da;  tüj ' 


>>i 


en  wir  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  den  adjungirten  Diffe- 
tialausdruck,  indem  wir  auf  der  rechten  Seite  den  Reciprocitätssatz 
:r.  21)  anwenden,  so  kommt 

P'(y)  =  P(y)  =  —  -'^-  P'  —   y 
^^^  ^^^        w^  dx      ^  dx  w^^ 

^*so  erhalten  wir  die  Gleichung 

1    d_  p    ^_  y_  ^^  ^  /{_  p'  ji_  y 

w^  dx      ^  dx  u\        w^  dx      ^  dx  w^^ 
Voraus  nach  der  in  Nr.  17  für  zusammengesetzte  Differentialausdrücke 


abgeleiteten  Kegel 


P  =  P' 


folgt,  d.  h.  der  Differentialausdruck  P^  stimmt  ebenso  wie  P  mit  seinem 
adjungirten  überein. 

Sei  nun  w^  ein  Integral  von  P^  =  0,  so  folgt  nach  Analogie  mit 
der  Gleichung  (34) 
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1\   ein    DittV'roiitialausdruok    ^2/w  —  4)**'    Ordnung,    der   auch    wieder 
seinem  »djun^irten  gleich  ist;  also  haben  wir 

,^_     1       r/       1       d     p     d      1       (/       1 

IT,  djc   tr^  dx     -djr   w^  dx   ic, ' 

und,  indem   wir  so   weiter  schliessen,   erhalten  wir  emilich  P  in  der 

Form : 

...  \      d     i      d  d        \         d    -n     d        l  d     1     d     1 

i  \  '/>  =  —    ,  j     •  •  •    I  i-  i      1 .... 

IT,  dx  ir^  fix  dx  tc       ,  dx     **dx  ir„      ,  dx  ic^  dx  tt. 

wo  *r  ^  ,  ein  Integral  der  mit  ihrer  adjungirten  gleichen  DiÖerentialglei- 
chung  /.weiter  Onlnung  P^^_^=  0  und  l\^[y)  einen  DilTerentiidausdruck 
nuUter  i^nlnung,  also  i*^  eine  blosse  Function  von  x  l>edeutet.  Sei 
l\^  der  Ooefticient  der  höchsten  Ableitung  in  P^^'/\  dann  ist,  da  (nach 
Xr.  IT'i  der  Ooetticient  der  höchsten  Ableitung  eines  zusammengesetzten 
Uitten^ntialausdnickes  irleich  ist  dem  Pnulucte  aus  den  Coefficienten  der 
höchst<.n  Ableitungen  der  einzelnen  Theile, 

Stützen  wir  nunmehr 

/>  = ,  -  1  r„  ^ , . 

*i  eine  beliebiirv^  Function  von  j\  und 

l      d        1        d  1     J     V 

O.  7  i  = -  .  -   -    • 

*    '  r.,^   dx  «r.,,  _j   dr  it^  dx  ir, ' 

s»>  ist  V  *'     ^"^*^  IWtferentirtlikiiMlnick   «*'**'  Ordnuuir.   und  tur  seinen  ad- 
jungirteu  trhalttii  wir  nach  dem  Kepnxniärssatze 

a     i       d       1        d  1  d        if 

.    dx    tC 
II  —  i  ■»• 

;d<o  luscit  >:ch  V.  'I '  in  die  Fonn  setzen 


V  1/ 1  = .  —  1 .        ,  .        —       - 

*       -  tC,    '.<  r    HC^    -ix  VC  ,    dx    BP. 


w.>  r.  Iv  *,  =  l  i^v  v.ouitn^LV.  wenitu  kau::.  FKi  otft'.ibtir  cirio^  tur  j^en 
brli-ibivr. !:  Pifferent::JA'.is«.inick  V  '*  d^r  A/.<tin:ok  V'V*  'J  ^'^  seiut*m 
.*djur.;rrttu  id-.nüscL  ist.  <o  i>:  ■.;>  For::^  lo  ,  :iu!:  welche  sich  der 
sei  Vi  e  :v.  :*  ö '  : '-  ir '  r :  -. n  ^ '  -  :  o  h  e  D  i  f  t" :  r  ?  v. : :  1 1  s  ■.:  s  d  ruck  i '  •/  b  r  i  n  ir  e  n 
!l s sc .  für  1  •- ::e ü  s o l c h i ::  0 i :'**•:  r-:  :*. c :  ä L a ;: s •.: r:; o k  o h j. ri k t e r i s t i seh. 
Pi'.s    ist    dir   J :=. vT  .■ '•  »'seht-    S^irz.     .':u'ob;    hic    A'^r   ütv.ch    n-x'h    eine 
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andere  charakteristische  Form  für  die  sich  selbst  adjungirten  Differen- 
tialausdrücke aufgestellt,  die  wir  hier  ebenfalls  entwickeln  wollen.    Wenn 

SO  ist 

ein  Difierentialausdruck,  dessen  Ordnungszahl  höchstens  gleich  2m  —  1 
sein  kann;  da  aber  offenbar 

p/0/)  =  -?'.(//), 

muss    Pj(y)   von   gerader   Ordnung,   also    von   der  Ordnung  2  m  —  2 

sein.     Setzen  wir 

P,(y)  =  P;(y)=i>.j/<=""-^)  +  ..., 

SO  ist 

ein  Differentialausdruck,  dessen  Ordnungszahl  höcLstens  gleich  2m  —  3 
ist  und  da  wieder 

P»(!/)  =  PM> 

so  ist  PgO/)  von  (2m  —  4)**"  Ordnung.  Fährt  man  auf  diese  Weise 
fort,  so  erhält  man  schliesslich  für  P(y)  die  Gestalt: 

w^  P{ij  l\y  '  '  '  P,n  blosse  Functionen  von  x  bedeuten.  Umgekehrt  stimmt 
auch,  wie  man  direct  einsieht,  jeder  Differentialausdnick,  der  sich  in 
diese  Form  setzen  lässt,  mit  seinem  adjungirten  überein. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  dos  zweiten  Falles,  wo 

ist.     Die  Lagrango'sche  Identität  lautet  dann 

zV{y)  +  yP{z)  =  ^^  Vijj,  z), 

also  folgt  für  den  begleitenden  bilinearen  Differentialausdruck 

P{y,  s)  =  l\z,  y); 

man  nennt  einen  bilinearen  Differentialausdruck,  der  diese  Eigenschaft 
hat,  einen  symmetrischen.     Wenn 
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so  muss  also  a.    =  n  .  sein.     Setzen  wir  y  =  -,  s<i  folgt: 

(37.)  yPiy)  =  {  ^  POj,  //)  =  [  /^  2^<'.,r'J", 

*  I 

d.  h.  durch  Multiplication  mit  y  wird  Pi;/«  die  Ableitung 
eines  in  »/  homogenen  quadratischen  Differentialausdruekes; 
dt'i>elbe  reducirt  sich,  wenn  für  y  eine  Losung  der  Differentialgleichung 
p\  ij )  =  0  genommen  wird,  auf  eine  Constante.  Diese  durch  die  Glei- 
chung i^M)  dargestellte  Eigenschaft  ist  zugleich  für  die  hier  betrach- 
teten Differentialausdrücke  charakteristisch.  Denn  sei  fOr  den  Diffe- 
rentialausdruck P(y) 

,jP(y)  =  /-  ü(y), 

wo  Ii(y)  einen  homogenen  Differentialausdruck  zweiten  Grades  in  y 
bedeutet,  also 


X  I 


so   folgt,  wenn   wir  an  die  Stelle  von  y  setzen  y  -{-  Xz,  X  ein  von  x 
unabhängiger  Parameter, 

Oj  +  lz)F(j,  +  Xs)  =  ^  i?(y  +  Ar), 

ufid  indem  wir  auf  beiden  Seiten  die  Coefficienten  von  JL  vergleichen: 

zP(y)  +  yF{z)  =  2  /-  ^^^J'^s^'K 


X 


Hieraus  schliessen  wir  aber  nach  dem  Satze  von  Herrn  Frobenius 
(Nr.  24),  dass  in  der  That  —  P(r)  der  adjungirte  Ausdruck  von  P(y) 
sein  muss.  Durch  ein  Verfahren,  das  dem  fQr  die  sich  selbst  adjungirten 
Differentialausdrückc  angewandten  analog  ist,  können  wir  auch  eine 
charakteristische  Form  für  die  ihren  adjungirten  entgegen- 
gesetzt gleichen  Differentialausdrücke  herstellen.     Sei 

-  P'(y)  =  Pdf)  =  2i>,y(ä"— '  +  • .  -, 
dann  ist 


ein  Differentialausdruck  von  höchstens  {2m  —  2)**^'  Ordnung;  da  er 
aber,  wie  durch  Anwendung  des  Satzes  von  Hesse  (S.  69)  und  des 
Reprocitatssatzes  unmittelbar  ersichtlich  ist,  seinem  adjungirten  P/(jf) 
entgegengesetzt  gleich  ist,  kann  er  nur  von  der  Ordnung  2m  —  3 
sein.     Schliessen  wir  so  weiter,  so  folgt  tür  Pijf)  die  Darstellung 
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(38)     P(y)  =  f^Po^-"  +  rf^i'o?/'"»  +  jl^^i'i-^'"-'' 

^ö  i'o?  l'i>     *  *  i',«  tlossc  Functionen  von  x  bedeuten. 

Stellt    Q{y)    einen    beliebigen    linearen    Diflerentialausdnick    dar, 
(i\z)  seinen  adjungirten,  so  ist  der  Diflferentialausdruck 

(39)  <i'-dx^iy) 

zufolge  des  Reciprocitätssatzes  seinem  adjungirten  gleich  und  entgegen- 
gesetzt; umgekehrt  kann  auch  jeder  so  beschaffene  Differentialausdruck 
auf  die  Form  (39)  gebracht  werden.  Fiir  den  Beweis  dieser  Behauptung 
verweisen  wir  auf  die  „Le9ons  sur  la  Theorie  generale  des  Surfaces" 
des  Herrn  Darboux,  Band  2,  S.  121. 


Viertes  Kapitel. 

2t>.    Integration  der  nichthomogenen  Differentialgleiehnng. 
HanptintegraL     Anwendung  anf  die  Bednction  von  Differential- 

gleichnngen,  vergL  Nr.  18. 

Die  Multiplioatoren  r^.  •  •  r^  iS.  i»2i  der  DiffereDtialgK'iehung  (A» 
tiiulen  eine  wichlii»!»  Anwendung  bei  der  Integration  der  nicht  homo- 
ijenen  linearen  Differentialjjleiohunjr 

wo  p  j-^  eine  beliebige  Function  von  jc  bedeutet.    Aus  der  Gleichung  (C » 
S.  OS»  folct  nämlich  für  /i  ^  0  dit-  Identität: 

«  —  1 

.    —  t 

::ur.  i^t  sber  r.itolg>;  der  Midtiplioiiton^iirenschaft  T.>r.  r      Gleichung  ( llV> 

als«.^ 

*mi  wrün  y  eine  L-^siing  der  Differvniialgleiohung  » 1  ■  bedeutet: 

iV  V.  j     =  /  I  .y»r  .f; : 
-         r  *  ^ 

i.t*  :r.  iil-:ch-r.^    2    eiüij^^t«^  irltbt  der:  Av.<^ir.:ok 

m 


?  »  =    ^  »    I  I     :    :    :5 


flr    :.-.    L7.<  ::v^  -.i-.r  I\f:rir.::*lgi-:*>rv.::g    1 

r^rs.l'n   Av.s»ir.:v*k  tr^r^b*  >iv''l:  .suo}:  i:::»  IlfJ.:-    der  soiM-nannten 
MtII:!-.     :.r  VÄrisvior.    ^;i  r  Oo::s:s::!T:n  vou   Lsgrange.     Diese 

^i:  t:~    i-:r  LrTrir/.:.^  sv.x  v^b  ;■>  r.:oh:  :v.;-^!{>:r.  :>:  :v.  .:-.2c  Ausdrucke 

'S  V    =      .».    —    •,  ».    —  "^      .^    • 
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der  für  constante  Werthe  der  ^i^  ^j,  •  •  *  ^^  öiii^  Lösung  der  homogenen 
Gleichung  (A)  —  man  nenjit  diese  wohl  auch  die  zur  completten« 
Gleichung  (1)  gehörige  reducirte  Gleichung  —  darstellt,  die  c^,  c^,  •  •  c^ 
derart  als  Functionen  von  x  zu  bestimmen,  dass  dieser  Ausdruck  der 
completten  Gleichung  (1)  Genüge  leistet.  Dies  ist  offenbar  stets  mög- 
lich, man  könnte  sogar  ftlr  (n  —  1)  der  c^  beliebige  Functionen  von  x 
nehmen,  und  erhielte  dann  für  die  n^  dieser  Grössen  eine  Diiferential- 
jjfleichung.  Lagrange  sucht  nun  aber  die  c^  so  zu  wählen,  dass  sie 
sich  in  ihren  Eigenschaften  so  weit  als  möglich  den  Eigenschaften  von 
Constanten  anschliessen.  Wir  bestimmen  die  c^,  r^,  •  •  •  c^  aus  den  n 
Gleichungen 


(5) 


^dc 


Zl^^^       =0  (^=0...     ,-*,. 


n 


dann  ist  offenbar 

i  h.  bei  (n  —  l)-maliger  Differentiation  des  Ausdruckes  (4)  verhalten 
sich  die  c^  als  ob  sie  Constanten  wären,  dagegen  ist 

Hieraus  erhellt  unmittelbar,  dass  der  Ausdruck  (4)  in  der  That  die 
Differentialgleichung  (1)  befriedigt,  wenn  wir  die  c^  den  Gleichungen  (5) 
^mäss  bestimmen;  dividiren  wir  aber  diese  letzteren  Gleichungeji  durch 
jß{x)  und  vergleichen  dieselben  mit  den  zur  vollständigen  Bestimmung 
<ler  e^  dienenden  Gleichungen  (17)  der  Nr.  23  (S.  G2),  so  kommt: 


de 

^  Z^  (a«=l,2,        n), 


p{x)  dx  ff 

"und  indem  wir  die  hieraus  berechneten 


=Jp{x)z^ 


c^  =  I  r>(x)z^  dx 


in  (4)    einsetzen,    finden   wir   den  Ausdruck  (3)   für   die  Lösung  der 
Gleichung  (1)  wieder. 

Wenn  wir  in  (3)  über  die  bei  den  n  auszuführenden  Quadraturen 
auftretenden  willkürlichen  Constanten  disponiren,  indem  wir  etwa  die 
unteren  Grenzen  der  Integrale  festsetzen,  so  erhalten  wir  eine  parti- 
culäre  Lösung  der  Differentialgleichung  (1).  Bedeutet  y  eine  solche 
particuläre  Lösung  und  y  eine  beliebige  Lösung  von  (1),  so  genügt 
offenbar  y  —  y  der  reducirten  Differentialgleichung  (A);  es  ist  folglich 
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Vv  y^y  '  '  '  y    konstante;  in  der  Form 


ist  folglich  jede  Lösung  von  (1)  darstellbar.  Die  Hinzufügung  einer 
solchen  homogenen  linearen  Function  mit  constanten  Coefficienten  der 
yp  Vif  ' ' '  Vn  ^'^  einem  bestimmten  y  kommt  aber  offenbar  auf  eine 
Abänderung  der  unteren  Grenzen  der  Integrale  in  dem  Ausdrucke  (3) 
hinaus,  wenn  wir  also  unter  Sj,  1^,  •  •  •  S^  willkürliche  Constanten  ver- 
stehen, so  ist  jede  Lösung  von  (1)  in  der  Form 


a=l     ^ 


dx 


enthalten,  wir  nennen  diesen  Ausdruck  darum  das  allgemeine  Inte- 
gral der  Differentialgleichung  (1). 

Sei  I  ein  nicht  singulärer  Werth,  d.  h.  also  ein  Werth,  für 
den  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (1)  sich  regulär  ver- 
halten, und  für  den,  wenn  der  Coefficient  p^^  von  f/")  keine  Constante 
ist,  dieser  Coefficient  nicht  verschwindet;  nehmen  wir  dann 

£  ==£  =...  =  £   =£ 


SO  erhalten 

wir 

die 

Lösung 

(ö) 

y  = 

n 

tt  =  l      f^ 


pix)sjx, 


die  wir  das  zu  .r  =  S  gehörige  Hauptintegral  der  Differential- 
gleichung (1)  nennen  wollen.  Da  zufolge  der  Relationen  (17)  Nr.  23 
(S.  62)  die  Gleichungen 


n 


«  =  l 


gelton,  besitzt  dieses  Hauptintegral  die  Eigenschaft,  mit  seinen 
(n — 1)  ersten  Ableitungen  für  ^==1  zu  verschwinden.  Durch 
diese  Eigenschaft  ist  es  umgekehrt  auch  eindeutig  bestimmt. 
In  der  That  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  das  zu  x  =  |  gehörige 
Ilauptintegral  unabhängig  ist  von  der  Wahl  des  bei  seiner 
Bildung  zu  Grunde  gelegten  Fundaraentalsjsteras  y^,  t/^,  •  •  •  y 
der  reducirten  Differentialgleichung  (A).  Sei  nämlich  ein  anderes 
Fundamentalsystem  von  (A) 
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n 


(7)  %=2%xyx     <-=^'2-  ")' 

so    stellt    sich    das    zu   Vv  %j  '  '  '  '^n    ^^j^^^girt©    Fundamentalsystem 
(Nr.  23)  gj,  gjj,  •  •  •  g^  durch  die  zu  (7)  reciproke  Substitution 

n 
g,=2^A,^^,  (x=1.2,...«) 

dar^  woraus  umgekehrt 

n 

(8)  h=2^.xi.  «  =  «.».«) 

X=l 

hervorgeht.     Bilden  wir  mit  Hülfe  des  Fimdamentalsystems  i?^  •  •  •  i? 
das  zu  if  =  S  gehörige  Hauptintegral  von  (1),  so  lautet  dasselbe 


n 

X 


oder  wenn  wir  fiir  die  rj    ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  (7)  setzen: 


X 


)U^, 


oder  noch  anders  geschrieben: 


n  *  n 


und  dies  ist  offenbar,  vermöge  der  Gleichungen  (8),  mit  dem  durch  die 
Gleichung  (0)  definirten  Hauptintegrale  identisch.  Nunmehr  können 
wir  auch  zeigen,  dass  sich  stets  eine  Lösung  der  Differential- 
gleichung (1)  herstellen  lässt,  die  für  x  =  ^  beliebig  vor- 
geschriebenen Anfangsbedingungen  genügt,  d.  h.  eine  Lösung 
y,  die  mit  ihren  (» — 1)  ersten  Ableitungen  für  a;  =  S  die  be- 
liebig vorgeschriebenen  endlichen  Werthe  S^,  Ig,  ••  |^  an- 
nimmt, und  dass  dieselbe  durch  die  Angabe  der  Anfangs- 
bedingungen auch  eindeutig  bestimmt  ist.  Da  nämlich,  zu 
Folge  der  über  5  getroffenen  Voraussetzungen,  dieser  Werth  auch  kein 
singularer  Punkt  der  reducirten  Differentialgleichung  (A)  sein  kann 
(Nr.  10),  lassen  sich  stets  n  Constanten  y^,  y^,  •  ■  •  y^  auf  eine  einzige 
Weise  so  bestimmen,  dass  die  Lösung 
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der  reducirten  Differentialgleichung  mit  ihren  (w  —  1)  ersten  Ablei- 
tungen im  Punkte  x  =  1^  die  Werthe  J^,  S.„  •  •  S^  annimmt  (Nr.  9); 
dann  ist  aber,  da  das  Hauptintegral  y  mit  seinen  (w  —  1)  ersten  Ab- 
leitungen für  X  =  i  verschwindet, 

das  gesuchte  Integral  der  completten  Differentialgleichung  (1). 

Die  Integration  der  completten  Differentialgleichung  (1)  lässt  sich 
auch  direct  auf  die  Integration  zweier  homogener  Differentialgleichungen 
zurückführen.  Durch  Integration  der  homogenen  Differentialgleichung 
(w  +  !)*•'  Ordnung 

folgt  nämlich,  dass  jede  Lösung  y  derselben  der  nicht  homogenen 
Gleichung 

P(if)  =  C-p(x) 

genügt,  wo  C  eine  Constante  bedeutet;  umgekehrt  ist  jede  Lösung  der 
reducirten  Differentialgleichung  (A)  eine  solche  Lösung  von  (9),  für 
welche  C  den  Werth  Null,  und  jede  Lösung  von  (1)  eine  solche 
Lösung  von  (9),  für  die  (/  den  Werth  Eins  hat.  Die  Lösungen 
von  (9)  sind  also  entweder  Lösungen  der  reducirten  Differen- 
tialgleichung (A)  oder  bis  auf  constante  Factoren  Lösungen 
der  completten  Differentialgleichung  (1). 

Nachdem  wir  so  die  allgemeine  Theorie  der  Integration  der  nicht 
homogenen  linearen  Differentialgleichungen  auf  die  der  homogenen 
zurückgeführt  haben,  können  wir  nunmehr  die  in  den  Nrn.  18,  19 
angestellten  Betrachtungen  über  die  gemeinsamen  Lösungen  homogener 
linearer  Differentialgleichungen  in  einigen  Punkten  vervollständigen. 

Wenn  die  Differentialgleichung  n*"  Ordnung  P  =  0  durch  alle 
Integrale  der  Differentialgleichung  w*^'  Ordnung  (^  =  0,  (w«  <  w),  be- 
friedigt winl,  so  lässt  sich,  wie  (Nr.  17)  gezeigt  wurde,  die  linke  Seite 
der  ersten  Differentialgleichung  in  die  Form  setzen: 

P  =  RQ, 

wo  It  einen  Differentialausdnick  (w  —  w)**'  Ordnung  bedeutet.  Wenn 
die  Coefficienten  der  Differentialausdrücke  P,  Q  eindeutige  Functionen 
von  X  innerhalb  eines  Bereiches  E  sind,  so  gilt  das  Gleiche  auch  von 
den  Coefficienten  von  P,  da  diese  aus  den  Coefficienten  von  P  und  Q 
durch  Differentiationen  und  rationale  Operationen  zusammengesetzt  sind. 
Sei  y^,  1/^,  "lfm  ^^"  Fundamentalsj'stem  von  ^  =  0,  y^^^^   ein  Inte- 
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gral  von  P  =  0,  welches  nicht  auch  der  Diflerentialgleichung  Q  =  0 
genägtj  dann  ist  (Nr.  17) 

^in    Integral  der  Differentialgleichung  JJ  =  0,  und  'umgekehrt,  wenn  w 
^in      beliebiges  Integral   dieser  letzteren    Differentialgleicliung  bedeutet, 
^o    V>efriedigt  jede  Lösung  der  nicht  homogenen  Gleichung 

di^        Gleichung  P  =  0.  —  Sei  «^,„.i,  ^^',„4.2?  "  '  ^^\  ^^"   Fundamental- 
syfi-ir-^jm  von  li  =  0,  also 

^,„_l__  j,  ^,„4-2?  *'*  ^H  willkürliche  Constanten,  das  allgemeine  Integml 
diests-i^r  Differentialgleichung^  dann  ist  jede  Lr)sung  der  Gleichung 

eii^  ^^  Lösung  von  P  =  0,  und  jede  Lösung  von  P  =  0  ist  unter  dem 
^1*- ^ij^'oraeinen  Integral  der  Gleichung  (10)  enthalten.  Bedeutet  also 
^1»  s^f  '  •  '  z^^^  das  zu  i/j,  •  •  •  y^^^  adjungii-te  Fundamentalsystem  der  zu 
yC  -^j)  =  0  adjungiilen  Differentialgleiclumg  Q\z)  =  0,  so  lautet  nach 
^-  '^(j  das  allgemeine  Integral  von  (10)  und  somit  auch  das  allgemeine 
ln^*:-C3gral  von  P=0: 


71  in 


-  m  -f- 1    tt^^M.     - 


^^^  r.,  r^,  •  •  (•  willkürliche  (.■onstanten  bedeuten:  dies  ist  der  oben 
^^^^  T*.  19,  S.  52)  erwähnte  explicite  Ausdruck  des  allgemeinen  Integrals 
^'^^  »1  P  =  0. 
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Sätze  von  Frobenius. 

Wenn   man    über   die  Natur   der  Coefficienten    keine    besonderen 
oraussetzungen  macht,  kami  man  jedes  Integral  y    der  linearen  lionio- 
'^v^nen  Differentialgleichung 

^Is  Lösung  der  Difterentialgleiehung  erster  Ordnung  (vergl.  Nr.  19) 

y  —        y  =  0 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.   I.  6 
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auffassen  und  dementsprechend  nach  dem  oben  (Nr.  19,  S.  52)  dar- 
gelejiften  Verfahren  die  linke  Seite  F(y)  von  (A)  aus  n  linearen  DifFe- 
rcntialausdrücken  erster  Ordnung  zusammensetzen.  Diese  Darstellung 
von  P(//)  ist  der  Jierlegung  einer  ganzen  rationalen  Fimction  einer 
Variabein  in  Linearfactoren  zu  vergleichen;  man  hat  dieselbe  darum 
wohl  auch  als  die  „Zerlegung  eines  Diflerentialausdruckes  in  symbo- 
lische Factoren  ersten  Grades"  bezeichnet.  Für  das  analytische  Studium 
der  Functionen,  die  durch  algebraische  Gleichungen  definirt  werden, 
hat  jedoch  die  Zerlegung  der  linken  Seite  einer  solchen  Gleichung 
in  Linearfactoren  nur  geringe  Bedeutung,  wesentlich  ist  es  dagegen, 
den  Begriff  der  algebraischen  Gleichung  so  zu  beschränken,  dass  ihr 
gesammter  Inhalt  durch  eine  einzige  monogene  Function  gegeben 
wird.  Wenn  wir  z.  B.  eine  algebraische  Gleichung  n*®"  Grades  in  y 
in's  Auge  fassen,  deren  Coefficienten  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  E 
eindeutige  Functionen  von  :r  sind,  so  handelt  es  sich  also  darum  zu 
untersuchen,  unter  welchen  Umstanden  alle  dieser  Gleichung  genügen 
den  Functionselemente  (Potenzreihen)  aus  einem  beliebigen  unter 
ihnen  durch  analytische  Fortsetzung  innerhalb  E  erzeugt  werden 
können.  Der  Puiseux'sche  Satz  lehrt,  dass  dies  stets  dann  und  nur 
dann  der  Fall  sei,  wenn  die  algebraische  Gleichung  irreductibel  ist, 
d.  h.  wenn  sie  mit  keiner  Gleichung  von  niedrigerem  Grade,  deren 
Coefficienten  auch  innerhalb  JE  eindeutige  Functionen  sind,  eine  Lösung 
gemein  hat.  Da  nun  jede  einer  reductibeln  algebraischen  Gleichung 
genügende  Function  auch  eine  irreductible  Gleichung  befriedigt,  so  kann 
man  sich  also,  wenn  es  sich  um  die  Untersuchung  der  durch  alge- 
braische Gleichungen  definirten  Functionen  handelt,  auf  irreductible  Glei- 
chungen beschranken.  Man  erreicht  durch  diese  Beschränkung  den 
Vortheil,  jeder  algebraischen  Gleichung  eine  monogene  Function  zu- 
ordnen zu  können,  der  alle  Lösungen  der  algebraischen  Gleichung 
angehören,  und  die  auch  umgekehrt  so  beschaffen  ist,  dass  alle  Zweige 
dieser  monogenen  Function,  die  durch  Fortsetzung  innerhalb  des  Ein- 
deutigkeitsbereiches der  Coefficienten  der  Gleichung  entstehen,  der 
Gleichung  genügen.  —  Um  für  das  Studium  der  Lösungen  einer  homo- 
genen linearen  Differentialgleichung  einen  analogen  Vortheil  erzielen 
zu  können,  hat  Herr  Frobenius  in  die  Theorie  dieser  Differential- 
gleichungen auch  den  Begriff  der  Irreductibilität  eingeführt  und 
wir  wollen  jetzt  dazu  übergehen  diesen  Begriff  zu  erörtern. 

Dabei  erweist  es  sich  vor  Allem  als  nöthig,  über  die  Natur  der 
(Joefiicienten  der  Differentialgleichung  besondere  Voraussetzungen  zu 
machen.  —  Nehmen  wir  z.  B.  an,  dass  die  Coefficienten  der  zu  be- 
trachtenden Differentialgleichung  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  JE 
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eindeutige  Functionen  der  unabhängigen  Variabein  x  sind,  so 
nennen  wir  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  irre- 
(luctibel,  wenn  sie  mit  keiner  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung niedrigerer  Ordnung,  deren  Coefficienten  eben- 
falls innerhalb  E  eindeutige  Functionen  sind,  eine  Lösung 
•gemein  hat;  im  entgegengesetzten  Falle  soll  die  Differential- 
gleichung reductibel  genannt  werden. 

Der    so    gefasste    Begriff   der   Irreductibilität   ist   ein    relativer, 

indem    er   wesentlich    von    den    über   die  Natur  der  Coefficienten   der 

Differentialgleichung  getroffenen  Annahmen  abhängig  ist.    In  der  That 

erweist  es  sich  je  nach   der  gerade  auszuführenden  Uutersuchung  als 

zweckmässig,    diese  AnnahmeA   über   die  Natur  der  Coefficienten  und 

damit  also  auch  den  Irreductibilitätsbegrifi*  zu  modificiren.     Man  wird 

nur  immer  dafür  zu  sorgen  haben,  dass  die  vorausgesetzte  Beschaffenheit 

der  Coefficienten  erhalten  bleibt,   wenn  man  mit  diesen   Coefficienten 

irgendwelche  aus  Differentiationen  und  rationalen  Rechnungsprocessen 

zusammengesetzte    Operationen    vornimmt;    die    Nothwendigkeit   dieser 

Beschränkung  wird  sich  aus  den  nachfolgenden  Betraclitungen  ergeben. 

—  Die  Eindeutigkeit  innerhalb  eines  Bereiches  E  genügt  offenbar  dieser 

iorderung,  das  Gleiche  gilt  z.  B.  von    der  Voraussetzung,  die  Coeffi- 

cjienten  sollen  sich  innerhalb  eines  Bereiches  E  wie  rationale  Functioneu 

"verhalten.    Um  unseren  Untersuchungen  di(j  erforderliche  Allgemeinheit 

3tu  belassen,  wollen  wir  die  Natur  der  Coefficienten  der  zu  betrachtenden 

JUitferentialgleichung  nicht  näher  präcisiren,  wir  nehmen  an  dieselben 

l)esässen  gewisse  Eigenschaften,  die  bei  den  ()])erationen  der  Difteren- 

'l;iation  und  bei  Vornahme  rationaler  Rechnungsprocesse  erhalten  bleiben, 

'•ind  sagen   die   Coefficienten  einer  anderen   Differentialgleichung  seien 

^on    derselben   Beschaffenheit  wie  die   der  gegebenen   oder  auch 

Äurz:  die  Ditterentialgleichung  selbst  sei   von  derselben  Beschaffenheit 

>iie  die  gegebene,  wenn  für  ihre  Coefficienten  dieselben  Eigenschaften 

l>e,stehen. 

In  diesem  Sinne  stellen  wir  also  den  Begriff  der  Irre- 
ductibilität wie  folgt  auf:  Eine  gegebene  Differentialglei- 
chung*) heisst  irreductibel,  wenn  sie  mit  keiner  Differential- 
gleichung niedrigerer  Ordnung,  deren  Coefficienten  von 
derselben  Beschaffenheit  sind  wie  die  der  gegebenen,  eine 
Losung  gemein  hat;  im  entgegengesetzten  Falle  heisst  sie 
reductibel.  —  Eine  Ditterentialgleichung  erster  Ordnung  wird  .stets 
als  irreductibel  angesehen. 

•j    Unter  einer  DiHorentialp^leiclmiifif  pchlecbthiu  wird  stets  eine  homogene 
lineare  Differentialgleichung  verstanden. 

6* 
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Wir  stellen  min  eine  Anzahl  von  Sätzen  auf,  die  den  für  irre- 
duetible  algebraische  Gleichungen  bestehenden  Sätzen  analog  sind. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (A)  mit  einer  irreductibeln  Diffe- 
rentialgleichung Q  =  0  von  derselb'en  Beschaffenheit  Integrale  gemein 
hat,  so  kann  man  nach  dem  oben  in  der  Nr.  IG  (S.  44,  45)  dargelegten 
Verfahren  die  linke  Seite  von  (A)  in  die  Form  setzen 

WO  S  einen  Difi'erentialausdnick  bedeutet,  der  von  niedrigerer  Ordnung 
ist  als  Qy  der  durch  die  gemeinsamen  Lösungen  von  P  =  0  und  Q  =  0 
annuUirt  wird  und  dessen  Coefficienten  aus  den  Coefficienten  von  P 
und  Q  durch  Differentiationen  und  rationale  Operationen  erhalten 
werden.  Da  ^  =  0  als  irreductible  Differentialgleichung  mit  keiner 
"Differentialgleichung  5=0,  niedrigerer  Ordnung  und  von  derselben  Be- 
schaffenheit, eine  Lösung  gemein  haben  kann,  so  muss  S  identisch  ver- 
schwinden, d.  h.  es  ist 

P=RQ, 

und  hieraus  folgt  nach  Nr.  17  (S.  40),  dass  P  ==  0  durch  sämmt^ 
liehe  Integrale  von  (^f  =  0  befriedigt  wird. 

Wenn  also  eine  Differentialgleichung  mit  einer  irreduc- 
tibeln Differentialgleichung  von  derselben  Beschaffenheit 
überhaupt  Integrale  gemein  hat,  so  wird  sie  durch  alle 
Lösungen  der  irreductibeln  Differentialgleichung  befriedigt. 

Für  die  Gültigkeit  dieses  Theorems  ist,  wie  aus  der  Herleitung 
desselben  ereichtlich,  die  Forderung  wesentlich,  dass  die  Eigenschaften 
der  Coefficienten,  die  der  Definition  der  Irreductibilität  zu  Grunde 
liegen,  bei  Differentiations-  und  rationalen  Uechnungsprocessen  erhalten 
bleiben;  hierdurch  erscheint  also  diese  Forderung  gerechtfertigt. 

Wenn  die  Differentialgleichung  reductibel  ist,  so  giebt  es  also  eine 
Differentialgleichimg  niedrigerer  Ordnung  von  derselben  Beschaffenheit, 
die  durch  Integrale  von  (A)  befriedigt  wird,  dann  lässt  sich  aber  mit 
Hülfe  des  in  der  Nr.  10  (S.  44,  45)  dargelegten,  dem  Euclid'schen  Algo- 
rithmus analogen  Verfahrens  eine  Ditferentialgleiclning  P^^^  =  i)  her- 
stellen, deren  sämmtliche  Integrale  auch  der  Differentialgleichung  (A) 
genügen.  Diese  Differentialgleicliung  P^^^  =  0  ist,  wie  aus  ihrer  Bildunga- 
weise  hervorgeht,  von  dei-selben  Beschaffenheit  wie  (A);  ist  sie  auch 
wieder  reductibel,  so  liefert  dasselbe  Verfahren  eine  Differentialgleichung 
von  niedrigerer  Ordnung  und  von  derselben  Beschaftenheit,  deren  sänimt- 
liche  Integrale  der  Gleichung  P^^^  =  0  und  folglich  auch  der  Differen- 
tialgleichung (A)  g(»nügen;  fährt  man  so  fort,  so  muss  man  endlich  zu 
einer    irreductiblen    Differentialgleichung    (J>^  =  0    von    derselben    Be- 
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schaffenheit  wie  (A)  gelan«(en,  die  alle  ihre  Integrale  mit  (A)  gemein 
hat.  Wenn  also  die  Differentialgleichnng  (A)  reductibel  ist, 
so  giebt  es  stets  eine  oder  mehrere  irreductible  Differential- 
gleichungen, die  ihre  sämmtliehen  Lösungen  mit  (A)  gemein- 
sam haben. 

Da  die  Gleichung  (A)  durch  alle  Integrale  der  irreductibeln  Diffe- 
rentialgleichung Q^  =  0  l)efriedigt  wird,  so  ist: 

11^    ein   Differentialausdruck   von    derselben   Beschaffenheit    wie   P]   ist 

die    Gleichung  7/^  =  0    wieder   reductibel    und    bedeutet  Q^  =  0   eine 

irreductible  Differentialgleichung,  deren  Integrale  U^  zu  Null  machen, 

so  ist: 

Ji,  =  11,  Q, , 

wo  B.^  auch  ein  Differentialausdiiick  von  derselben  Beschaffenheit  wie 
V  ist;  sollte  R^  =  0  abermals  reductibel  sein,  so  hätte  man  so  fort- 
zufaliren;  schliesslich  erhält  man  fiir  die  linke  Seite  der  Diflerential- 
gleichung  (A)  die  Form 

WO  die  sämmtliehen  Differentialgleichungen 

irreductibel,  und  die  Summe  der  Ordnungszahlen  der  Differential- 
ausdrücke Q^^  Q^  •  •  •  Q^  gleich  der  Ordnungszahl  n  von  (A)  ist. 

Aus  der  in  der  Nr.  24  (S.  (59,  Gleichung  (32))  aufgestellten 
Form  der  adjungirten  Differentialgleichung  folgt,  dass  eine  gegebene 
Differentialgleichung  und  ihre  adjungirie  von  dersel])en  Beschaffenheit 
.sind.  Da  ferner  nach  dem  Ueciprocitätssatze  der  adjungirte  Differential- 
jiusdmck  P'  von  P  =  IIQ  von  der  Form 

P'=  (/W 
ist,  schliessen  wir: 

Eine  Differentialgleichung  ist  zugleich  mit  ihrer  ad- 
jungirten irreductibel  oder  nicht.  Hat  die  gegebene  Diffe- 
rentialgleichung w**^'  Ordnung  mit  einer  irreductibeln  Diffe- 
rentialgleichung m^^  Ordnung  ein  oder  mi^hrere  Integrale 
gemein,  so  wird  die  adjungirte  Differentialgleichung  durch 
sämmtliche  Integrale  einer  Differentialgleichung  {ji  —  nif^^ 
Ordnung  befriedigt. 
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28.    Begriff  der  Irrednctibilitat  im  Falle  eindeutiger  Coefflcienten. 

Betrachten  wir  nunmehr  den  Fall,  wo  die  Coefficienten  der 
Differentialgleichung  (A)  innerhalb  eines  Bereiches  E  ein- 
deutige Functionen  von  ./;  sind  und  beschäftigen  uns  genauer  mit 
dem  auf  diese  Voraussetzung  gegründeten  Begriffe  der  Irreducti- 
bilität  (S.  83,  oben). 

Der  Bereich  U  sei  so  beschaffen,  dass  innerhalb  desselben  kein 
:?ingulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  liegt,  d.  h.  also,  wenn  wir 
den  Coefficienten  p^  der  höchsten  Ableitung  in  der  Differentialgleichung 
als  coustant  voraussetzen,  so  mögen  sich  die  Coefficienten  Pj,  1>2  *  •  P^ 
in  dcT  Umgebung  jeder  Stelle,  die  innerhalb  U  liegt,  regulär  verhalten. 
Dann  verhrdt  sich  (vergl.  Nr.  10,  S.  2Ji)  auch  jedes  particulare 
Integral  der  Differentialgleichung  in  der  Umgebung  jeder  iimerhalb  K 
gelegenen  Stelle  regulär.  Im  Allgemeinen  ist  der  Bereich  t!  ein  mehr- 
fach zusammenhängender,  d.  h.  es  lassen  sich  ganz  innerhalb  E  ver- 
laufende, geschlossene  Wege  angeben,  die  nicht  die  vollständige  Be- 
grenzung eines  Theiles  von  E  bilden.  (Man  sagt  bekanntlich,  eine 
Curve  begrenze  einen  Theil  von  E  vollständig,  wenn  es  nicht  möglich 
ist  von  einem  Punkte  dieses  Theiles  zu  einem  Punkte  der  Begrenzung 
von  E  zu  gelangen,  ohne  jene  Curve  zu  dun*hschneiden.)  Diese  ge- 
schlosseneu Wege  lassen  sich  auch  kurz  dahin  charakterisiren,  dass 
es  nicht  möglich  ist,  dieselben  durch  stetige  Deformation  innerhalb  E 
auf  unendlich  kleine  einen  regidären  Punkt  der  Differentialgleichung 
umgebende  Contouren  zusammenzuziehen.  Lassen  wir  die  unabhängige 
Variable  j'  einen  solchen  Weg  beschreiben,  und  sei  y^  ein  l>eliebige.s 
particuläres  Integral  von  (A),  setzen  i^'ir  also  dieses  particulare  Inte- 
gral auf  einem  solchen  geschlossenen  Wege  fort,  so  wird  i/^  im  All- 
gemeinen eine  Werthändening  erleiden,  iL  h.  in  einen  anderen  Zweig, 
der  auch  wieder  ein  particiüäres  Integral  ist,  übergehen.' —  Jeden- 
falls müssen  sich  (zufolge  des  Theorems  am  Schlüsse  der  Xr.  11)  die 
sämmtlichen  Zweige,  in  die  sich  y^  dun.*h  Fort.setzungen  innerhalb  E 
verwandeln  kann,  durch  n  unter  ihnen  i/^,  v^,  •  •  y,  homogen  linear 
mit  Constanten  Coefficienten  darstellen  lassen:  es  kann  sich  jedoch 
ereignen,  djiss  hierzu  nicht  w,  sondern  nur  wi  <  n  solcher  Zweige 
erforderlich  sind.  Möge  jeder  durch  Fortsetzimg  innerludb  E  ent- 
stehende Zweig  von  y^  als  homogene  lineart^  Function  mit  constanten 
Coefficienten  der  w  Zweige  y^,  y^,  •  •  •  y^^  dargestellt  werden  können, 
während  zwischen  diesen  ni  Zweigen  keine  homogene  lineare  Be- 
ziehung mit  constanten  Coefficienten  besteht.  Dann  werden  bei  einem 
beliebigen  innerhalb  E  verlaufenden  geschlossenen  Wege  von  x  die  m 
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Zweige  i/^,  y^,  •  •  •  y^,,  iu  horaof^ene  lineare  Funetioneu  y^,  y^,  -  •  •  y,,^  ihrer 
selbst  mit  constanten  Coefficienten  übergehen,  und  diese  y^,  y^y  '  -  -  y„^ 
werden  auch  wieder  linear  unabhängig  sein,  da  ja  eine  homogene  lineare 
Beziehung  mit  constanten  Coefficienten 

bei  beliebiger  Fortsetzung  der  y^,  •  •  •  y^^^  bestehen  bleiben  und  also  auch 
zwischen  den  ^p  J/g?  •  *  *  !/„  stattfinden  müsste.  Die  y^^,  •  •  •  y^^^  erfalircn 
demnach  bei  beliebigen  innerhalb  E  vollzogenen  geschlossenen  Umläufen 
der  Variabein  x  eine  lineare  Substitution  mit  nicht  verschwindender 
Determinante  (vergl.  Nr.  12).  Bilden  wir  also  die  homogene  lineare 
Diifterentialgleichung  m^^  Ordnung 

o(,Ä  _  /     ir  ^(y-2/i.  y^   •y.Q  _ 
Q{yy-{-l)    -2>(y,,2/,...2,„,)--0, 

der  (Nr.  14)  die  m  Functionen  y^,  y^,  •  •  y^^^  genügen,  so  bleiben 
(Nr.  15)  die  Coefficienten  dieser  Difl*erentialglcichung  l)ei  allen  inner- 
halb E  verlaufenden  geschlossenen  Wegen  von  x  ungeändert,  sie  sind 
folglich  innerhalb  i?  eindeutige  Functionen.  Wenn  also  m  <  w,  so  ist 
die  Diflerentialgleichung  (A)  reductibel,  da  sie  alsdann  mit  der  Diffe- 
rentialgleichung niedrigerer  Ordnung  und  von  derselben  Beschaffenheit 
Q  =  0  Integrale  gemeinsam  hat.  Wir  erhalten  somit  den  wichtigen  Satz: 

Die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Zweige  eines  jeden 
particulären  Integrals  einer  irreductibeln  Differentialglei- 
chung ist  genau  gleich  der  Ordnung  der  Differentialgleichung. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (A)  reductibel  ist,  so  besitzt  sie 
also  jedenfalls  ein  Integral  y^,  welches  einer  Differentialgleichung 
niedrigerer  (m**')  Ordnung  ^  =  0  von  derselben  Beschaffenheit  wie  (A) 
genügt;  dann  wird  aber  (vergl.  Nr.  5),  da  die  Coefficienten  von  Q  =  0 
innerhalb  E  eindeutige  Functionen  sind,  auch  jeder  Zweig  von  y^,  der 
durch  Fortsetzung  auf  innerhalb  E  verlaufenden  Wegen  entsteht,  dieser 
Differentialgleichung  genügen  müssen;  es  lassen  sich  also  alle  diese 
Zweige  von  y  (nach  dem  Theorem  am  Schlüsse  der  Nr.  11)  durch 
höchstens  m  unter  ihnen  homogen  linear  mit  constanten  Coefficienten 
darstellen;  wir  können  demgemäss  sagen: 

Unter  den  particulären  Integralen  einer  reductibeln 
Differentialgleichung  befinden  sich  stets  solche,  für  die  die 
Anzahl  der  linear  unabhängigen  Zweige  kleiner  ist  als  die 
Ordnung  der  Differentialgleichung. 
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"Jd.    Analytische  Bedeutung  des  Irreductibilitätsbegriffes  für 
Differentialgleichungen  mit  eindeutigen  Coeffllcienten. 

Auf  Grund  dieser  Siitzo  läsHt  sich  nun  die  analytische  Bedeutung 
des  besonderen  IiTcductil)ilitätsbegriftes,  auf  den  sich  die  letzten  Be- 
trachtungen beziehen,  klarlegen.  Wenn  die  Differentialgleichung  (A), 
deren  Coefficienten  innerhalb  des  Bereiches  E  eindeutige  Functionen 
sind,  irreductibel  ist,  und  wir  fassen  ein  beliel)iges  zu  einem  Punkte 
ic  =  I  von  E  gehöriges  und  der  Differentialgleicliung  genügendes 
Functionselement,  d.  h.  also  eine  nacli  positiven  ganzen  Potenzen  von 
X — I  fortschreitende  Reihe  ^^(j;|S)  in's  Auge,  so  definirt  diese  ^in 
wohlbestimmtes  particuläres  Integral  von  (A).  Es  müssen  sich  dann,  zufolge 
des  vorhin  bewiesenen  Satzes,  n  —  1  innerhalb  E  verlaufende,  von  |  aus- 
gehende und  zu  diesem  Punkt  zurückkelirende  geschlossene  Wege  legen 
lassen,  die  so  beschaffen  sind,  dass  wenn  wir  $^(x,|)  auf  diesen  Wegen 
analytisch  fortsetzen,  (n  —  1)  andere  Potenzreihen 

entstehen,  die  mit  ^j(.r||)  zusammen  keine  homogene  lineare  Gleichung 
mit  Constanten  Coeflicienten  erfüllen.  Jede  dieser  (n  —  1)  Potenzreihen 
definirt  ein  neues  particuläres  Integral  von  (A).  Bedeutet  nun  ^(xlS) 
eine  beliebige  in  einer  gewissen  Umgebung  von  ,t  =  |  convergente 
und  der  Dilferentialgleicluing  (A)  genügende  Potenzreihe,  so  muss 
Sß  (x  1 1)  in  der  Form 

^(x||)=2'c„?„(^ll) 

a=l 

darstellbar  sein,  wo  die  c^  («=  1,  2  •  •  •  7i)  Constanten  ])edeuten.  Hieraus 
folgt,  dass  für  jeden  beliebigen  innerhalb  E  gelegenen  Werth  x  =  ri 
jede  nach  Potenzen  von  x  —  iy  fortschreitende,  in  einer  gewissen  Um- 
gebung von  X  ==  rj  convergente  und  der  Diflferentialgleichung  (A)  ge- 
nügende gewöhnliche  Potenzreihe,  als  homogene  lineare  Function  mit' 
Constanten  Coefficienten  von  n  Reihen  dargestellt  werden  kann,  die 
aus  den  ^^^  (x  \  |)  hervorgehen,  wenn  wir  dieselben  auf  einem  beliebigen, 
ganz  innerhalb  E  verlaufenden  Wege  nach  x  =  iy  hin  fortsetzen.  Die 
linearen  homogenen  Combinationen  der  aus  ^^^(a;|S)  durch  alle  mög- 
lichen Fortsetzimgen  innerhalb  E  entstehenden  Reihen  erschöpfen  also 
die  Gesammtheit  aller  die  Differentialgleichung  (A)  befriedigenden,  zu 
den  Punkten  von  E  gehörigen  Functionselemente,  wir  können  also 
sagen:  der  Gesammtinhalt  der  irreductiblen  Differential- 
gleichung   findet    sich    in    jedem    einzelnen    ihr   genügenden 
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fnnctionselementc    zusainmengefHast.      Wenn    eine    Differential- 
gleichung reductibel  ist,  so  können  sieh  unter  ihren  Integnilen  zwar 
«üch  solche  befinden,  für  die  die  Anzahl  der  durch  Fortsetzung  inner- 
ialb  E  entstehenden  Zweige  genau  gleich  der  Ordnung  der  Differential- 
gieichung  ist,  ein  Functionselement  eines  solchen  Integrals  ersch()pft 
^*feo    dann  auch,  durch  die  linearen  Combinationen  seiner  sämmtlichen 
Fortsetzungen    innerhalb    £,    den   Gesammtinlialt   unserer    Ditferential- 
llfleiehung,   dies  ist  aber  nicht  für  jedes  der  reductibehi   Dilf'erential- 
gleiohung  genügende  Functionselement  der  P'all. 

Begrifflich    erscheinen   hiernach    die    in-eductibeln  Differentialglei- 
clii-ixagen  immerhin  einfacher  als  die  reductibeln,  aber  wenn  wir  bedenken, 
"^isj3  nicht  nothwendig  jedes  Integral  einer  reductibeln  Differentialgleichung 
fiixt3r  irreductibeln  niedrigerer  Ordnung  und  von  derselben  Beschaffen- 
"^'it  genügen  muss,  und  dass  überdies  das  Verfahren  der  analytischen  Fort- 
«t-^fc^suug  eines  Functionselementes,  seiner  praktischen  Undurchfülirbarkeit 
^*^|E?en,  für  die  Integration  einer  linearen  Differentialgleichung  nur  priuci- 
i'^^^ile  Bedeutung  hat,  so  übersehen  wir  leicht,  dass  den  irreductibeln  Dif- 
^^^ntialgleichungen  in  imserer  Theorie  eiue  wesentlich  andere  Rolle  zu- 
*^*lt,  wie  den  irreductibeln  Gleichungen  in  der  Theorie  der  algebraischen 
^^  :iictionen.     Die  Bedeutung    des  Begi'iffes    der  Irreductibilitilt    in   der 
*^<Jürie  der  linearen  Differentialgleichungen  liegt  ganz  ausschliesslich 
^^^in,    dass    reductible  Differentialgleichungen  gewisse  Integrale  be- 
j  *  ^^en,   die  einfacher  sind  als  das  allgemeine,  indem  die  A%&ahl  ihrer 
^  ^  Xear  unabhängigen  Zweige  kleiner  ist  als  die  Ordnung  der  Differen- 
^  ^  ^^gleichung.     Da  man  durch  die  Kcnntniss  einer  Anzahl  von  particu- 
^^^^n   Integralen    das  Problem    der  Integration  .vereinfachen. kann,    so 
•^^^  ird  es  also  auch  für  die  Untersuchung  des  allgemeinen  Integrals  von 
/ichtigkeit  sein,  festzustellen,   ob  eine  gegebene  Differentialgleichung 
^^•ductibel  ist,   und  wenn   das  der  Fall  ist,   diejenigen  ihrer  Integrale 
Xiszusondeni ,  welche  Differentialgleichungen  niedrigerer  Ordnung  und 
Oll  derselben  Beschaffenheit  genügen.  —  Natürlicli  hängt  die  Lösung 
^Xieser  Aufgabe   wesentlicli  von  der  Beschaffenheit  des  Bereiches  is  al), 
^  linerhalb    dessen    die    Coefficienten    der    Differentialgleichung    als    ein- 
^leiitige  Functionen    vorausgesetzt   wenden;    wenn   z.   B.  U  ein   einfach 
Zusammenhängender  Bereich  ist,  so  kehrt  jedes  Integral  l)ei  jedem  ganz 
innerhalb  E  verlaufenden   geschlossenen   Wege  der  unabhängigen  Va- 
riabein zu  seinem  Ausgangswerthe  zurück,  d.  h.  jedes  Integnil  ist  selbst 
<jindeutig  innerhalb  i:,',  die  Differentialgleichung  ist  also  in  dem  Sinne 
reductibel,  dass  sie  mit  so  vielen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
von   derselben  Beschaffenheit,  als  ihre  Ordnungszahl  beträgt,  Integrale 
gemein   hat.     (Man    könnte  in   diesem  Falle  sogar  sagen,  mit  ebenso 


i 
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vielen  Differentialgleichungen  nullte r  Ordnung.)  Der  nächst  einfachste 
Fall  wäre  der  eines  zweifach  zusammenliängenden  Bereiches  /?;  in 
einem  solchen  lasst  *  sich  ein  geschlossener  Weg  Uj  der  keinen  Theil 
von  E  vollständig  begrenzt,  legen,  iii  den  jeder  andere  geschlossene 
Weg,  der  eine  Werthänderung  der  Integrale  verursachen  könnte,  d.  h. 
der  sich  nicht  auf  einen  regulären  Punkt  zusammenziehen  lässt,  stetig 
deformirt  werden  kann;  kennt  man  also  das  Verhalten  eines  Integrals  y, 
wenn  x  den  Weg  U  beschreibt',  so  kennt  man  damit  das  Verhalten 
von  y  bei  allen  innerhalb  E  verlaufenden  Wegen.  Ein  solcher  Bereich 
wäre  z.  B.  ein  durch  eine  geschlossene  Curve  begrenztes  Ebenenstück, 
das  einen  einzigen  singulären  Punkt  der  Differentialgleichung,  bei 
dessen  Umkreisung  die  Coefficienten  der  Diflferentialgleichung  ungeändert 
bleiben,  in  sich  schliesst,  allgemeiner  irgend  ein  von  zwei  geschlossenen 
Curven  begrenzter  ringförmiger  Theil  der  Ebene,  innerhalb  dessen  kein 
singulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  liegt  imd  innerhalb  dessen 
sich  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  eindeutig  verhalten.  — 
Für  einen  solchen  zweifach  zusammenhängenden  Bereich  E  gilt  der 
für  die  ganze  Theorie  gnmdlegende  Satz  von  Herrn  Fuchs,  dass  eine 
Differentialgleichung,  deren  Coefficienten  innerhalb  E  ein- 
deutige Functionen  sind,  stets  reductibel  ist  und  dass  sie  mit 
einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  von  derselben 
Beschaffenheit  ein  Integral  gemein  hat. 

Wir  ^wenden  uns  jetzt  'zum  Beweise  dieses  Satzes  und  im  An- 
schluss  hieran  überhaupt  zu  dem  Studium  der  Lösungen  linearer 
homogener  Differentialgleichungen  mit  eindeutigen  Coefficienten  inner- 
halb einejj  zweifach  zusammenhängenden  Bereiches.  Hierauf  werden 
wir  dann  die  Untersuchung  eines  Bereiches  von  beliebiger  endlicher 
Zusammenhangszahl  gründen  und  damit  zu  specielleren  Problemen,  wie 
sie  die  Theorie  der"  linearen  Diff'erentialgleichungen  mit  algebraischen 
oder  rationalen  Coefficienten  darbietet,  übergehen  können. 


Dritter  Abschnitt. 
Theorie  der  Fandamentalgleiehnng. 

Erstes  Kapitel. 

30.    Lineare  Substitationen  von  n  Grössen.     Composition  und 

Determinantenbeziehungen. 

Wir  wollen  zunächst  einige  Bezeichnungen  hervorheben,  deren  wir 
uns  im  Folgenden  zu  bedienen  haben. 

Beschreibt  die  unabhängige  Variable  x  der  Differentialgleichung 
(A)  einen  geschlossenen  Umlauf  l^,  der  ganz  innerhalb  E  verläuft,  also 
die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  zu  ihren  Ausgimgswerthen 
zurückführt,  so  erleiden  die  Elemente  y^ ,  y^  •  •  •  y^  eines  Fundamental- 
systems, wie  wir  am  Schlüsse  des  ersten  Abschnittes  (S.  34)  gesehen 
haben,  die  lineare  Substitution: 

mit  nicht  verschwindender  Determinante.  Wir  bezeichnen  das  System 
der  n  Functionen  If^V^  '    '  Vn  ^l^^^^h 

<He  durch  die  Gleichungen  (1)  dargestellte  lineare  Su])ötitution  durch 
die  Symbole 

beziehungsweise 

je  nachdem  nur  die  Coefficienten  der  Substitution  oder  auch  die  die- 
selbe erleidenden  Elemente  y^  und  die  aus  den  y^  durch  die  Sub- 
stitution entstehenden  Elemente  y  hervorgehoben  werden  sollen. 
Von  den  Coefficienten  a^^  einer  linearen  Substitution  oder,  wie  wir  uns 
zuweilen  auch  ausdrücken  wollen,  von  den  Elementen  eines  Systems 
von  M*  Grössen  a^^  sagen  wir,  es  gehörten  die  mit  einem  und  dem- 
selben ersten  Index  x  versehenen  zur  x*®"  Zeile,  die  mit  demiselben 
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zweiten  Index  A  versehenen  zur  A*®"  Reihe;  durch  Angabe  beider  In- 
dices  wird  die  Stelle  eines  Coeffieieuten  der  Substitution  markirt.  Die 
Determinante  der  Substitution  A  bezeichnen  wir  kurz  durch  das  Zeichen: 

I  ^  I  =  I  a^  ^  I  (X,  ^  =  1,  2  •  •  •  n). 

Seien 
zwei  lineare  Substitutionen,  und 

drei  Systeme  von  je  n  Fimctionen,  die  durch  die  Beziehungen 

^  \  (x  =  l,2        n), 

W  =  s  K]  I 

mit  einander  verknüpft  sind.  Dann  entsteht  auch  das  Functionssystem 
\u]  aus  \z^]  durch  eine  lineare  Substitution 

^=  (y^x)  (*,x=i,2-    «), 

so  dass  also 

[»x]  =  ^K]- 

Man  nennt  C  die  aus  den  Substitutionen  A,  B  (in  dieser  Reiher 
folge)  componirte  Substitution  und  bezeichnet  diese  Beziehung  zw 
sehen  jenen  drei  Substitutionen  durch  die  symbolische  Gleichung 

(2)  C=AB, 

Die  Coefficienten  y.    ^er  componirten  Substitution  setzen  sich 
den  Coefficienten  der  Componenten  -4,  B  in  der  Weise  zusammen,  ' 


(3)  y,x  =  ^«aAx  ('.«=.».«-). 

und  man  hat  also   die  symbolische  Gleichimg  (2)  einfach  als  eil 
kürzende  Bezeichnung  für  diese  n^  Gleichungen  anzusehen. 
Nach  dem  Multiplicationstheorem  der  Determinanten  ist: 


>;'«.*ft 


IX   I        I    •    I 


IX  I       I   •   «X   I   ' 


oder 

(4)  lC|  =  |^i-iJ5|, 

d.  h.  die  Determinante  der  componirten  Substitution  i 
'    —  T>roducte  der  Determinanten  der  Componenten. 

^-^  nach   dem  Laplace'schen  Determinante 
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■  I    •  lÄ  ^  ,     l       th   \     \   r. 


/  i  —  /      t     .  .  .   • 

'   *  =  ''i  I  *a  ■  ■  ■  *w » 


^0  wir  durch  die  drei  Systeme  von  v  Indices 


hy  S"  \ 


V.        V      •   •   •    ^ 


h     h    •  •  •  h 

'r?^i:idwelche  Combinationen  von  je  v  der  Zahlen  1,  2,  •  •  •  w  bezeichnen, 
^^      die  durch  das  Zeichen 

^"S^deutete  Summation  sich  auf  alle  • 

nin  —  1)  •  •  •  (n  —  v  -\-  1) 

n  = v-T- — ^ '--^ 

V  1  '  2        ■  V 

™^^hchen  dieser  Combinationen  bezieht. 

Zwei  Substitutionen  heissen  einander  gleich,  wenn  sie  aus  einer 
S^^ichen  Anzahl,  von  Coefficienten  gebildet  sind,  und  wenn  in  beiden 
^^  jeder  Stelle  derselbe  Coefficient  steht.  Componirt  man  eine  Sub- 
^^^tution  A  mit  einer  ihr  gleichen  Substitution,  oder  wie  man  auch 
^^i;,  mit  sich  selbst,  so  bezeichnet  man  die  so  entstehende  Substi- 
"^'tion  AA  durch  A'}  ebenso  setzt  man 

A  =  A  A  =  AA  , 
^^Xgemein 

^o  a^,  «2  •  •  •  «^  pQsitive  ganze  Zahlen  bedeuten,  deren  Summe  gleich 

^  ist.     Man  nennt  dann  A*^  wohl  auch  die  x^^  Potenzier  Substitution 

-4.    Allgemein  ist  einleuchtend,  daas  für  die  hintereinander  ausgeführte 

Composition  mehrerer  Substitutionen  A^,  A^  •  -  -  A^  in  der  diese  Com- 

position  darstelleirden  symbolischen  Bezeichnung 

zwar  das  associative,  nicht  aber  (wenigstens  im  Allgemeinen  nicht) 
das  commutative  Gesetz  der  Multiplication  gültig  ist. 

Die  einfachste  Substitution,  die  ein  Functionssystem  [t/J  erleiden 
kann,  ist  die,  wo  jedes  Element  desselben  mit  einer  und  derselben  Con- 
stanien  a  multiplicirt  wird;  wir  bezeichnen  eine  solche  Substitution 
kurz  durch  a,  und  schreiben  also 
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Der  besondere  Fall  a  =  1  giebt  die  sogenannte  identische  Sub 
tution^  die  also  durch  1  zu  bezeichnen  sein  wird,  es  ist  dann 

1=(*.^)  (.;x=i,2     »), 

wo  wir,  wie  auch  häufig  im  Folgenden, 

d.^  =  0     für     «  =H  ^  7 
d.^  =1     für     i  =  X 
gesetzt  haben. 

Wir  fragen  nach  einer  Substitution 

Ä  =  {a'.^         (i\x=i,8  •  «), 

die  mit  A  componirt  die  identische  Substitution  1  ergiebt.  Nach  ( 
chung  (3)  muss  dann  sein 

n 

y^ U.a.    =  8.  , 

^^j       ih    Ax  ix" 

A  — 1 

hieraus  ergeben  sich,  da  die  Determinante  |  A  als  von  Null  verschi« 
vorau^esetzt  wurde,  die  Coefficienten  der  gesuchten  Substitution  A 
der  Form 

(6)  <x  =  d-' 

wo  A^^  die  zum  Element  a^^^  gehörige  Subdeterminante  von  |  A  \ 
deutet,  d.  h. 

A  ,  =  tLi  I . 

Es  giebt  also  zu  jeder  Substitution  A  mit  nicht  verschwinde: 
Determinante  eine  Substitution  Ä  von  der  BeschafiPenheit,  dass 

(7)  AÄ=\., 

wir  nennen  Ä  die  zu  A  inverse  Substitution  und  bezeichnen  sie 
Beziehung  (7)  entsprechend  durch 

(8)  ^'=^~'; 

die  Coefficienten  der  inversen  Substitution  von  A  %verden  durch 
Gleichungen  (G)  gegeben.  Nach  einem  bekannten  Satze  der  Dete: 
nantentheorie  ist: 

und  in  nicht  misszu verstehender  Bezeichnungsweise: 

XA 
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Hiei-aus  folgt,  dass  auch  umgekehrt  Ä  die  zu  Ä  inverse  Substitution 
ciar-s^iellt;  die  symbolische  Gleichung  (8)  kann  also   auch  in  der  Form 

gesc^hrieben  werden. 

Ist  eine  Substitution  C  aus  de»  beiden  Substitutionen  A  und  B 

coM-^j)onirt 

C=AB, 

so  i  st,  wenn  die  Determinanten  von  A  und  B  von  Null  verschieden 
vor:«^xisgesetzt  werden,  die  zu  C  inverse  Substitution  C  durch  die 
Gle^ichung 

iefiriirt.    Nun  ist  aber,  wenn  A\  B'  die  zu  A,  B  inversen  Substitutionen 

beil tauten,  offenbar 

ABB'Ä=CB'Ä  ^l, 

^^l^lich  haben  wir 

C=B'Ä, 

^-     li.  die  inverse  Substitution  einer  aus  zweien  componirten 

*^  ta  Institution  ist  aus  den  inversen  der  Componenten  in  umge- 

^^Ixrter  Reihenfolge  componirt.    Dies  gilt  offenbar  auch  für  Sub- 

****tvitionen,  die  aus  beliebig  vielen  Substitutionen  (mit  nicht  verschwin- 

^^^><ler  Determinante)  componirt  sind. 

Wir  heben  hier  gleich  die  Beziehung  der  inversen  Substitution  zu 
^^^•^      oben  (Nr.  23,  S.  G5,  G6)  definirten  reciproken  Substitution  hervor. 
^*^     letztere  wird  (vergl.  Gleichung  (24)  S.  05)  in  unserer  jetzigen  Be- 
nung  in  der  Form 

estellt  werden  können,  sie  geht  also  aus  der  inversen  Substitution 
or,  indem  man  in  dieser  die  Reihen   zu  Zeilen  und  die  Zeilen  zu 
f^^^^laen  macht,  d.  h.  indem  man  die  inverse  Substitution  transponirt. 
^^-■-^Jen  wir  die  inverse  Substitution  der  reciproken,  so  ist: 

"^    ^fc^..  die  inverse  Substitution  der  reciproken  ist  die  transpo- 
^  ^•^  le  ursprüngliche  Substitution. 

Wenden  wir  die  Bezeichnungen  der  componirten  und  inversen  Sub- 

Vitionen  auf  ein  Fundamentalsystem  [t/J   an,  so  können  wir  sagen: 

iidet  [y^]  bei  einem  innerhalb  E  verlaufenden  geschlossenen  Umlaufe 

ciie  Substitution  Aj  bei  einem  anderen  ebenfalls  innerhalb  E  verlau- 

J^^^^en  geschlossenen  Umlaufe   V  die  Substitution  B,  so  erleidet  dieses 

^^^damentalsystem,  wenn  man  erst  U  und  dann  F  ausführt,  die  com- 
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ponirte  Substitution  yili.    Ebenso  verhält  es  sich,  wenn  mehr  als  zwei 
Umläufe  hintereinander  ausgeführt  werden.    Wird  der  Umlauf  U  Amal 
hintereinander  vollzogen,  so  erfährt  [i/^]  die  Substitution  A^. 
Geht  [y^J  durch  den  Umlauf  U  über  in 

so  wird,  wenn  wir  dann  den  Umlauf  U  wieder  im  entgegengesetzten 
Sinne  ausführen,  [^^]  übergehen  müssen  in  [y^],  also  muss  bei  dem  im 
entgegengesetzten  Sinne  vollzogenen  Umlaufe  U  —  wir  bezeichnen  den- 
selben wohl  auch  durch  U~  —  das  Fundamentalsystem  [y^]  eine  Sub- 
stitution erfahren,  die  mit  A  componirt  1  ergiebt;  d.  h.  es  entspricht 
dem  im  entgegengesetzten  Sinne  beschriebenen  Umlaufe  U  die  zu  A 
inverse  Substitution  Ä  =  A~  .  Setzen  wir  also  fest,  dass  wir  unter 
dem  —  k  mal  vollzogenen  Umlaufe  U  den  l  mal  im  entgegengesetzten 
Sinne  beschriebenen  Umlauf  verstellen  wollen,  so  können  wir  sagen, 
wenn  die  unabhängige  Variable  den  Umlauf  U  rmal  vollzieht, 
so  erleidet  [//^]  die  Substitution  ^'^,  r  eine  positive  oder  nega- 
tive ganze  Zahl. 


31.   Verhalten  der  Integrale  einer  linearen  Differentialgleichiing  in 

einem  zweifach  zusammenhängenden  Bereiche.     Satz  von  Fuchs. 

Fundamentalgleichung.     Fall  ungleicher  Wurzeln. 

Es  sei  nun  E  ein  zweifach  zusammenhängender  Bereich,  U  ein 
innerhalb  E  verlaufender  einfacher  geschlossener  Weg,  der  keinen  Theil 
von  E  vollständig  begrenzt,  der  aber  so  beschaffen  ist,  dass  jeder  andere 
innerhalb  E  verlaufende  einfache  geschlossene  Weg  entweder  für  sich 
oder  mit  U  zusammengenommen  die  vollständige  Begrenzung  eines 
Mächenstückes  von  E  bildet.  Möge  femer  beim  Umlaufe  U  das  Funda- 
mentalsvstem   [//^|  die  Substitution 

erleiden,  dann  wird  dieses  Fundamentalsystem  bei  jedem  innerhalb  E 
verbleibenden  geschlossenen  Wege  entweder  ungeändert  bleiben  oder 
eine  (positive  oder  negjitive)  l\)tenz  der  Substitution  A  erfahren.  Sei 
V  ein  beliebiges  particuläres  Integnd  der  Ditterentialgleichung  (A),  also 

n 

(2)  '•=  y-'x.'/x. 


x  =  l 
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^,  •  •  •  a*^  Constanten,  und  bezeichnen  wir  das,  was  aus  einer  Function 
f{a:)  von  x  wird,  wenn  x  den  Umlauf  U  Amal  vollzieht,  durch 

^o  also 

e'f{x)  =  &f{x),     S'f{x)  =  f{x), 
so   wird,  da 

n 

(3)  ey^  =  2  %iy,        (x=i,  2  .  «) 

ist,    das  Integral  v  durch  den  Umlauf  U  übergehen  in 


X  =  l  1  =  1  x  =  l 

wotei 


n 


1  =    "^öf     Ä". 


iC    = 

X 


i==l 


gesetzt  wurde.  —  Allgemein  ist: 

X  =  l 

^enix 

n 

X  ^^1        IX      $  f  I  »  ' 

1  —  1 

^^^     ^  =  1^  2,  3  •  •  •  gesetzt  wird.    Bezeichnen  wir  die  Coefficienten  der 
**      I^otenz  von  A  durch  a^.^^  also 

IX  ' 

estehen  die  Gleichungen 


So 


f  X  ^^^      « A  Ä  X 


A  =  l 

Ti  wir 


S^t; 


lA  ih 


^n.     Dann  ist  auch 

^"  =  (*.)  =  !' 
die    Gleichungen    (7),    (8)    behalten    demnach    auch    für   negative 
Tthe  von  X  ihre  Gültigkeit.     Mit  Benutzung  dieser  Zeichen  ist  also 


A 

er 


/  X  ^^J         »  X      t 

I 
Sohlesinger,  IHfferentialgleichangen.    I. 


V 
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and 

(11)  ^r^^.y^^^;l^^. 

In  dieser  Form  sind,  zufolge  der  über  die  Xatnr  des  Bereiches  E  ge- 
machten Voraussetzungen,  alle  Zweige  Ton  r,  die  durch  Fortsetzung 
innerhalb  E  entstehen  können,  enthalten.  Im  Allgemeinen  besteht  also 
zwischen  je  w  -}-  1  dieser  Zweige  eine  homogene  lineare  Beziehung  mit 
coastanten  Coefficienten.     Betrachten  wir  insbesondere  die  n  Zweige 

r,  Ör,  ö^r,  •  •  •,  Ö*"~  r, 

so  wird,  wenn  diese  linear  unabhängig  sind,  zufolge  des  Theorems  der 
Xr.  15  S.  39,  das  Integral  r  keiner  Differentialgleichung  von  niedrigerer 
als  der  w**"  Ordnung  und  von  derselben  Beschaffenheit  wie  (A),  d.  h. 
mit  innerhalb  E  eindeutigen  Coefficienten  genügen:  besteht  umgekehrt 
schon  zwischen  den  ft  +  1  ersten  dieser  Zweige 

eine  homogene  lineare  Beziehung  mit  constanten  Coefficienten,  so 
dass  also 

(12)  «/„Ö^r  +  .v_  _,©"-»,.  +  ..  .+  ^^^r  =  0, 

</,  +  o, 

//„'  //ii_i>  *  *  •'  9o  Constante,  so  bleibt  diese  Beziehung  auch  bei  be- 
liebigen Umläufen  bestehen,  und  man  erkennt  demnach,  dass  zwischen 
je  /i  +  1  aufeinander  folgenden  der  ö*r,  ako  auch  zwischen  irgend 
fi  4"  1  dieser  Zweige  eine  linean^  Abhängigkeit  herrscht.  In  diesem 
Falle  genügt  also  r  einer  linearen  homogt»nen  Differentialgleichung  von 
höchstens  ft**'  Ordnung  mit  innerhalb  E  eindeutigen  Coefficienten,  d.  h. 
die  Differentialgleichung  (A)  ist  reiluctibel.  Der  einfachste  Fall  wäre 
der,  wo  schon  zwischen  r  und  Gr  eine  lineare  Beziehung  bestände, 
d.  h.  wo 

(13)  Sr  =  G}i\ 

cj  eine  Constante,  wäre.     Dann  müsste  also 

X  X  h 

.sein:  da  aber  die  i/.  •  •  •  i/  ein  Fundamentalsvstem  constituiren,  rauss 
sich  die  Gleichung  \\\^  auf  eine  Identität  nnhu-iren,  d.  h.  es  müssen 
die  Coefficienten  der  einzt^lnen  ?/  für  sich  vt^rsoh winden,  wir  erhalten  also 


cü.i    ==     ^  a.  j\  i»f=i.i\ 

y  ^__^       *.  X     K 

f. 
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oder 

n 

(15)  2'*^"*»"**«'°^^*^^  (x  =  l,2        »). 

A  =  l 

Diese  n  homogenen  linearen  Gleichungen  lassen  sich  dann  und  nur 
dann  durch  nicht  sämmtlich  verschwindende  Werthe  der  x^  befriedigen, 
iv^eim  die  Determinante  .• 

v©x"schwindet,  d.  h.  bedeutet  ©^  eine  Wurzel  der  Gleichung 
Cie)  J^Co,)  =  I  «,,  -  d,,a,  j  =  0, 


urx  ^  bedeutet  ferner  x^,  x^  •  •  -  x^  ein  Lösungssystem  der  Glei- 
oii.  mingen 


n 


(1'=')  >"(«*« -**x«J^*  =  o, 


A==l 


ist  das  Integral 


beschaffen,  dass 


n 

a  ^^J      x*^x 

x=^l 


0t«     =  CJ   ti 

a  a    a 


^  und  es  genügt  also  u^  einer  Differentialgleichung  erster 
^nung  von  derselben  Beschaffenheit  wie  (A).    Dies  ist  das  am 
osse  des  zweiten  Abschnittes  angekündigte,  für  die  ganze  weitere 
^•wickelung  grundlegende  Theorem  des  Herrn  Fuchs.    Die  Gleichung 
3  wird  die  zum  Umlaufe  U  oder  zum  Bereiche  E  gehörige  Funda- 
utalgleichung  genannt;  diese  Bezeichnung  wird  sich  dadurch  recht- 
igen, dass,  wie  wir  sehen  werden,  die  gedachte  Gleichung  nur  von 
Natur  des  Bereiches  E,  nicht  aber  von  der  Wahl  des  Fundamental- 
^•ems  [yj  abhängt.     Da  die  Determinante 

Null  verschieden  ist,  so  sind  die  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung 

von  Null  verschieden,  es  giebt  also  stets  mindestens  so  viele  In- 

e  u  ,   als  von  einander  verschiedene  Wurzeln  der  Fundamental- 

ichung  vorhanden  sind;  denn  entsprechend  jeder  Wurzel  cj^  liefern 

Gleichungen   (17)   mindestens   ein    System   nicht   verschwindender 

^^^ssen  a?j,  x^  •••  x^.     Um   die  Bedeutung   der   so   bestimmten  Inte- 


Je  u^  hervortreten  zu  lassen,  behandeln  wir  zunächst  den  besonderen 
'^Xi  etwas  genauer,  wo  die  Fundamentalgleichung  n  von  einander  ver- 
^^Ixiedene  Wurzeln  co, ,  o«  •  •  •  gj    besitzt.     Sei 
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ein  Losungssystem  der  Gleichungen 


2("*» -•**«"'-)  ^*  =  ^ 


*=i 


setzen  wir  ferner 


^18)  «„==2'''"'''  (-=!.»      -). 

SO  ist: 

Su   =  a  u 

a  a    a 

und  allgemein 

(19)  ö'«„  =  oi«„. 

Die  n  Integrale  n^  bilden  ein  Fundamentalsystem  der 
Differentialgleichung  (A);  denn  bestünde  eine  Relation 

n 

Vc  u  =0 

^^     a    a 
o  — 1 

mit  Constanten  ^,,  C  *  *  •  ^,>  so  bliebe  dieselbe  auch  nach  Jl-maliger 
Vollziehung  des  Umlaufes  U  bestehen,  d.  h.  es  wäre  zufolge  der  Glei- 
chungen (19) 

n 

Vr  &^u  =0. 

^^J     a     a     a 

a  =  l 

Betrachten  wir  diese  Gleichung  fQr  1  =  0,  1,  •  •  («  —  1),  so  er- 
halten wir  für  ^i  ?  ^^  •  *  •  ^^  ^i"  System  von  homogenen  linearen  Glei- 
chungen, die  durch  nicht  verschwindende  Werthe  der  c^  nur  dann  be- 
friedigt werden  könnten,  wenn  die  Determinante 

a  a  i  I       s  M  I       a  I 

gleich  Null  wäre.  Diese  Determinante  ist  aber,  abgesehen  von  dem 
jedenfalls  nicht  identisch  verschwindenden  Factor  t/j  «^  •  •  •  ii^,  die  Dis- 
criminante  der  Fimdamentalgleichung,  diese  konnte  aber  nur  verschwin- 
den, wenn  zwei  Wurzeln  einander  gleich  würden  wider  die  Voraus- 
setzung: also  sind  die  c^  sammtlich  gleich  Null  und  die  u^  bilden  ein 
Fundamentalsystem.  Hieraus  folgt  nun  sofort  (vergl.  Nr.  12),  dass  in 
den  Gleichungen  (18),  die  die  Beziehung  zwischen  den  Elementen  der 
beiden  Fundamentalsysteme  [mJ,  [f/^|  darstellen,  die  Determinante  der 
Coefficieuten 

:>,   ==   XI 
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einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat.    Fassen  wir  die  Gleichungen 
(18)  als  eine  auf  [y^]  ausgeübte  lineare  Substitution 

auf  und  bezeichnen  die  zu  dieser  Substitution  inverse  Substitution  mit 

SO  ist  also 

(20)  [yJ  =  Z'[w^]  (.=i,2...n). 

Vollziehen  wir  den  Undauf  U  und  bezeichnen  die  Substitution,  die  das 
Fondamentalsystem  [m^]  erleidet,  durch  ß,  also 

/  cöj     0    •  •  •  0 

(21)  si=h  '"«•••^ 

\0      0        •  0» 
So    folgt  aus  den  Gleichungen  (20)  mit  Rücksicht  auf  (3) 

^so    mit  Benutzung  von  (18) 

^-     Ix.  die  zum  Umlaufe  U  gehörige  Substitution  Ä  des  Fundamental- 
>ms  [yj  stellt  sich  in  der  Form  dar: 

Wir  sagen  von  einer  Substitution 

gehe  aus   der  Substitution  Ä  durch  Transformation  mit  einer 
stitution 

B  =  (b,^)         (.•,x=i,2  ..»),        l-Bi+0, 


he 


or,  wenn 


c=bäb-'' 


Also  geht  zu  Folge  der  Gleichung  (22)  die  Substitution 
^     ^us  Sl  durch  Transformation  mit  X'  hervor. 
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32.  Tirnnsfoimation  linearer  Sabetttationen.  Deiermimmtenbenelmiigen. 
InYszimiis  der  Fnndamentalgleichmig.     Canoniaches  Fondamental- 

«yatem  im  Falle  nngleicher  Wonehi. 

Um  die  Wichtigkeit  dieses  Ergebnisses  dariegen  zu  können,  haben 
wir  an  t-inige  Eigenschaften  transformirter  Substitutionen  zu  erinnern. 
Zunächst  folst  aus  (23)  auf  Grund  der  Satze  der  Xr.  3(J,  dass 

d.  h.  wenn  C  aus  A  durch  TTansformation  mit  B  hervorgeht ,  so  geht 
A  aus  C  durch  Transformation  mit  B'  =  B~  hervor:  die  Beziehung 
zwischen  transfonnirten  Substitutionen  ist  also  eine  gegenseitige,  und 
offenbar  ist ,  da     B   =*=0  vorausgesetzt  wurde, 

C   =    A\ 

Wir  nennen  zwei  Substitutionen,  die  durch  Transformation  mittels 
einer  Substitution  von  nicht  verschwindender  Determinante  aus  einander 
hervorgehen,  ähnliche  Substitutionen:  die  Determinanten  ahn- 
licher  Substitutionen  sind  also  einander  gleicL     Setzen  wir: 

BA  =  CB=  D=  ,1     , 


.r    ' 


>o  ist 


d     =    ^ h    d      —    ^t  .fr     . 


als'^  wenn 


»— 1 


\      IM      * 

*o  em^ben  sich  für  die  CoefBcient^-n  der  transformirten  Substitution  C 

die  Ausdrucke: 


,2:^ä  •-     =    ^   ^  fr    'I     fr    . 

Allgemeiner  folct  aus  dem  diin^h  die  Gleichungen  tö»  der  Xr.  31  dar- 
ffe^ifrUt-en  Satze  über  die  Subdeterminanten  componirter  Substitutionen: 


24  rf      =   ^     fr         •!       =    ^     r         fr 


«».»,  *, 


'  =  '.-*!  * 


1  -  ."1  1  • 


w-.  ...  :  X..        X  :  /♦,.        /♦  :  -;,.        •;     ie   r  «i-r  Z:\hlen  1.  2    ■  -  « 

'»■•r-iriTri:  v.n-.i  'ii-r  rNriden  Summationen  über  alle  u  Svsteme  der  A.,  A^-  -  A 
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l)eziehuiig8weise  der  ffi^ff^-  -  g^^^  erstrecken  sind.  Die  Gleichungen  (24) 
xeprasentiren  also  für  einen  bestimmten  Werth  von  v  genau  n^  Doppel- 
Gleichungen.     Beachtet  man^  dass  die  aus  den  fn\^  Subdeterminanten 

6    I  /«  =  'i.'«     'V\ 

/^bildete  Determinante^  nach  einem  bekannten  Satze  gleich  einer  Potenz 
^er  Determinante  |-B|,  also  sicher  von  Null  verschieden  ist,  so  ergeben 
i^ich  aus  den  Gleichungen  (24)  die  n^  Subdeterminanten  v^^  Ordnung 
on   I  C  j    als   homogene   lineare  Functionen  der  n^  Subdeterminanten 
*"  Ordnung  von  |  Ä  \  mit  Coefficienten,  die  nur  von  der  transformiren- 
en  Substitution  B  abhängen,  und  imigekehrt.     Wir  wollen  von  einer 
HJeterminante  v^'  Ordnung  sagen,  sie  sei  aus  dem  Coefficientensystem 
€?irier   Substitution  A   gebildet,   wenn   ihre   v^  Elemente   aus   den   a.^ 
(r\  jc  =  1, 3 . . .  n)  durch  Weglassung  von  n  —  v  Zeilen  und  n  —  v  Reihen 
t?ut::stehen.     Dann   können   wir   also    den   folgenden   Satz   aussprechen: 
*J^  cXe  aus  dem  Coefficientensystem  einer  Substitution  gebil- 
d[  e»  "fc  «  Determinante  v^^^  Ordnung  ist  durch  die  aus  dem  Cocf- 
f^i  c?  i  entensystem    einer   ähnlichen    Substitution   gebildeten   n^ 
C>  ^  ^erminanten  derselben  Ordnung  homogen   linear  darstell- 
te «^  'KT  mit  Coefficienten,  die  nur  von  der  transformirenden  Sub- 
ution  abhängen. 

Endlich  bemerken  wir,  dass  aus 

C=BÄB~' 

h  wiederholte  Composition  beider  Seiten  mit  sich  selbst  die  Be- 
ung 

ergeht,  also  sind  die  Potenzen  ähnlicher  Substitutionen  auch 
lieh    und    gehen    aus  einander   durch  Transformation  mit 
selben  Substitution  hervor  wie  die  ersten  Potenzen. 
Sei  nun  p^]  ein  von  [y^]  verschiedenes  Fundamentalsystem  und 


st 


eute  femer  C  die  Substitution,  welche  \z^]  erfährt,  wenn  die  unab- 
^*^gige  Variable  den  Umlauf  U  beschreibt,  also 

*^    folgt  aus  (25)  immittelbar 
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also  erhalten  wir.  da 

ist,  die  Gleichung 

d.  h.  die  Substitutionen,  die  verschiedene  Fnndamentalsvsteme 
erleiden,  wenn  die  unabhängige  Variable  einen  bestimmten 
Umlauf  {.^vollzieht,  sind  einander  ähnlich.  Ein  specieller  Fall 
dieses  Theorems  ist  das  durch  die  Gleichung  (22 )  dargestellte  Resultat. 
Bilden  wir  nun  unter  Zugrundelegimg  des  Fundamentalsystems 
\z^  die  zum  Umlaufe  U  gehörige  Fundamentalgleichung,  so  lautet  die- 
selbe: 

G{io)=    c.   — d.  m    =0  ti\»= 1,8-11); 

V     /  IX  tx 

nun  ist  aber  zu  Folge  von  (26)  und  (23  a) 

;    =  y^y^h.a,  b'  , 

also 


k        * 


c.   — i.  o  =  ^^^^h..a.   b'   — d.  a, 

ig  ig  ^^  ^^     **    **    *^  *^ 

k         * 

Andererseits  haben  wir: 

h  M  k  »  k  * 

also,  da  zu  Folge  der  Definition  der  inversen  Substitution  (Nr.  30),  und 
da  8^^  =  0  filr  Ä  +  x, 

^^  ^j     »*    xg    hx  X '     lA    Ay  ig 

k        X  k  ' 

ist,  so  ergiebt  sich: 

c.  —d.a=  y^y^b.Ja,    —d,  <o)b'  , 

tg  tg  X I    X  I      tk\    h»  Ax     J    xgy 


k  X 


das  ist  aber  nach  (23a)  die  Beziehung,  die  zwischen  den  Coefficienten 
zweier  durch  Transformation  mittels  B  aus  einander  entstandenen  Sub- 
stitutionen besteht.  Wir  finden  also  ab  nothwendige  Folge  der  Glei- 
chung (26) 

(27)  (c,,  -  *,,o)  =  BK,  -  S,^<^)B-\ 


hx  Ax     z  V    Ax  Ax 

(Ä,  x  =  l,a        «), 


und  folglich 


32.  Inyarianz  der  Fundamentalgleichung.  105 

C.      d.    C3      =      a.      ^x    ö  I  (A,x=l,2       «), 

kx  Ax  hx  Ax       > 

d.  h.  die  Fundamentalgleichung  ist  dieselbe,  ob  wir  zu  ihrer 
Bildung  das  Fundamentalsystem  [y^]  oder  \z^  benutzen,  sie 
ist  also  unabhängig  von  der  Wahl  des  zu  ihrer  Bildung  be- 
nutzten Fundamentalsystems  und  hängt  lediglich  von  der 
Natur  des  Umlaufes  U  beziehungsweise  'des  Bereiches  E  ab. 
Fassen  wir  nun  wieder  insbesondere  den  Fall  ins  Auge,  wo  die 
n  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung  sämmtlich  von  einander  ver- 
schieden sind,  dann  wird,  wenn  wir  durch 

ein  geeignet  gewähltes  Lösungssystem  der  Gleichungen 

A  =  l 

bezeichnen,  und  das  System  von  n*  Grössen 

setzen,  zu  Folge  der  Gleichung  (27)  die  Beziehung  bestehen: 
Hieraus  ergiebt  sich  nun 

und  folglich 

(28)  C=S~'SIS\ 

es  ist  also  in  diesem  Falle  nicht  nur  die  Fundamentalgleichung,  son- 
dern auch  das  Fundamentalsystem  ( «/^]  selbst  unabhängig  von  der  Wahl 
des  Ausgangssystems  [y^J  bez.  IzV^  wir  können  demnach  sagen:  Wenn  die 
zum  Umlaufe  U  gehörige  Fundamentalgleichung  n  verschie- 
dene Wurzeln  hat,  so  giebt  es  ein  nur  von  der  Natur  des 
Umlaufes  CT  abhängiges  Fundamentalsystem  [«^],  welches  die 
Substitution  Sl  erfährt,  wenn  die  unabhängige  Variable  den 
Umlauf  y  vollzieht,  und  die  zu  eben  diesem  Umlaufe  gehörige 
Substitution  eines  beliebigen  Fundamentalsystems  geht  durch 
Transformation  mit  derjenigen  Substitution,  die  dieses  Funda- 
mentalsystem  mit  [ti^]  verknüpft,  in  Sl  über. 

Wir  nennen  [mJ  das  zum  Umlaufe  U  gehörige  canonische  Fun- 
damentalsystem, Sl  die  canonische  Form  der  sämmtlichen  unter- 
einander ähnlichen  Substitutionen,  die  ein  beliebiges  Fundamentalsystem 
beim  Umlaufe  U  erleidet,  oder  auch  kurz  die  zu   U  gehörige  cano- 
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nische  Substitution.  Das  Verhalten  eines  beliebigen  Fundamental- 
sv^tems  ^7  1  beim  Umlaufe  U.  d.  1l  also  innerhalb  des  zweifach  zu- 
sammenhangenden  Gebietes  f ,  ist  folglich  auf  die  Bestimmung  des 
Zusammenhanges  zwischen  [j/^]  und  dem  canonischen  Fundamental- 
sTstem  [ii^j  und  auf  die  Herstellung  der  Fundamentalgleichung  zurück- 
irefuhrt,  wenn  diese  letztere  Gleichung  lauter  tou  einander  Terschiedene 
Wurzeln  besitzt.  Um  auch  in  dem  Falle,  wo  mehrere  Wurzeln  der  zu 
E  gehörigen  Fundamentalgleichung  einander  gleich  werden«  ein  ana- 
loges Ergebniss  zu  erzielen,  wollen  wir  zunächst  eine  andere  Bedeutung 
der  Fundamentalgleichung  hervorheben. 


Zweites  Kapitel. 


33.    Andere  Bedeutung  der  Fundamentalgleichung.     Beziehungen 
zwischen  den  Fundamentalgleichungen  von  DifTerentialgleiohungen, 

die  Integrale  mit  einander  gemein  haben. 

Seien  x^^y  x^,  •  •  •  x^  unbestimmte  (willkürliche)  Constanten,  so  ist: 


x  —  l 


das  allgemeine  Integral  der  DiflFerentialgleichung  (A)  (vergl.  Nr.  11). 
Bilden  wir  die  n  -j-  1  Integrale 

SO  folgt  aus  der  Gleichung  (5)  der  Nr.  31  (S.  97),  wenn  wir  daselbst 
-^  =  0,  1,  •    •  //  nehmen,  dass  die  Determinante  (u  +  1)**'  Ordnung 


Ci) 


Sv  x[    x;     ••• 

e'v  x';>  4"'  •  •  • 

=  v 


identisch    verschwinden    muss.     Denken    wir    uns    dieselbe   nach   den 
Elementen  der  ersten  Reihe  geordnet,  so  ist 

(2)  V  =  c„ &' r  +  r,_, ©»"'r  +  •  .  •  +  ^„i;  =  0, 

und  dies  ist  die  zwischen  den  (w+1)  Integralen  v,  0r,  •  •  •  @^v 
bestehende  homogene  lineare  Relation  mit  constanten  Coeffi- 
cienten.     Die  c^,  c;^_j,  •  •  *  ^o  ^^^^  durch  die  Gleichung 


1    x^    x^ 


m    x^    x^ 


X 


X 
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Hieraus    folgt,    dass    die    Gleichung    (2),    wenn   c^^  •••  c^    die 
C  o  efficienten  der  Fundamentalgleichung  bedeuten,  auch  durch 

jedes  specielle  Integral  v  der  Differentialgleichung  (A)  be- 

f  ri  edigt  wird. 

FOr  specielle  Werthe  der  x^j  •  •  •  x^  kann  v  =  ^^^^//^  schon  einer 
E>ijßF«rentialgleichung  niedrigerer,  etwa  ^*®'  Ordnung, 

mit    innerhalb  E  eindeutigen  Coefficienten  genügen  (in  der  That  haben 
ja  gezeigt,  dass  es  stets  Integrale  giebt,  die  DiflFerentialgleichungen 
er  Ordnung  befriedigen).     Sei  dann 

G(aj)  =  g]^^  +  9^_,(o^-'  H h  </o  =  0 

Ji^      Fundamentalgleichung  von  ^  =  0,  so  wird  das  allgemeine  Integral 
^     'V'  on  ö  =  0  die  Gleichung 

9^^^  +  9^^i  ^"'^  +    '-+90^  =  0 

^^t^^TÜlen.     Da  v  der  Differentialgleichung  Q  =  0  genügt,  wird  auch  fttr 
*'     ^iie  Gleichung 

en;  wir  fragen  allgemein:  wie  müssen  die  Coefficienten 
er  Relation  (4)  beschaffen  sein,  wenn  dieselbe  durch  Inte- 
le  V  der  Differentialgleichung  (A)  (die  nicht  identisch 
schwinden)  soll  erfüllt  werden  können. 

Setzen  wir  in  (4)  für  6^v  (A  =  0,  1,  •  •  •  fi)  die  Ausdrücke  aus  den 
ichungen  (11)  der  Nr.  31  (S.  98)  ein,  so  folgt,  da  y^,  y^  •  •  •  y^  ein 
damentalsystem  constituiren,  das  System  von  n  Gleichungen 


die  oTj  '  ' '  x^.     Diese  Gleichungen   können   aber   nur  dann  durch 
it  sammtlich  verschwindende  Werthe  der  x^  •  •  •  x^  befriedigt  werden, 
"»an  die  Determinante 

>^<  +  •  •  •  +.^ü*Ax  ■:  =  ^  (^x  =  l,2...») 

-     Diese  Gleichung  stellt  eine  Bedingungsgleichung  für  die  Coefficienten 
^'#c  9    9  _^j  '  •  '  Oq  der  Relation  (4)  dar,  ist  diese  erfüllt,  so  ergeben  die 
^^•'^sicnungen  (5)  Lösungssysteme  x^  •  •  •  x^y  mit  Hülfe  deren  sich  also 
^^•^^ts  ein  oder  mehrere  Integrale 

V  = 


'  =^^.y. 
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herstellen  lassen^  die  der  Gleichung  (4)  Oenüge  leisten,  um  diese 
Bedingungsgleichung  (6)  in  eine  übersichtlichere  Form  zu  setzen, 
denken  wir  uns  die  ganze  rationale  Function  fi^^  Grades  von  o 

in  zwei  Factoren  zerfallt: 

(8)     (/^oy-  +  •    •  +  ^,  =  {ly  +  l,_,a^-'  +  •  •  •  +  g  i^^-x^"' 

Setzen  wir: 

w         i  =^[m,_AT''  +  %-.-,«ir'-^^+  •  •  • 

(x  =  l,  2    •    »), 

so  genügt  das  Integral 

H 

(10)  M  =  '^l,y,  =  t«^_i  »''"^-  H \-  m^v 


x=l 


der  Gleichung 

Die  Sj,  ^2  •  •  •  S^  müssen  sich  folglich  aus  den  Gleichungen 

(11)  ^{h<+-+K\r)k  =  ^ 


A  =  l 


bestimmen  lassen^  und  diese  Gleichungen  sind  vermöge  der  Beziehungen  (9) 
mit  den  Gleichungen  (0)  äquivalent.  Hieraus  folgern  wir  die  auch 
direct  zu  verificirenden  Gleichungen: 


N 


n,<'.  +  •■  •  +  «/o**x  =^{'S-A'r''  +  ■■■  +  «'o**,) 

(A,  x=i,  a      «), 

die  sich,  wenn  wir  die  in  denselben  auftretenden  dreimal  w^  Grössen 
als  Coefficienton  dreier  Substitutionen  oder  dreier  Systeme  von  je 
n-  Elementen  auffassen,  (nach  den  Gleichungen  (2),  (3),  der  Nr.  30) 
in  die  eine  Compositionsgleichung 

(12)      {9,nfi  +  •  ■  •  +  .«7o**.)  =  K-/'ir''  +  •  •  •  +  "'o**k) 

(A,  x  =  l,  2      -ii) 
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zusammenfassen  lassen.  Der  Zerlegung  (8)  der  ganzen  Function  G((o) 
entspricht  also  die  Zerlegung  (12)  des  aus  den  Coefficienten  der 
Gleichungen  (5)  gebildeten  Systems. 

Denken  wir  uns  die  ganze  Function  6r(o)  in  ihre  linearen  Factoren 
zerfällt: 

so   folgt  durch  wiederholte  Anwendung  der  Zerlegung  (12)  die  Com- 
positionsgleichung: 

•  •  •  («*x  -  ^*x«l)  (».«  =  1.«       »). 

w^o     gf^  als  wirklicher  Factor  aufzufassen  ist.  —  Nach  dem  Satze  über 
die?      Determinante  eines  componirten  Systems  (S.  92)  ergiebt  sich  nun 

Ci^D      1 9,<^l  +  •  •  •  +  ^o**x  I  =  i^^(^,)^(«,-.)  •  •  •  -fCO- 

-t>i^^    Bedingungsgleichung  (6)   erfordert   also    das  Verschwinden    eines 
P^^f^T  mehrerer  der  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (14)  stehenden 
toren,  d.  h.: 
Damit    es    nicht    identisch    verschwindende    Integrale  v 
e,  die  die  Relation  (4)  erfüllen,  muss  die  Gleichung 

^  ^  ^^^  9^^  +  9^^-^  +      •  +  ^0  =  ^H  =  0 

^  ^^  ^K'ch   eine  Wurzel   der  Fundamentalgleichung  i^(cü)  =  0  be- 
-"~  *    ^<ligt  werden.  —  Lassen  wir  ^(oj)  =  0  wieder  die  Fundamental- 


^^^chung  der  Differentialgleichung  ft**^'  Ordnung  §  =  0  bedeuten,  die 

^'fc    (A)  Integrale  v  gemein   hat,   so  können  wir  sagen:    Wenn  zwei 

^  ^ferentialgleichungen    P  =  0,    §  =  0    von    derselben    Be- 

*^  affenheit    Integrale    gemein   haben,    so    haben   die    linken 

ten     ihrer    Fundamentalgleichungen    einen    gemeinsamen 

eiler. 

Ein   besonderer   Fall   dieses    Satzes   (für  ^  =  1)    ist   das   in    der 

-     31  (S.  99)  gefundene  auf  die  Integrale  u^  bezügliche  Resultat. 

^   ^  Bedeuten  g  ,  i7^_i,  -  -  •  9q  irgendwelche  gegebene  Grössen, 

*^  ^^    der  oben  ausgesprochenen  Forderung  oder,  was  dasselbe 

^^  i  sst,    der  Gleichung  (6)    genügen,   und  bezeichnet  :i\  •  •  •  x^ 

^  ^  allgemeinste  Lösungssystem  der  Gleichungen  (o),  so  stellt 

*  allgemeinste  Integral   der  Differentialgleichung  (A)  dar, 
Iches  der  mit  den  gegebenen //  y  •  ••  g^  gebildeten  Relation  (4) 
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Genüge  leistet.  —  Wenn  ft  =  n  und  die  Gleichung  (15)  mit  der 
Fundamentalgleichung  vollständig  identisch  ist^  so  sind  (vergl.  S.  108) 
die  x^y  '  •  ■  x^  ganz  willkürlich;  dies  giebt  sich  dadurch  kund^  dass  in 
diesem  Falle  in  den  Gleichungen  (5)  alle  Coefficienten  verschwinden. 
—  Um  im  allgemeinen  Falle  beliebig  gegebener  g  y  -  -  -  g^y  die  der 
Bedingung  (G)  Genüge  leisten^  eine  Uebersicht  über  die  verschiedenen 
Integrale  Vj  die  die  Gleichung  (4)  erfüllen,  zu  erlangen,  erinnern  wir 
an  einige  einfache  Sätze  aus  der  Theorie  der  linearen  Gleichungen. 


34.    Sätse  über  Systeme  linearer  Gleiohtmgen.     Bang. 
Anwendung  anf  die  Fnndamentalgleichnng. 

Man  sagt  ein  System  von  n  •  i»»,  in  n  Zeilen  und  m  Ileihen  ge- 
ordneten Grössen  oder  Elementen: 

(a  \         /.•=!.«     «\ 

V    ixj  \x  =  l,  2        m/ 

sei  vom  Range  q  schlechthin,  beziehungsweise,  wenn  die  a.^  ganze 
rationale  Functionen  einer  Variabeln  q  bedeuten,  vom  Range  (>,  modulo 
eines  Linearfactors 

wenn  noch  die  sämmtlichen  in  dem  System  enthaltenen  Determinanten 
{q  +  1)*®'  Ordnung  verschwinden,  beziehungsweise  durch  (o  —  ©^  theil- 
bar  sind,  dagegen  wenigstens  eine  der  Determinanten  (>**'  Ordnung 
von  Null  verschieden,  beziehungsweise  durch  oj  —  w^  nicht  theilbar  ist 
(Unter  einer  in  dem  System  enthaltenen  Determinante  r*"  Ordnung 
verstehen  wir  eine  aus  r*  Elementen 

V   »x/  \x  =  x,,x»       x^/ 

gebildeten  Determinante,  wo  ?j,  t^  •  •  i^  irgend  r  der  Zahlen  1,  2  •  •  •  », 
Xj,  x^  •  •  •  x^  irgend  r  der  Zahlen  1,2  •    •  m  bedeuten.) 

Wir  übertragen  den  Begriflf  des  Ranges  auf  das  System  von  n 
homogenen  linearen  Gleichungen  (oder  Congruenzen  modulo 
w  —  üj  )  mit  m  Unbekannten  ic, ,  •    •  x 


IM 

m 


(I)  2«,x^x  =  0  (-«.ä      »). 

X  =  l 

indem  ein  solches  Gleichungssystem  (wir  beschränken  uns  auf  Glei- 
chungen, da  für  Congruenzen  modulo  ©  —  (o^^  wörtlich  dieselben 
Schlüsse  gültig  bleiben)  vom  Range  q  sein  soll,  wenn  das  System 
seiner  Coefficienten  vom  Range  q  ist.  —  Ist  das  Gleichungssystem  (I) 
vom  Range  q  <  m,  so  sind  bekanntlich  nur  q  von  den  n  Gleichungen 
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des  Systems  von  eiuander  unabhängig^  so  dass  die  allgemeine  Lösung 
der  Oleichungen  (I)  noch  m  —  q  willkürlich  wählbare  Grössen  enthält. 
Dieser  Satz   lässt  sich  auch  noch  in  einer  für  unsere  Zwecke  geeig- 
neteren Form  aussprechen.     Seien 

V  Systeme  von  je  m  Grössen,  v  <i  »?,  so  sagen  wir  diese  v  Sy- 
steme seien  linear  unabhängig,  wenn  wenigstens  eine  der  in  dem 
System 

enteil iiltenen  Determinanten  i/*®'  Ordnung  von  NuU  verschieden  ist.  Be- 
de \xtet  dann 

(^^J>  ^U    ^V    -'    ^m 

irg-end  ein  (v+ 1)^®"  System  von  m  Grössen,  welches  mit  den  Systemen  (II) 
zusammen  nicht  (y  +  1)  linear  unabhängige  Systeme  bildet,  so  lassen 
sich,     wie  leicht  einzusehen,  v  Grössen  Cj,  •  •  •  c^  stets  so  finden,  dass 

X^  =  C.X.     +  C^X^^  -A-  '  '  '  '\-  C  X  (x  =  l,2-   -m). 

«  1    Ix     ■       2    2x     >  '       »»    vx 

Das     System  (III)  heisst  dann  von  den  Systemen  (II)  linear  abhängig. 
Sind     die  v  Systeme, (II)  linear  unabhängig  und  bedeuten  y^,  y^    •  •  y^ 
unbestimmte  Variable   oder  etwa  Functionen  einer  Variabein  x,    von 
^^^     clie  x^^  nicht  abhängen,  so  besteht  zwischen  den  v  Ausdrücken 


m 


(IV>  ^H»%^       (^=i,«-w, 

x=l 

k^irx^  homogene  lineare  Beziehung  mit  von  den  y  ,  beziehungsweise 
von  ^jß  unabhängigen  Coefficienten,  und  umgekehrt  lässt  sich  jeder  mit 
den      Grössen  (III)  gebildete  Ausdruck 

m 
x=l 

^^  Ixomogene  lineare  Function  der  v  Ausdrücke  (IV)  mit  von  den 
^^^  "  ''  y  7  beziehungsweise  x  unabhängigen  Coefficienten  darstellen. 
"  I^er  erwähnte  Satz  aus  der  Theorie  der  linearen  Gleichungen  (be- 
^^^'^^ngsweise  Congruenzen)  besagt  nun: 

Wenn  das  Gleichungssystem  (I)  vom  Range  (>  <  m  ist,  so 
^'^^itzt   dasselbe  m  —  q   linear   unabhängige  Lösungssysteme 

^xv  ^x%y  '"  ^xm         (^  =  i.2  ••«-(') 
^^ü  jedes  andere  Lösungssystem  ist  von  diesen  m  —  q  linear 

^GhleiingeTi  DifrorentUlgleickimgen.  I.  8 
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abhängige  und  umgekehrt,  wenn  ein  Gleichungssystem  (I) 
genau  r<.m  linear  unabhängige  Losungssysteme  besitzt,  so 
ist  es  vom  Range  m  —  r.  (Die  triviale  Lösung  x^  =  0,  -  -  -,  ^^=  0 
ist  ausgeschlossen.) 

Wenn  m  =  n  ist,  so  heisst  das  System 

(a.J         (.•,x=i,2  ••«) 

ein  quadratisches  oder  eine  Substitution;  für  solche  Systeme  gelten 
also  die  Begriflfe  der  Composition,  Transformation  und  Aehnlichkeit, 
wie  sie  oben  festgelegt  wurden. 

Componirt  man  eine  Substitution  oder  ein  quadratisches  System 
A  von  n-  Elementen  mit  einem  ebensolchen  Systeme  Jff,  und  ist  die 
Determinante  von  B  von  Null  verschieden,  so  folgt  aus  den 
Gleichungen  (5)  der  Nr.  31  (S.  93),  die  zwischen  den  Subdeterminanten 
componirter  Systeme  bestehen  und  aus  dem  Begriffe  des  Ranges,  dass 
der  Rang  des  componirten  Systems  BA  mit  dem  Range  von  A  genau 
übereinstimmt.  Hieraus  oder  auch  aus  dem  Theorem  (Nr.  32,  S.  103) 
über  die  aus  ähnlichen  Substitutionen  gebildeten  Determinanten  ergiebt 
sich  dann  sofort  die  wichtige  Folgerung:  ähnliche  (quadratische) 
Systeme  sind  stets  vom  selben  Range. 

Die  Frage  nach  der  Gesammtheit  der  Integrale 

X 

die  der  Gleichung  (4)  (S.  lOÜ)  genügen,  wenn  wir  den  9 ^y  9  __iy  -  -  ■  g^ 
feste,  der  Bedingung  (6)  genügende  Werthe  beilegen,  lässt  sich  nun 
sofort  beantworten.     Sei  das  System 

oder,  was  dasselbe  heisst,  das  Gleichungssystem  (5)  vom 
Range  n  —  r,  wo  zufolge  der  Bedingung  (6)  r  >  1,  dann  giebt 
es  also  genau  r  linear  unabhängige  Lösungssysteme 

der  Gleichungen  (5),  folglich  genau  r  linear  unabhängige 
Integrale 


n 


x  =  l 

die  die  Relation  (4)  befriedigen,  und  jedes  andere  dieser  Re- 
lation genügende  Integral  ist  gemäss  den  Sätzen  der  Nr.  33 
und  nach  den  obigen  Bemerkungen  durch  r^,  •  •  •  v^  homogen 
linear  mit  constanten  Coefficienten  darstellbar. 
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Das8  der  Rang  des  Systems  (16)  unabhängig  ist  von  der  Wahl 
.    des  der  Betrachtung  zu  Grunde  gelegten  Fundamentalsystems  //^  ,y^'"  y^, 
ist  unmittelbar  zu  übersehen,  wenn  man  bedenkt,  dass  beim  Uebergange 
Yon  [y^]  zu  einem  anderen  Fundamentalsjsteme 

das  System 

zufolge  der  Gleichung  (27)  (Nr.  32,  S.  104),  für  beliebiges  o)  in 

^(«*x  -  **«")^"* 
Qbergeht.    Aus  der  Zerlegung  (13)  (S.  111)  des  Systems  (16)  folgt  also, 
(lass  dieses  System  selbst  in  das  ähnliche  System 

öbergeht,  und  der  Rang  ähnlicher  Systeme  ist  ja  derselbe.  Hieraus 
schliesst  man  auch  ähnlich  wie  oben  (Nr.  32)  für  die  t*^,  dass  die 
ünear  unabhängigen  v^^  v^,  •  •  •  v^  selbst,  die  sich  mit  Hülfe  des  (Jlei- 

chungssystems    (5)    bestimmen,    unabhängig   sind    von    der   Wahl    des 

Ji^undamentalsystems  [//^J. 

35.    Weitere  Untersnchung  der  Beziehung  zwischen  den  Ftmdamental- 
ISleichtingen  von  Differentialgleichungen  mit  gemeinsamen  Integralen. 

Bedeutet  G^coi)  wieder  die  linke  Seite  der  Fundamentalgleichung 
c3er  Differentialgleichung  ^i^^  Ordnung  QU)  =  0,  so  ist  also  die  Au- 
swahl der  linear  imabhängigen  Integrale  v,  die  den  beiden  Differential- 
gleichungen Q(z)  =  0  und  (A)  gemeinsam  sind,  genau  gleich  r,  wenn 
das  Gleichungssystem  (5)  vom  Range  n  —  t  ij^t.  Denken  wir  uns  die 
Zerlegimg  (8)  von  G(co)  so  ausgeführt,  dass 

L(<o)  =  ?X  +  ■  •  •  -f-  ?„ 

<len  grössten  gemeinsamen  Theiler  von  G(g})  und  der  linken  Seite  F{g)) 
der  Fundamentalgleichung  von  (A)  bedeutet,  dann  verschwindet  also 

für  keine  Wurzel  von  F((o)  =^  0,  folglich  ist  die  Determinante 

und  demnach  folgt  aus  der  Compositionsgleichung  (2)  und  aus  der 
über  den  Rang  componirter  Systeme  gemachten  Bemerkung  (S.  114), 
dass  der  Rang  des  Gleichungssystenis  (5)  mit  dem  des  Gleichungs- 
systems (11)  übereinstimmt.     Man  hat  also,  um  die  Anzahl  r  der 


* 
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linear  unabhängigen  Integrale  von  (A)  zu  bestimmen,  die  der 
Gleichung  Q(^z)  =  0  genügen,  nur  den  Rang  des  zum  grossten 
gemeinsamen  Theiler  L(g})  der  linken  Seiten  der  Fundamen- 
talgleichungen von  Q  =  0  und  (A)  gehörigen  Gleichungs- 
systems ^^ll")  zu  untersuchen.  Sei  ü  =  0  die  Differentialgleichung, 
der  die  sammtlichen  Integrale,  welche  (A)  mit  ^>  =  0  gemein  hat,  ge- 
nügen imd  die,  wie  sich  aus  der  in  der  Nr.  16  i  S.  43,  44^  dargelegten 
Methode  für  ihre  Herstellung  ergiebt,  von  derselben  Beschaffenheit 
wie  (^A'^  ist,  dann  ist  i?  =  0  von  der  r***  Ordnung  und  r^,  r^,  •  •  -  v^ 
bilden  ein  FundamentaLsystem  dieser  Differentialgleichung.  Femer  lasst 
sich   i^vergL  Xr.  17)   die  linke  Seite  P  der  Differentialgleichung  (A) 

in  die  Form  setzen: 

P=SB, 

wo  S  einen  linearen  Differentialausdruck  ^«  —  rV*^  Ordnung  mit  inner- 
halb E  eindeutigen  CoefBcienten  bedeutet.  Seien  y^j^if  ' ' '  y^  w  —  t 
linear  unabhängige  Integrale  von  (A\  die  mit  r^,  r^,  •  •  ■  r^  zusammen- 
genommen ein  FundamentaLsystem  von  ^A^  constituiren  (vergl.  S.  32), 
so  constituiren  (vergL  Nr.  17  und  Nr.  27,  S.  Sl)  die  m  —  r  Functionen 

oin  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung 

S^r)  =  0. 

Bedeutet  also 

H\ja)  =  /i,o'  H -f  A^  =  0 

die  Fundamentalgleichung  von  B  =  0, 

Kya^  =  i-._,o— '  +  ...  + 1-^  =  0 

die  Fundamentalgleichung  von  S  ^  0,  so  ist  tjergl.  Xr.  33  • 

:J7        A^ö'r-{-Ä,_,e- •(-,-! }-Ä,r.  =  0  ..  =  1.1.     » 

und 

,  l^^  k       S*~':  —  i        "  ,e*"'~*r ■- k  :  =  0 

.  %  —7  l       ■  %  —  »—1  t  .1 


N'Jin  ist  aber,  da   sich  die  CoefSoiriitc:!  vor.  R  in::erhalb  E  eindeutig 
vrrhÄl:^::, 

ilso  vcr^hwindrr^  r.i:oU;:v  der  Gleichvjig  « 1>\  Äuoh  dio  Ausdrücke  auf 
vIti:  lizirü  Sri^c-  cirt<T  Gk:ob;:::irv:::  tolirlior.  >:::v: 
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Integrale  von  li  =  0,  genügen  also  der  Glcichnng  (17).    Setzen  wir  nun 

H((o)K((o)  =  y^Gj»  H 1-  ^0^ 

so    Tvird  die  Gleichung 

(10)  y^0-y  +  y_,  0— y  +  •  •  •  +  y„y  =  0 

befriedigt  durch  y^,^y  '  '  '  Vn  ^^^  ausserdem  durch  r^,  •  •  •  r^,  und 
folg'lich  durch  das  aUgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  (A);  also 
stimmen  die  Coefficienten  y^,  y^_i,  •••  y^  mit  den  Coefficienten  der 
Fundamentalgleichung  von  (A)  überein,  d.  h.  es  ist 

F=HK 

Wird  also  dieDifferentialgleichung(A)durch  alleintegrale 
der  Differentialgleichung  lt  =  0  befriedigt,  so  ist  die  linke 
Seite  der  Fundamentalgleiciiung  von  (A)  durch  die  linke 
Seite  der  Fundamentalgleichung  von  R  =  0  theilbar. 

Eine  Reihe  von  einfachen  Sätzen  über  die  Fundamentalgleichung 
(iiiie'.ir  Differentialgleichung,  deren  linke  Seite  aus  mehreren  DiflFerentiul- 
ansdrücken  zusammengesetzt  ist,  ergiebt  sich  unmittelbar;  wir  begnügen 
'ins     mit  diesem  Hinweise  auf  dieselben. 

Bedeutet  Avie  oben  11  =  0  die  Differentialgleichung,  der  sämmt- 
licho  gemeinsame  Integrale  von  P=0  und  Q  =  0  genügen,  so  ist 
^C^*^)  auch  ein  Factor  der  linken  Seite  G{g})  der  Fundamentalgleichung 
von  ^  =  0;  wir  wollen  nun  zeigen,  dass  H  den  grössten  ge- 
rne i  ü  schaftlichen  Theiler  von  F  und  G  darstellt. 

Sei  allgemein 

i(a,)  =  /.o,^  +  .  .  .  +  /„ 

irg'^iix^  ein  Factor  von  -F'(o);  suchen  wir  die  Integrale 

n 
x=l 

^o»i     <;a),  die  der  R«lation: 
«eiitjj^  leisten,  so  haben  wir  das  Gleichiingssystom 

a>M^.x:ilögen-  erweist  sich  dasselbe  vom  Range  n  —  r,  so  besitzt  es  genau 
^  **^ear  unabhängige  Losimgssysteme,  also  giebt  es  r  linear  unabhängige 
ItiUgrale 
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von  (A),  die  der  Gleichung  (20)  genügen,  und  umgekehrt  ist  jedes 
Integral  von  (A),  für  welches  die  Relation  (20)  besteht,  durch 
^i;  ''ss?  •  •  •  ^t  homogen  linear  mit  constanten  Coefficienten  darstellbar. 
Da  @tK  für  /=1,  2,  •••  t  ebenfalls  der  Differentialgleichung  (A), 
sowohl  wie  der  Gleichung  (20)  genügen  muss,  haben  wir 

wo  die  h^^  Constanten  bedeuten;  die  t?j,  r^,  -  •  -  v^  bilden  folglich 
ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung 

deren  Coefficienten  (vergl.  Nr.  14)  innerhalb  JE  eindeutige  Functionen 
sind  und  die  alle  ihre  Integrale  mit  (A)  gemein  hat.     Folglich  ist 

P  =  Sit, 

S  ein  Diöerentialausdnick  von  der  Ordnung  n  —  r  mit  innerhalb  fj 
eindeutigen  Coefficienten.     Sei 

die  Fundamentalgleichung  von  i?  =  0, 

Jl(«)  =  /.•„..,ö-'  +  . . .  +  A-^  =  0 

die  Fundamentalgleichung  von  S  =  0,  so  ist  also 

(22)  F{g))  =  H(g))K(o), 
und  die  Gleichung 

wird  durch  das  allgemeine  Integral  von  iJ  =  0,  und  folglich  durch 
alle  Integrale  von  (A),  die  der  Gleichung  (20)  Genüge  leisten,  befriedigt. 
Es  sind  nun  die  drei  Möglichkeiten 

r  >  A 

r  =  A 
r  <  k 

in's  Auge  zu  fassen.    Suchen  wir  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 

B((o)  =  6^cD-  +  .  .  .  +  fc^ 

von  H{(d)  und  L{co)  auf,  so  lässt  sich  derselbe  in  der  Form 

B((ü)  =  H^H  +  L^L 

darstellen,  wo  i/^,  L^  ganze  Functionen  von  (o  bedeuten;  hieraus  er- 
sehen wir,  dass  die  Gleichung 

(23)  b^&%'  +  h^_^©"~'v  H \^h^v  =  0 
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durcb.  alle  Integrale  von  B  =  0,  also  durch  alle  Integrale  von  (A), 
die  der  Oleichung  (20)  genügen,  befriedigt  wird.  Wäre  nun  r  <  A, 
so  inüsste  L(ai)  einen  Linearfactor  gj  —  gj^  enthalten,  der  in  II(<o) 
enirweder  gar  nicht,  oder  doch  in  geringerer  Vielfachheit  wie  in  L((o) 
entbailten  ist,  es  wäre  also  jedenfalls  auch  noch 

(oj  —  (D  J  B(co) 

ein  Theiler  von  L^cci),  und  da  L((o)  ein  Theiler  von  F{(d)  ist,  müsste 
zufolge  der  Oleichung  (22)  der  Factor  co  —  co^  auch  in  K{(o)  ent- 
hiiltcn  sein.  Dann  giebt  es  nach  dem  Fuch8\schen  Theorem  (Nr.  31)  ein 
Intogral  z^  von  S  =  0,  welches  sich  bei  dem  Umlaufe  U  der  unab- 
häng-igen  Variabein  mit  der  Wurzel  o^  der  Fundamentalgleichung  von 
S  ==.  0  multiplicirt,  d.  h.  für  welche? 

(24r>  @z  =(o  z  . 

Bedeuten  dann  y, .  j, '  '  '  Vn  ^*  —  ^  Integrale  von  (A),  die  mit  i\,  /\^,  •  •  •  /;^ 
zn-saixmien  ein  Fundamentalsystem  von  (A)  constituiren,  so  sind  die 
AiisclTÜcke 

dio     Elemente  eines  Fimdamentalsystems  von  S  =  0,  also 

n 

z  ==  ^^c.z.. 


WO 


>+!' 


c^  Constanten  bedeuten;  folglich  ist,  wenn 

n 


Als 


^^»^tzt  wird,  nach  Gleichung  (24), 

l{{®y„  -  <ojfJ  =  0. 

ist 

&ti   —  ö  ?/ 

m 

^^^  integral  von  JK  =  0  und  befriedigt  demnach  die  Gleichung  (23),  uLso 
.  *  ^^"i  edigt  das  Integnd  //^  von  (A)  die  Gleichung  (20),  weil  (w  —  üj^)  Ii(io) 
^        Theiler   von  L^a)   ist.     Es   wäre   also    unter   der  gemachten   An- 


te T  <  A,  y^  selbst  ein  Integral  von  It  =  0,  was  aber  der  Voraus- 
^^Xong,  dass 

'^1,  •  •  •  i\y    2/.+1,     •  •  2/« 

^        Fundamentalsystem  von  (A)  constituiren,   widerspricht.     Es  muss 
^lich  r>^A  sein,  d.  h.: 

Wenn  />(©)  einen  Factor  A**"  Grades  der  linken  Seite  F((ü) 
^^    Fundamentalgleichung  von  (A)  bedeutet,  so  ist  der  Hang 
^  **    Gleichungssystems  (21)  höchstens  gleich  n  —  A. 
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Nun  ist  aber  leicht  einzusehen,  dass  jeder  lineare  Factor  von  H(jo) 
in  L((o)  enthalten  sein  muss.  Denn  sei  a  —  o^  ein  Factor  von  H{c)\ 
also  0)^  eine  Wurzel  der  Fundamentalgleichung  von  B  =  0,  so  giebt 
es  ein  Integral  r    dieser  Diflferentialgleichung,  für  welches 

\i  ,-^  .-* 

ist  TTheorem  von  Fuchs,  Nr.  31V,  dieses  r^  genügt  aber  auch  der  Glei- 
chung (20j,  es  muss  folglich,  da  r^  nicht  identisch  Null  ist,  L(gj) 
durch  (0  —  fij^  theilbar  sein.  Da  übenlies  H^o)  ein  Theiler  von  F(coi) 
ist,  gewinnen  wir  als  Ergänzung  zu  dem  obigen  Satze  das  Resultat: 

Der  Rang  n  —  r  des  Gleichungssystems  (21)  kann  nur 
dann  kleiner  sein  als  v  —  A,  wenn  ein  Linearfactor  von  L(fo) 
in  F(g))  zu  einer  höheren  Potenz  erhoben  auftritt,  wie  in 
L((o)  selbst. 

.  Die  oben  (S.  117)  aufgestellte  Behauptung,  dass  H{(o)  der  grösste 
gemeinsame  Theiler  von  t\fo)  und  G{<o)  ist,  weim  7?  =  0  die  Diffe- 
rentialgleichung r*^'  Ordnung  darstellt,  der  alle  gemeinschaftlichen 
Integrale  von  (A)  und  Q  =  0  genügen,  lässt  sich  nun  sofort  erweisen. 
Sei  nämlich  L(io)  der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  F{(o)  und 
(r(w),  so  ist,  da  H(a))  sowohl  in  F{(o)  als  auch  in  G(g))  enthalten 
sein  muss,  jEf(ö)  auch  in  L(a))  enthalten.  Die  Anzahl  t  der  linear 
unabhängigen  Integrale  von  (A),  die  der  Differentialgleichung  Q  =  0 
genügen,  giebt,  zufolge  des  Satzes  am  Anfang  dieser  Nummer  (S.  116), 
von  n  abgezogen,  den  I^ng  des  zu  L^co)  gehörigen  Gleichungssjst^ms 
(21),  es  kann  also  w  —  r  nicht  grrisser  sein  als  w  —  A,  also  ist  noth- 
wendig  r  =  A  und  folglich  H{g))  mit  /.(o)  identisch. 


Drittes  Kapitel. 

3G.      CJanonisches  FundamentalBystem  im  Falle  mehrfacher  Wurzeln 

der  Fundamentalgleichung. 

Ifumnehr  sind  wir  im  Besitze  der  Ilülfsmittel,  deren  es  bedarf,  um 
ina  n,llgemeinen  Falle  für  die  Differentialgleichung  (A)  ein  zum  Umlaufe 
f'  gehöriges  canonisches  Fundamentalsystem  herstellen  zu  können, 
w^is  lins  oben  (Nrn.  31,  32)  nur  für  den  Fall,  wo  die  Fundamentjil- 
glt-^icliung  n  verschiedene  Wurzeln  hatte,  gelungen  wnr.  —  Sei  oj  eine 
i  fjieiie  Wurzel  der  Fundamentalgleichung  F(aj)  =  0,  so  betrachten  wir 
den     l^Vtor 

^o^^     J''(iS)f  und  suchen  diejenigen  Integrale 

n 


x  =  l 


^^^    IDifferentialgleichung  (A)  zu  bestinmien,  die  der  zu  2i(cü)  gehörigen 
Relation 

a  a  K     '        2     a  u  >      v  /       »    m 

^^xitige  leisten.     Dann  haben  die  J^,  •  •  •  5„  die  Gleichungen: 

(x  =  l,  2,    .    «) 

^^*    l>t^friedigen.    Der  Rang  dieses  Gleichungssystems  oder,  was  dasselbe 

**S     cler  des  Systems  seiner  ii^  Coofficienten,  ist,  da  A  genau  die  Potenz 

^'^Ri^ht,  zu  welcher  q  —  cj^  in  F{(o)  auftritt,  zu  Folge  des  Theorems 

^^^  Schlüsse  der  Nr.  35,  genau  gleich  n  —  A,  wir  erhalten  also  A  linear  im- 

*^  ^^'i^gige  Lösungssysteme  ^j?  *  *  •  S„  ^^^<1  entsprechend  A  linear  unab- 

uani^igg  Integrale  u^  der  Differentialgleichung  (A),  die  der  Gleichung 

V   )     Genüffe   leisten.      Es    gehört   also    zu    ieder   Wurzel    o     der 

*^  ^Hdamentalgleichung  eine  Gruppe  von  genau  so  vielen  linear 
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iiiuibhüngigen  Integralen  w^,  wie  der  Grad  A  der  Vielfachheit 
dieser  Wurzel  angiebt.     Bezeichnen  wir  durch 

die    von   einander   verschiedenen    Wurzeln    der   Fundamentalgleichung^ 
durch  A,  ft,  t/,  •  •  •  ja  die  Grade  ihrer  Vielfachheit,  so  dass  also 

A  +  ^  +  t/H \-  Q  =  n, 


femer  durch 

"„!» 

««.» 

...    1/ 

•       J      V 

'Vi' 

»«» 

...    1/. 

'ff ' 

(4) 

'V.' 

",-^' 

■■■    «yr. 

«dl» 

«rf.» 

•••    «*j' 

die  zu  diesen  Wurzeln  gehörigen  Integrale,  so  ist  die  Anzahl  derselben 
gleich  «,  und  die  in  einer  Zeile  des  Schemas  (4)  stehenden  Integrale 
sind  linear  unabhängig.  Wir  wollen  beweisen,  dass  auch  zwischen 
diesen  n  Integralen  überhaupt  keine  lineare  homogene  Beziehung  mit 
Constanten  Coefficienten  stattfinden  kann. 

Nach  den  im  vorigen  Kapitel  bewiesenen  Sätzen  bilden  die  X  Inte- 
grale u^.  ein  Fimdamentalsystem  einer  Differentialgleichung  A**'  Ordnung 

i^„  =  o, 

deren  Fimdamentalgleichung  durch 

((o  —  c)Y  =  0 

gegeben  wird;  ebenso  bihlen  die  h^,  ein  Fundamen talsystem  einer  Dif- 
ferentialgleichung ^*'^'  Ordnung 

mit  der  Fundamentalgleichung 

ilie  u  .  ein  Fundamentalsystem  einer  Differentialgleichung  r**'  Ordnung 

li  =0 

Y 

mit  der  Fundamentalgleichung 

u.  s.  w.:  die  Coeflicienten  dieser  Differentialgleichungen  sind  innerhalb 
E  eindeutige  Functionen.     Bestünde  zwischen  den 


(s; 
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eine    homogene  lineare  Beziehung  mit  constanten  Coefficienten,  so  wür- 
den   die  Diflferentialgleichungen 

Iiitef^rale  gemein  haben;  die  linken  Seiten  ihrer  Fundamentalgleichungen 
mfissten  folglich  einen  gemeinsamen  Theiler  besitzen,  was,  da  cj^=J=w^ 
sein  sollte,  ausgeschlossen  ist.  Also  sind  die  A  -f-  (*  Integrale  (5)  linear 
ima.l3hängig;  sie  bilden  folglich  ein  FundamentaLsystem  einer  Diflferen- 
tialg-leichung  (A  +  fc)**"  Ordnung 

dei-on  Fundamentalgleichung  lautet 

(03  —  (oy  (gj  —  Gj^y  =  0. 

Bestünde  zwischen  den  Integralen  (5)  und 

Wy.  (.•=l,2-.i) 

®*^^^^    lineare  homogene  Beziehung,  so  würden  die  DifiFerentialgleichungen 

JR  ^  =  0,         JR   =0 

Iri.tc>j;Trale,  ihre  Fundamentalgleichungen  folglich  Wurzeln  gemein  haben, 
^^•^O.  dies  ist,  da  (o  von  oj^  und  oj^  verschieden  vorausgesetzt  wurde, 
^^^^xxfaUs  ausgeschlossen.  —  Indem  man  so  weiter  schliesst,  sieht 
^^  ^  :i3,  dass  die  n  Integrale  (4)  linear  unabhängig  sind,  dass  sie 
^^  ^  ci^  ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (A) 
^^^  ^»^  stituiren. 

Dieses  Fundamentalsystem  ist  eigentlich  schon  das  zum  Umlaufe  U 

örige  canonische,  in  der  Form  wie  Herr  Fuchs  dasselbe  zuerst  auf- 

11t  hat;  wir  wollen  nur  noch  die  zu  einer  bestimmten  der  Wurzeln 


^*^  ^        a  y  •  •  •  03 .  gehörigen  linear  unabhängigen  Integrale  in  geeigneter 
•^  1-  se  auswählen.     Betrachten  wir  die  Gesammtheit  der  zur  Wur/el  (»„ 


a 


^rigen  Integrale  w^,  dann  gehört  offenbar  auch  jedes  @u^^  zu  dieser 
^^^^immtheit,  da  es  ja  der  Gleichung  (2)  Genüge  leistet.    Die  A  Integrale 

**  i»  w  ^,  •  •  •  M  3 

^^^i  also  so  beschaffen,  dass  sie  bei  dem  Umlaufe   U  in  lineare  homo- 
^^^^^^  Functionen  ihrer  selbst  übergehen.   Dies  ist  die  charakteristische 
_  ^  J^enschaft  der  durch  die  Zeilen  cl(^s  Schemas  angedeuteten  Anord- 
g  des  Fundamentalsystems  (4)  in  Gnippen.    Es  lässt  sich  nun,  wie 
Hamburger   gezeigt   hat,    durch   passende  Wahl  der  einzelnen 


u 
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Elemente,  jede  solche  Gruppe  wieder  in  eine  Reihe  Ton  Untergruppen 
zerfallen,  die  ihrerseits  wieder  die  Eigensehafi  zeigen,  dass  die  Elemente 
einer  solchen  Untergruppe  nur  in  lineare  homogene  Functionen  ihrer 
selbst  übergehen. 


37.   Die  Hanibarger*8Chen  Untergruppen.     Canonische  Form  der 
sn  einem  Umlaufe  gehörigen  linearen  Subetitatioii. 

Wir  betrachten  die  Theiler 

JC.(V)  =  ((0  —  CD  V  (•'=1,«.       1| 

von  F(&)  und  suchen  diejenigen  Intejrrale  ri^.,  die  zu  L.{io)  gehören, 
d.  h.  die  der  Gleichung 

(«i>  &u  .  —  i(o  e'~'M  .  +  — h  (—  ly®*  ti    =  0 

genügen.    Die  Anzahl  r^.  der  linear  unabhängigen  h^.  wird  durch  den 
Rang  fi  —  T^.  des  Gleichungssystems 


n 


oder  des  Systems  der  Coefficienten 

r>)  K  -  i->Ar''  +  •••  +  (-  iV<Ä.,) 

gegeben.  Dieses  System  ist,  nach  der  durch  die  Gleichimg  (13)  der 
Nr.  31  i^S.  111)  daigestellten  Zerlegimg,  gleich 

<.^>  ("*.  -  **.«.)'• 

Xun  sind  aber  oflFenbar  die  u  .  ,  unter  den  ii  .  enthalten,  ebenso  wie 
die  sammtlichen  u  .  für  j  =  1,  2,  •  i  —  1  unter  den  u  enthalten  sind, 
wir  haben  folglich 

— =     rt  I  -- =     tf ,  t  —  1 

• 

andererseits  ist  zufolge  des  Theorems  am  Schlüsse  der  Nr.  35  (S.  119) 
der  Rang  des  Systems  (^s'i  höchstens  gleich  if  —  i,  also 


rtt 


Folglich   ist   die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  m^.,  die  nicht  schon 
zu  den  h^  ._^  gehören,  gleich 

r     —  r    .     ,  =  p     >  0         ..=2.Ä.      i .         r  .  =  A. 

in  ct.  t  —  1  ^ttt  iT* 

Setzen  wir  noch  der  Gleichmassigkeit  wegi^n 
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so      gebeu  uns  also  die  Zahlen  der  Reihe 

m 

di  ^^  Anzahlen  derjenigen  linear  unabhängigen  Integrale  u.^^,  m^,?  "7  '^KeXf 
di^^  nicht  schon  unter  jenen  mit  kleinerem  zweiten  Index  enthalten  sind, 
un«3  es  ist 

Flu  :k"  ein  solches  u  . ,  welches  nicht  schon  unter  den  ti    .    .  enthalten 

*  Ulf  O,  I  —  1 

ist  ^    wird  offenbar 

(9")  ®u  .  —  o  M'  . 


ffl^ich  einem  u  .  ,  sein,  welches  nicht  schon  unter  den  u  .  ,  vor- 
kommt.  Bilden  wir  also  den  Ausdruck  (9)  für  alle  q^^  linear  unab- 
hängigen wirklichen  m^^,  so  erhalten  wir  ebenso  viele  linear  unab- 
hängige wirkliche  u^  ^.__j,  es  ist  folglich 

Wir   verfahren   nun   folgendermassen.     Sei    q^^   die    letzte  in  der 
Reilio  der  Zahlen 

diö    nicht  gleich  Null  ist,  so  dass  also  alle 

dann    sind  die  Systeme 

^^    *  I>  l  vom  Range  m  —  A,  und  da 
80   iiaben  wir 

^^  Anzahl  der  linear  unabhängigen  wirklichen  u^^  ist  gleich  p^^^,  diese 
aeniceii  wir  uns  ganz  willkürlich  gewählt.  Bilden  wir  dann  die 
^01    AxLsdrücke 

Qu,  —  CDU  ,, 

^^  litifem  uns  diese  ebenso  viele  linear  unabhängige  wirkliche  ti^  ^_j, 
^i^Siou  fügen  wir  noch  Q„  ^^^  —  ^,,  ,  beliebig  zu  wählende  wirkliche 
\  i^j  hinzu,  die  mit  ihnen  zusammengenommen  ein  System  von  ^^  ,_i 
linear  unabhängigen  wirklichen  w„  ,_i  bilden.     Die  p„  ,_i  Ausdrücke 


a,  i  —  1  a    a^l  —  1 


lief, 


etn  dann  p„,_i  linear  unabhängige  wirkliche  t*„  ,_,,    denen    wir 
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dann  noch  p^  ,_2  —  Qa  i—i  ^^^i^re  wirkliche  w^  |__j  hinzufügen,  um  im 
ganzen  (>„  ,_2  linear  unabhängige  wirkliche  w„  ,_j  zu  erhalten.  Mit 
diesen  bilden  wir  wieder  die  Ausdrücke 

Su    ,    ^  —  w  ff    ,    _ 

tr,  /  —  2  a    a,l  —  2 

und  fahren  so  fort,  bis  wir  endlich  q^^  von  den  q^^  linear  unabhängigen 
u  ,  durch  die  Formeln 

Su  ^  —  (o  u  ^ 

bestimmt  und  diese  dann  durch  noch  p  ,  —  p  ^  andere  zu  einem  vollen 
Systeme  linear  unabhängiger  a„,  ergänzt  haben.  —  Wir  erhalten  auf 
diese  Weise  genau  X  linear  unabhängige  Integrale,  die  uns  das  System 
der  X  zur  Wurzel  ö>^  gehörigen  m^  darstellen.  Diese  Int^rale  sind 
jetzt  in  Untergruppen  gesondert,  und  zwar  haben  wir 

Q^^  Gruppen  von  je  l  Elementen, 

Qa  i-i  —  ^ai  Gruppe"  ^'0^  je  /  —  1  Elementen, 


p^j  —  p^g  Gruppen  von  je  einem  Elemente. 

Bedeuten  n^  ?  w^ ,  •  •  •  u^  die  eine  solche  Gruppe  von  m  Elementen 
bildenden  Integrale,  so  ist  eines  dieser  Integrale,  etwa  Wj,  ein  m^^,  eines, 
etwa  Ua,  ein  wirkliches  n-^.  •  •  •  endlich  eines,  etwa  ti  ,  ein  wirkliches 
u  ,  und  die  Veränderungen,  die  diese  Integrale  beim  Umlaufe  U  er- 
leiden, werden  durch  die  Formeln: 


1  a     1 


(10) 


in  am'         m  —  l 

dargestellt.     Als  besondere  Falle  heben  wir  hervor: 

in  diesem  Falle  ist  ?  =  1 ,  und  wir  erhalten  A  Gruppen  von  je  einem  ^ 
Elemente,  d.  h.  X  linear  unabhängige  Integrale  m^,  die  sich  beim  Um — 
laufe  U  mit  a  multipliciren,  hienmter  ordnet  sich  der  Fall  A  ^  1  euu^ 
Das  andere  Extrem  wäre 

9ai=l'     also  auch     p^^  =  p^^  =  .  • .  =  p^^  =  1 , 

also  l  ==  ly  und  wir  erhielten  eine  einzige  Gruppe  von  A  Elementen. 
Es  ergiebt  sich  somit  allgemein  die  folgende  Kegel: 

Man  bestimme  die  verschiedenen  Wurzeln  w  ,   w. ,  •  •  • 
der  Fundamentalgleichung 


37.  CanoniBche  FimdamentAlsjsteme  und  Substitutionen.  127 

I  a.    — A    CO  !  =  0  (Ä,x  =  i,2  -w); 

>      nx  nx       ■ 

is  ii    die  Wurzel  cj^  eine  Afache,   so  bestimme  man  die  Rang- 
zrt*  lalen  der  Systeme 

(a^    —  8.  G)\.     (n.    —  d.   (o  y ,     •    • ,     (a,    —  ö.  co  )  , 

\   kx  hx     ajy       \    hx  hx     aj    y  '       \/ix  hx     a)   ^ 

od  er,   was  dasselbe  ist,   die  Rangzahlen  der  suceessiven   Po- 
te  xizen  des  Systems 

\   hx  hx     J 

modulo  CO  —  0)^.     Diese  Rangzahlen  bilden  eine  nicht  abneh- 
m<3  iide  Reihe,  die  Reihe  der  Differenzen  je  zweier  aufeinander 
folgendet  dieser  Zahlen  eine  nicht  zunehmende  Reihe;  diese 
i^i  fferenzen  sind  die  Zahlen 


^  i  €>  Reihe  ihrer  Differenzen  bestimmt  unmittelbar  die  Anzahl 
"^ix  c3  durch  den  zweiten  Index  des  Subtrahendus  die  Elementen- 
^^  1>1  der  Untergruppen,   in   die   die   Gruppe    der  A  zu   cj     ge- 
*^  ö  Ä-igen  Integrale  u-^  zerfällt*). 

Auf   diese   Weise    erhalten   wir,   entsprechend   den   verschiedenen 

rzeln   der  Fundamentalgleichung,  ein  Fundamentalsystem  von  Inte- 

len  der  Difterentialgleichung  (A),  welches  wir  als  das  zum  Umlaufe 

^  '       gehörige  canonische  Fundamentalsystem  bezeichnen.    Die  Sub- 


^'t'iition  Ä,    die   dieses  Fundamentalsystem   beim   Umlaufe    IJ  erfährt, 
^^^^ nen   wir   die    zu    IJ  gehörige    canonische   Substitution;    sie   ist 


einer  in  der  Nr.  34  gemachten  Bemerkung,  ebensowohl  wie  die  Ele- 

_^^Ä3te  des  canonischen  Fundamentalsystems  selbst,  unabhängig  von  der 

.hl  des  zimi  Ausgangspunkte  genommenen  Fundamentalsystems  [y^]. 

Die  Ausdrücke  der  Elemente  des  canonischen  Fundamentalsystems 

^*  ^•^ch  [y  1  ergeben  sich  durch  Auflösung  der  linearen  Gleichungssysteme 

S^^  ^^^  und  der  analogen  für  die  anderen  Wurzeln  w^,  gj  ,  •  •  •  cj^  gebil- 

^^      "3n,   bei    geeigneter  Wahl  der  einem  solchen   Gleichungsysteme  ge- 

^^nden  linear  unabhängigen  Lösungssysteme  5,  ?  •  ■  •  5„-  —  Iii^  ganzen 

^ten  wir  n  Systeme 

*)  Die  Differenzen 
►*n  die  Anzahl  und  durch  den  zweiten  Index  des  Subtrahendus  den  Grad  der 


^^    Herrn  Weierstrass    in    die   Theorie    der   bilinearen   Formen   eingeführten 


-mentartheiler,  in  die  der  Theiler  (co  —  w  V-  der  Det^irminante 

I  Hx  —  ^hx^  .  (A,x  =  l,2-      «) 


^•'^-mit. 
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ß     ,   ,     •    •    •     6  (X==:l,2.     •«), 

und  es  sind  dann 

n 

die  Elemente  des  canonischen  Fiindamentalsysteras  [w^].  Hieraus  folgt 
a  posteriori,  dass.  die  Determinante 

I  5^,.  I  =  I  X|  (x.i  =  l,2--«) 

des  Systems  (S^^.)  =  X  von  Null  verschieden  sein  muss,  ein  Ei^bniss^ 

welches  sich  auch  leicht  direct  verificiren  lässt.  Die  Substitution  A, 

welche  das  Fundamentalsystem  [y^J  beim  Umlaufe  U  erleidet,  stellt  sich 
in  der  Form  dar  (vergl.  Nr.  31,  S.  101): 

.4  =  X~'äX,  ^ 

d.  h.  sie  geht  durch  Transformation  aus  der  canonischen  Sub- 
stitution Ä  hervor.  Dies  gilt  offenbar  auch  für  die  zum  Umlaufe  U 
gehörige  Substitution  C  eines  beliebigen  Fundamentalsystems  [i?^];  denn 
wenn 

30  ist: 

also 

C=BX-^SlXB-\ 

und  nach  den  Sätzen  der  Nr.  30  ist 

Wir  nennen  darum  Ä  auch  die  canonische  Form  der  zum  Um- 
laufe U  gehörigen  Substitutionen,  da  sich  die  Substitution,  die 
ein  beliebiges  Fundamentalsystem  beim  Umlaufe  U  erfahrt,  aus  Ä  durch 
Transformation  ergiebt,  also  auch  umgekehrt  durch  Transformation 
(mittels  einer  Substitution  von  nicht  verschwindender  Determinante)  'in 
Ä  übergeführt  werden  kann. 


Viertes  Kapitel. 

38.   Analytische  Form  des  oanonischen  Fondamentalsystems. 

Wir  wollen  nun  die  analytische  Form  der  das  canonische  Funda- 
mei-i-talsystem  bildenden  Integrale  innerhalb  des  zweifach  ZAisammen- 
hän^^enden  Bereiches  E  zu  ermitteln  suchen,  und  fassen  zu  dem  Ende 
die      Elemente 

1  ■       2 '  wi 

^i*^^:!^  zur  Wurzel  cj^  der  Fundamentalgleichung  gehörigen  iw-elemen- 
y^fS^^^ar^  Untergruppe  ins  Auge.  Denken  wir  uns  diese  in  geeigneter 
^^^i  aae  angeordnet,  so  wird  nach  Vollzug  des  Umlaufes  U  (vergl.  S.  12(3) 

1  u     l 

&U.  =^  CJ   U.  -4-  U.      ,  (1  =  2,3        m), 

(  a     I     '         t  —  1 

ocx^:^-^  wenn  wir  einen  Ausdruck  von  der  Form 


k^:r^2i   durch 

{G  —  Gj)v 

*^^^^ichnen,  so  haben  wir 

|(©-a>jMj=0, 


(!> 


( 

di 
U 


bc^c 


(0  Cj)u.  =  tl.      ,  (1=2,  3        »/,). 

Da  sich  die  Coefficienten  p^f  p^y  '    '  Pn  ^^^  Differentialgleichung 

in  der  Umgebung  jeder  Stelle  von  E  regulär  verhalten,  so  gilt  das 

<;he  von  den  Integralen  von  (A).     Es  sei  nun  t  eine  Function  von 

ie  auch  in  der  Umgebung  jedes  Punktes  von  E  regulär  und  über- 

so  beschaffen  ist,  dass  sie  sich  um  Eins  vermehrt,  wenn  x  den 

auf  U  vollzieht;  dann  multiplicirt  sich  die  Function 

t 

(O 

a 


Umlaufe  U  mit  cö^,  es  ist  also 

a  u     u 

Schlesinger,  DifferentUlgleichtingen.   I. 


\\\\ 


^<\A»'\'\\   \\\\ 
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14. 


<i) 


V, 


If 


y\   U    ^\  \\\\w\\\M\  H  oiihlouti^;  tki  sioh  flWrJies  die  Functionen  u^  und 
^*    »^»  \K'\   Tui^x^Imiu^  j«Hlor  Stollo  von   K  i\»giilar  verhalten  und 


^v^ivA*'^  t'  \\w\\%  WM^^hwuuU'u  knnu«  s^^  ist  y^  auch  in  der  ümgebang 
\\«ss    S^NxU^    w^u    f    i>^\(läi\     Ks   onn«'t>i  sioh  somit  f5r  «^  die   Dar- 


< 


'  —m  —  l 


^«-^k--       .;{%,!  t     .-M     ui*.-'»    »,».t;iv'«j  :*r:^     i 


»      .  k  - 


*•>* 


•V 


*  M.* 


•    ^ 


Y 


^        .'.    -.    -»:». 


-    -»-^-i     - 


V**- * ;: ü:r    *  UX^T- 


4  ■» 


■t*  v^'      -•'*■  1 


•  Bi 


-  t  ^  *. 


^  -  ^ 


_  —  «._ 
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folgt,  oder,  wie  wir  auch  schreiben  können, 

SO  erkennen  wir,  dass 


(g-*)-5-4; 


es  ist  folglich 

^  er  ^ 


0) 
a 


eine  innerhalb  E  eindeutige  Function  von  x  und 

«  =  «1  (90«'"'  +  9/"""  +  •  •  •  +  n  +  3>) 

der  gesuchte  Ausdruck,  wo  also  O,  gleichsam  die  Integrationsconstante, 
noch  eine  beliebige  innerhalb  E  eindeutige  Function  darstellt.  Das  Inte- 
gral der  Differenzengleichung 

(®  -  a,J  SS  =  a,'^(t/-"  +  V.«'"-"  +  •••  +  *,), 

^u'  ^1'  ■  ■  ■  ^«1  eindeutige  Functionen  innerhalb  E,  lautet  demnach: 


0)' 
a 


[n-i\'*""'"  +  n''"'+-+'^»^  +  ^)' 


WO  ^  eine  willkürliche  innerhalb  E  eindeutige  Function  bedeutet. 

Für    das    zweite    Integral   w^    unserer    Untergruppe     besteht    die 

Gleichung 

(0— wjt*,  =  tt,, 

also  nach  den  Gleichungen  (3)  und  (4) 

(0  — cöjw^  =  ö>,; 

zufolge  der  eben  entwickelten  Formel  ist  demnach 

wo   g)jj  eine  innerhalb  E  eindeutige  Function  bedeutet,  die  sich  aber, 
da  Mjj,  9,,  Mn  der  Umgebung  jeder  Stelle   von  E  regulär  sind,  auch 
in   der  Umgebung  jeder  Stelle  von  E  regulär  verhält. 
Für  M3  erhalten  wir: 

(S  —  o  ) M,  =  ti^  =  (ö   I    ^  t  4-     ^\ 
folglich  ist 


t       9>i     .(2)     ,      9>2   .     ,      9>8 
«  a  a 


ü* 
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Setzen  wir 

80  ist  demnach 

(1.  h.  9j  innerkalb  E  eindeutig;  da  sich  überdies  die  Functionen  m^  und 
0)^^  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  von  E  regulär  vorhalten  und 

t  t  log  tü„ 

a 

innerhalb  E  nicht  verschwinden  kann^  so  ist  fp^  auch  in  der  Umgebung 
jeder  Stelle  von  E  regulär.  Es  ergiebt  sich  somit  für  u^  die  Dar- 
stellung 

(4)  Wj  =  cj>j. 

Um   für  Wg,  Mjj,  •  •  •  M^^   analoge   Darstellungsformeln    zu  erhalten, 
verfahren  wir  folgondermasseu. 
Es  werde 

(5)  t^'^=.t(t  —  \)  ...  (^  — w+1) 
gesetzt,  dann  ist  nach  Gleichung  (2) 


also 


und 


Sei  nun 


(0  —  CD  joj  t  '  =  no  ^  t 


WO  9^j,  9,,  • .  •  (p^  innerhalb  E  eindeutige  Functionen  von  x  bedeuten, 
so  ist  also 

(®  -  «„)<5  =  <+M«9o<'""'' +  («  -  l)?»,«'""*' +  •••  +  <P,_J- 

Diese  Gleichung  kann  im  Sinne  der  Differenzenrechnung  als  DifFeren- 
tiationsformel  angesehen  werden;  wenn  dann  umgekehrt  eine  solche 
Diiferenzengleichung 

vorgelegt  wird,  so  kann  man  sich  die  Aufgabe  sterilen,  dieselbe  zu  in- 
te griren,  d.h.  einen  Ausdnick  9S  zu  finden,  der  ihr  genügt.  Beachten 
wir  zu  dem  Ende,  dass  aus  den  beiden  obigen  Gleichungen 
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folgt,  oder,  wie  wir  auch  schreiben  können, 

SO  erkennen  wir,  dass 

\  0)    /  CO 

es    ist  folglich 

Ol 
a 

eine    innerhalb  JS  eindeutige  Function  von  x  und 

«  =  <  K«^"'  +  9»/""''  +  •  •  •  +  9.  +  *) 

gesuchte  Ausdruck,  wo  also  0,  gleichsam  die  Integrationsconstante, 
eine  beliebige  innerhalb  ^  eindeutige  Function  darstellt.  Das  Inte- 
der  Differenzengleichung 

(0  -  «J  as  =  «U^o''"'  +  v-.^'"""  +  •  •  •  +  v-j, 

^o  >      ^i;  •    •  ^    eindeutige  Functionen  innerhalb  i/,  lautet  demnach: 


n 

833  =  -" 

CO 
a 


}-^-^<-+^)+^,<'')  +  ...  +  ^,,  +  ^), 


^  eine  willkürliche  innerhalb  JS  eindeutige  Function  bedeutet. 
Für    das    zweite   Integral   u^    unserer    Untergruppe    besteht    die 
ichung 

nach  den  Gleichimgen  (3)  und  (4) 
V)lge  der  eben  entwickelten  Formel  ist  denmach 

g?j  eine  innerhalb  iJ  eindeutige  Function  bedeutet,  die  sich  aber, 
Mj,  g)j,  ^  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  von  J5  regulär  sind,  auch 
der  Umgebung  jeder  Stelle  von  JE  regulär  verhält. 

Für  ti«  erhalten  wir: 

(0  _  a,Jw3  =  M,  =  oj;^  {^^^  t  +  ][^), 
Iglich  ist 

«*3  =  «'aUr2^       +-2^+-2      ; 
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9>3  eine  innerhalb  7?  eindeutige  und  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  von 
E  reguläre  Function.  A^llgemein  findet  man  durch  Schluss  von  (x — 1) 
auf  x: 

«  ^ 

also  endlich 

®L    f       ^i        A"'-i)    ,  ,     9>,„_i  I 

wo  9j,  9>2,  •  •  •  9>^^  innerhalb  E  eindeutige  und  an  jeder  Stelle  von  E 
reguläre  Functionen  bedeuten. 
Setzen  wir 

«"*  1  ^^  *^  •  (*'* — ^/'* 

femer  nach  der  in  der  Differenzenrechnung  üblichen  Weise: 


•wi  —  "i  /*  /±     I     -IX  ^»«  —  2  /.  /  f\  Min  —  1 


j'"-y(t  +  1)  —  J'"~'fit)  =  j"'-'f{t), 

und  beachten,  dass 

(<  +  iy'"  =  <'"  +  x<"-", 

80  ergeben  sich  die  eleganten  Ausdrücke 

(')  i«    ,  =  o' o*  ^V(0 , 

m  —  2  a      a         i   \  /  7 


t       m —  1    ^M  —  1  /»/»N 


Die  Bestimmung  der  zur  llei-stellung  dieser  Ausdrücke  erforder- 
lichen Function  t  hängt  wesentlich  von  der  Beschaffenheit  des  zweifach 
zusammenhängenden  Bereiches  E  ab. 

39.    Natur   der  Singularität   der  Integrale   in  der  Umgebung  einer 
Stelle,  wo  sich  die  Coeffloienten  wie  rationale  oder  wie  algebraische 

Functionen  verhalten. 

Wir  wollen  insbesondere  zwei,  für  unsere  Theorie  vorzüglich  wich- 
tige Fälle  ins  Auge  fassen,  in  denen  die  Ilei-stellung  der  Function  / 
keinerlei  Schwierigkeiten  darbietet. 
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Es   sei  X  =  a  eine  Stelle  von  der  BeschaflFenheit,   class  sich  die 
Coefficieiiten  p^^  p^y  '  '  '  Pn  ^®^  Differentialgleichung  (A)  an  allen  Stellen 
einer  gewissen  endlichen  Umgebung  von  a  regulär  verhalten  und  dass 
entweder     ein    einfacher    Umlauf    um    diese    Stelle    die    Functionen 
^\  9  1\}  ' ' '  Pn  ungeandert  lässt,  oder  dass  diese  Fimctionen  nach  einem 
(>-inaligen  Umlaufe  um  x  =  a  z\x  ihren  Ausgangswerthen  zurückkehren. 
Wenn  dann  überdies  x=='a  eine  Stelle  ist,  an  der  sich  Pj,  Jig,  •  •  •i>^ 
bestimmt   verhalten  (vergl.  Nr.  7,  S.  16),  so  haben  diese  Functionen 
in    jc  =  a  den  Charakter  von  algebraischen  Functionen,  d.  h.  sie  ver- 
halten sich  im  Punkte  a  regidär,  oder  a  ist  für  diese  Functionen  ein 
(>-fa,cher  Windungspunkt,  oder  endlich  ;r  =  a  ist  eine  algebraische  Un- 
^ridlichkeitsstelle.     Wenn  die  i>i,  i>2,  •  •  •  2>^  in  der  Umgebung  des  un- 
^^ncilich    fernen    Punktes    x  =  oo    den   Charakter    algebraischer   Func- 
^^^Hen  besitzen,  so  soU  a  auch  den  unendlich  fernen  Punkt  bedeuten 
können. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall,  wo  Pyj  p^y  ' ' '  Pn  ^®^  einem 
^^  ^  f  «chen  Umlaufe  um  x  =  a  ungeändert  bleiben,  dann  verhalten  sich 
'^^^^^  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (A)  in  diesem  Punkte 
^"i<3  rationale  Functionen.  Ist  a  ein  endlicher  Werth  und  haben 
Pv  Pif  ' ' '  Pn  111^  =  ^  auch  endliche  Werthe,  so  sind  sie  in  der 
^"^^^  gebung  von  x  =  a  regulär,  also  sind  auch  die  Integrale  von  (A) 
ar;  dieser  Fall  ist  bereits  durch  den  Fundanientalsatz  (Nr.  9,  S.  25) 
digt.  Bedeutet  dagegen  a  den  unendlich  fernen  Punkt,  oder  einen  im 
^dhchen  gelegenen  Pimkt,  für  welchen  einer  oder  mehrere  der  Coef- 
-j^^;^^  Renten  i>i,  i>2,  •  •  •  i>„  unendlich  werden,  so  denken  wir  uns  um  a  als 
^^  -^  'fctelpunkt  einen  Kreis  K  beschrieben,  innerhalb  dessen  kein  singulärer 
-.  ^^^>ikt  der  Differentialgleichung  (Nr.  10,  S.  26)  ausser  x  =  a  gelegen  ist; 
""'s  x  =  (i  den  unendlich  fernen  Punkt  bedeutet,  ist  K  ein  um  x=0 
Mittelpunkt  beschriebener  Kreis,  der  alle  im  Endlichen  gelegenen 
gidären  Stellen  der  Differentialgleichung  einschliesst.  Schneiden  wir 
«  der  Kreisfläche  K  den  Punkt  a,  durch  eine  diesen  Punkt  umgebende, 
^"^^endlich  kleine  Curve  aus,  so  ist  die  so  entstehende  Fläche  E  eine  zwei- 
^^«h  zusammenhängende,  an  deren  jeder  Stelle  sich  die  j>j,  ji^,  •  •  •  j> 
^gulär  verhalten,  für  die  also  die  Betrachtimgen  dieses  Abschnittes 
^^^Itig  bleiben.  Als  Umlauf  U  kann  dann  jeder,  ganz  innerhalb  E  ver- 
*^\iifende  geschlossene  Weg,  der  den  Punkt  a  einschliesst,  genommen 
^^Verden.  Wir  sagen  in  diesem  Falle  von  den  zu  E  beziehungsweise  U 
li^ehörigen  Substitutionen  QJnes  beliebigen  Fundamentalsystems,  ebenso 
"Wie  von  dem  zu  E  gehörigen  canonischen  Fundamentalsysteme  und  der 
^u  E  gehörigen  Fundamentalgleichung,  dass  sie  zu  dem  singulären 
Punkte  x  =  a  der  Differentialgleichung  gehören.     Eine  Func- 
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tion   tj  die  der  Gleichung  (2)  genügt  und  sich  an  jeder  Stelle  von  E 
regulär  verhält^  ist  dann  z.  B. 

log  (a;  —  a) 

WO  hier  und  im  Folgenden,    falls  a  den  unendlich  fernen  Punkt  be- 
deutet, an  Stelle  von  X  —  a  der  Ausdruck 

1 

X 

zu  nehmen  ist.     Bezeichnet  dann  r^  einen  der  um  ganze  Zahlen  von 
einander  verschiedenen  Werthe,  für  die 

so  ist 

»1  =  (^  —  «)'" , 
und  die  Ausdrücke  (7)  nehmen  die  Form  an 

«2  =  (•«  —  «)'"  { K  (^)  +  ^t»  i^)  H  (^  —  «) ) , 


(8) 


«,« =  (^  ^  «/"  I  t„,i(^)  +  tM  log  (.'^  —  «)  H 

WO  also  tiii^),  ^21  (^)'  '  * '  ^wmW  f^'^^iictionen  bedeuten,  die  innerhalb 
E  eindeutig  sind  und  sich  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  von  E  re- 
gulär verhalten.  Femer  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (7)  unmittel- 
bar, dass  jede  der  Functionen 

durch 

homogen  linear  mit  constanten  Coefficienten  darstellbar  ist.  Zufolge 
des  Laurent  sehen  Satzes  lassen  sich  diese  Functionen  tl^.  (x)  innerhalb 
E  in  Reihen  entwickeln,  die  nach  ganzen  Potenzen  von  x  —  a  fort- 
schreiten und  die  im  Allgemeinen  unendlich  viele  positive  und  nega- 
tive Potenzen  enthalten.  Denken  wir  uns  diese  Darstellung  für  alle 
Untergruppen  des  zu  E  oder  zum  singulären  Punkte  x  =»  a  gehörigen 
winonischen  Fundamentalsystems  gemacht,  so  ist  durch  dieselbe  das 
Verhalten  dieses  Fundamentalsystems  bei  einem  Umlaufe  um  den  Punkt 
X  =  a  in  Evidenz  gesetzt.  Ein  beliebiges  Jntegral  y  der  DifPerential- 
gleichung  (A)  lässt  sich  als  homogene  lineare  Function  der  Elemente 
des  canonischen  Fundamentalsystems  mit  constanten  Coefficienten  dar- 
stellen, es  ist  also  auch  das  Verhalten  eines  solchen  innerhalb  E^  oder 
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wie  wir  sagen  können,  in  der  Umgebung  des  singulären  Punktes 
x=  a  vollkommen  festgelegt.  Aus  der  Form  der  Darstellimg  (8)  ist 
ersichtlich,  dass  x  =  a  der  einzige  innerhalb  des  Kreises  K  gelegene 
singulare  Punkt  eines  beliebigen  Integrals  der  Differentialgleichung  (A) 
ist,  dieser  Punkt  kann  aber,  wenn  die  Entwickelungen  der  ^,,j(^)  un- 
endlich viele  negative  Potenzen  von  x  —  a  enthalten,  noch  eine  Stelle 
der  Unbestimmtheit  (Nr.  7,  S.  17)  für  die  Integrale  sein.  Jedenfalls 
ist  aber  x  =  a  eine  isolirte  Unbestimmtheitsstelle,  und  zwar  eine 
solche  mit  bestimmter  Verzweigung.  Wir  haben  also  das  wich- 
tige Theorem: 

Eine  singulare  Stelle  x  =  a  der  Differentialgleichung  (A) 
(der  unendlich  ferne  P-unkt  x  =  oo  eingeschlossen),  an  welcher 
die  Coefficienten  p^y  2\)  '  ' '  1\  ^^^^  ^^®  rationale  Functionen 
verhalten,  ist  für  die  Integrale  von  (A)  im  Allgemeinen  eine 
isolirte  Unbestimmtheitsstelle  mit  bestimmter  Verzweigung-, 
die  Art  der  Verzweigung  eines  Integrals  wird  gegeben  durch 
die  Darstellung  dieses  Integrals  als  homogener  linearer  Func- 
tion  der  Elemente  des  zu  a:  =  a  gehörigen  canonischen  Fun- 
damentalsystems   und   durch    die   zu   x=a   gehörige    Funda- 
rnentalgleichung. 

Es  sei  nun  x  =  a  ein  algebraischer  (>-facher  Windungspunkt  für 
clie  Functionen  j)j,  p^y  •  •  •  p^\  wir  denken  uns  durch  x  =  a  einen  Ver- 
^^weigungsschnitt  gelegt  und  construiren  eine  aus  q  übereinander  ge- 
legten Blättern  bestehende  Windungsfläche,  auf  welcher  die  p^^  p^,  "'  Pn 
«^Is    eindeutige  Functionen   des  Ortes   angesehen   werden   können.     Be- 
^cihreiben   wir   dann    in    dieser  Windungsfläche  um  a  als  Mittelpunkt 
^  inen  ^-fach  gewundenen  Kreis  -K",  der  ausser  x  =  a  keinen  singulären 
X^iinkt  der  Differentialgleichung  einschliesst,  und  schneiden  aus  der  von 
begrenzten  Fläche  den  Punkt  a  durch  eine  diesen  Punkt  umgebende 
►-fach  gewundene  unendlich  kleine  Curve  aus,  so   erhalten  wir  einen 
^^weifach  zusammenhängenden  Bereich  7?,  innerhalb  dessen  j>j,  p^j--  p^ 
eindeutig  und  an  jeder  Stelle  von  E  regulär  sind.    Als  Umlauf  U  kann 
j^der  ganz  innerhalb  E  verlaufende  geschlossene  und  (>-fach  gewundene 
^^i^eg  genommen  werden.     Wir  sprechen  auch  in  diesem  Falle  von  der 
2eum  singulären  Punkte  a  gehörigen  Substitution,  Fundamentalgleichiuig, 
^em  canonischen  Fundamentalsystem  u.  s.  w.  —  Eine  Function  /,  die  sich 
s^n  jeder  Stelle  von  E  regulär  verhält  und  der  Gleichung  (2)  genügt, 
ist  jetzt: 


2  9  TT  t 


also  wenn  wieder 
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(o    =  e       " 

a 


gesetzt  wird,  so  ist 


''a 


w^  =  V"*'  —  ^^   • 
Die  Aasdrücke  (7)  nehmen  daher  die  Gestalt  an 


'•«x-i 


1=0 

wo  jetzt  die  lf*,,(^)  innerhalb  £  eindeutige  und  in  der  Umgebung  jeder 
Stelle  von  E  reguläre  Functionen  bedeuten.  —  Bilden  wir  den  Bereich 
E  durch  die  Function 

I  =  (x  - «/ 

auf  die  ^-Eb^"^  ^\  ^  entspricht  ihm  eine  um  S  =  0  als  Mittelpunkt 
beschriebene  einfache  Kreisfläche,  aus  welcher  der  Punkt  ^  =  0  durch 
eine  unendlich  kleine  Curve  ausgeschnitten  ist  Innerhalb  dieses  Be- 
reiches ®  der  S- Ebene  sind  also  die  lf\^(.r)  als  Functionen  von  J  eben- 
*  falls  eindeutig  imd  verhalten  sich  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  von 
G  regulär;  sie  sind  folglich  nach  ganzen  Potenzen  von  S  entwickelbar, 
d.  h.  die  ¥\-,(j')  lassen  sich  innerhalb  E  nach  ganzen  Potenzen  von 

i_ 
(x  —  aY 

entwickeln;  diese  Entwickelimgen  können  aber  im  Allgemeinen  eine 
unendliche  Anzahl  von  Potenzen  mit  negativen  Exponenten  enthalten. 
Die  Ausdrücke  (9^  bestimmen  also,  wenn  wir  uns  dieselben  f&r  alle 
Untergruppen  des  zu  a  gehörigen  cauonischen  Fundamentalsystems  auf- 
gestellt denken,  das  Verhalten  dieses  Fundamentalsystems  und  damit 
das  Verhalten  eines  beliebigen  Integrals  in  ^er  Umgebung  von  x  =  a. 
Man  übersieht  auch  lefcht,  wie  diese  Betrachtungen  zu  modificiren  sind, 
wenn  für  die  j>^,  •  •  •  j)^  der  unendlich  ferne  Punkt  ein  algebraischer 
(Hfacher  Windungspunkt  ist,  und  «  =  cc  genommen  wird.  Wir  können 
also  das  oben  (S.  135)  ausgesprochene  Theorem  dahin  verallgemeinem, 
dass  wir  sagen: 

Eine  singulare  Stelle  x  =  a  der  Differentialgleichung  (^A) 
(der  unendlich  ferne  Punkt  w  =  cc  eingeschlossen\  an  welcher 
die  Coefficienten  p^^  •  •  •  i^  ^^^  Charakter  von  algebraischen 
Functionen  haben,  ist  für  die  Integrale  im  Allgemeinen  eine 
Stelle  der  Unbestimmtheit  mit  bestimmter  Verzweigung.  Die 
Natur  der  Verzweigung  wird  bestimmt  durch  das  Verhalten 
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der  Coefficienten  p^,  ' ' '  Pn  ^^   ^^^^  Umgebung  von  x  =  a  und 

durch  die  zu  diesem  Punkte  gehörige  Fundamentalgleichung. 

Die  Auffindung  der  Fundamentalgleichung  bietet  im  Allgemeinen 

er^hebliche  Schwierigkeiten  dar,  weil  die  Coefficienten  derselben  in  trans- 

eeüdenter  Weise  von  den  in  den  p^,  i\y  '  '  '  P^  auftretenden  constanten 

P^xametem  abhängen  können;  wir  kommen  an  späterer  Stelle  auf  diese 

Fj-age  in   ihrer  vollen  Allgemeinheit  zurück,  jetzt  wollen  wir  uns  der 

I7ixt(.»rsuchung  eines  besonderen  Falles  zuwenden,  in  welchem  es  gelingt, 

die    Darstellung   des   canonischen  Fundamentalsystems   auch   ohne   die 

Koimtniss  der  Fundamentalgleichung  zu  finden,  und  zwar,  wie  wir  noch 

*  

oesoiiders  hervorheben,  nicht  nur  die  Form  dieser  Darstellung,  son- 
deni  auch  die  Coefficienten  der  Iteihenentwickelungen  für  die  Func- 
tiozien  ^ij^i^)- 


Vierter  Abschnitt 

Die  singtlären  Stellen,  am  denen  sieh  die  Integnrie  bestimiit 

yerhalten. 

Erstes    Kapitel. 

40.    Fonniilining  der  Anfjsabe  nach  Fachs.    Der  Exponent,  su  dem 
ein  sich  besünunt  verhaltendes  Integral  gehört. 

Im  Allgemeinen  ist,  wie  wir  gesehen  haben,  ein  singulärer  Punkt 
r  =  a  der  Differentialgleichung  (A\  in  welchem  sich  die  Coefficienten 
/>,.  j)j,  •  • '  p^  wie  algebraische  Functionen  verhalten,  für  die  Integrale 
ein  Ihinkt  der  Unbestimmtheit.  Schon  in  seiner  ersten  grundlegenden 
Arbeit  hat  Herr  Fuch-s  den  besonderen  Fall  rum  Gegenstande  einer 
eingehenden  Untersuchimg  gemacht,  wo  sich  die  Int^rale  der  Diffe- 
rentialgleichung (^A^  in  dem  singularen  Punkte  a  bestimmt  verhalten, 
oder,  wie  sich  Herr  Fuchs  damals  ausdrückte,  wo  jedes  Integral  mit 
einer  bestimmten  endlichen  Potenz  von  x  —  a  multiplicirt  für  x  =  a 
nicht  mehr  imendlich  wird.  —  Eine  Reihe  von  Fragen,  die  im  All- 
gemeinen auf  die  Bestimmung  tnmscendenter  Grossen  fuhren,  liess 
sich  in  diesem  Falle  durch  rein  algebraische  Processe  erledigen,  auch 
führte  derselbe  auf  eine  umfassende  besondere  Classse  von  linearen 
Differentialgleichungen  —  der  nach  ihrem  Entdecker  so  genannten 
Fuchs'schen  Classe,  die  im  fünften  Abschnitte  behandelt  werden  soll  — 
für  welche  sich  das  Studium  der  Integrale  bis  zu  einer  ähnlichen  Stufe 
der  Vollkommenheit  bringen  liess,  wie  es  für  die  algebraischen  Func- 
tionen einer  Variabein  durch  die  Arbeiten  von  Puiseux  imd  Riemann 
ceschehen  war.  Für  diese  besondere  Classe  beherrscht  man  nämlich 
nicht  nur  —  auf  Gnind  der  Arbeiten  des  Herrn  Fuchs  —  das  Ver- 
halten der  Integrale  für  aDe  Werthe  der  unabhängigen  Veränderlichen, 
sondern  es  ist  Herrn  Poincare  auch  ireluniren,  indem  er  ein  von 
Herrn  Fuchs  aufgestelltes  Princip  zum  Ausgangspunkte  nahm,  für  die 
Lösungen  dieser  Classe  von  linearen  Differentialgleichungen  eine  ähn- 
liche DarsteUum;  zu  finden,  wie  sie  für  die  alirebraischen  Functionen 
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• 

einer  Variabein   mit   Hülfe   der   AbeFschen  Functionen   durch  Herrn 
Weierstrass  und  Riemann  gegeben  worden  ist. 

So  ist  also  die  Eingangs  erwähnte  Frage  nach  denjenigen  Fällen, 
in  denen  sich  die  Integrale  der  Diflferentialgleichung  (A)  in  dem  singu- 
laren  Punkte  x  =  a,  wo  die  Coefficienten  den  Charakter  von  alge- 
braischen Functionen  haben,  bestimmt  verhalten,  für  die  ganze  Ent- 
wickelung  unserer  Theorie  entscheidend  geworden;  es  wird  demnach 
gerechtfertigt  sein,  wenn  wir  uns  im  gegenwärtigen  Abschnitte  mit 
der  ausführlichen  Beantwortung  dieser  Frage  beschäftigen,  und  insbe- 
sondere die  Gestalt  der  Coefficienten  in  der  Umgebung  eines  solchen 
Punktes  o?  =  a  festzustellen  suchen. 

Es   wird   sich   für  x  ^=  a  jedes  Integral  von  (A)  bestimmt  ver- 
halten, wenn  dies  für  die  Elemente  eines  Fundamen talsystems,  z.  B. 
für   die  des  zu  x  =  a  gehörigen  canonischen  Fundamentalsystems  der 
-Fall  ist.    Wir  nehmen  an,  dass  der  singulare  Punkt  x=  a  der  Nullpunkt 
der  Zahlenebene,  und  dass  dieser  für  die  Coefficienten  p^y  p^^  '  '  '  Pn  ^^^ 
Differentialgleichung  kein  Verzweigungspimkt  sei;  die p^^ 2^7  ' '  '  Pn  ^^^^^ 
^lIso   für  X  =  0  von  einer  endlichen  ganzzahligen  Ordnung  unendlich 
^erden;  die  Untersuchung  eines  beliebigen  endlichen  singulären   oder 
unendlich   fernen  Punktes,   wo   die  p^j  p^^  •  •  •  p^    den    Charakter 
.Igebraischer    Functionen    zeigen,    lässt    sich,    wie    wir    später    sehen 
•den,  stets  auf  diesen  Fall  zurückführen. 
Jedes  Element  des  zu  x  =  0  gehörigen  canonischen  Fundameutal- 
fesjstems  hat  dann  die  Gestalt: 
<;  1)  ti  =  jf(tl^^  +  f^  log  a:  H h  t„,  log'"  .1-), 


^o   die  ^»y,  ^1?  •  •  •  ^„4    in    einer   gewissen   Umgebung   von   x  =  0   in 

er  Form 

-f  « 

x= — » 

^darstellbare  Functionen    bedeuten.     Soll    sich   u   an  der  Stelle    r  =  0 

_  « 

"^iestimmt  .verhalten,  so  ist  offenbar  erforderlich,  dass  auch  für  keine 
Ler  Functionen  ^^   der  Punkt  x  =  0   ein  Punkt  der  Unbestimmtheit 
si,  es  dürfen  also  die  Entwickelungen  dieser  Functionen  nach  Potenzen 
"^^on  X   nur  eine  endliche  Anzahl  negativer  Potenzen  enthalten.     Um- 
ic^kehrt  ist  dies  auch  hinreichend,  da  ja 

af  und  log  x 

l?unctionen  sind,  die  sich  für  a;  =  0  bestimmt  verhalten  (vergl.  Nr.  7, 
S.  16).  Enthalten  die  Entwickelungen  der  jff.  negative  Potenzen  nur 
in  endlicher  Anzahl,  so  lässt  sich  eine  bestimmte  endliche  Potenz  von 


V 
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w  angeben,  mit  welcher  miiltiplicirt  das  Integral  u  im  Punkte  x  =  0 
nur  elidliehe  Werthe  annimmt,  und  imigekehrt,  wenn  es  eine  solche 
Potenz  von  u-  giebt,  so  verhalten  sich  die  if.,  also  auch  m,  fOr  x  =  0 
bestinunt.     Wir  fragen  also: 

Wie  müssen  die  Coefficienten  j)^  j)^,  •  •  •  p^^  die  im  Null- 
punkte den  Charakter  von  rationalen  Functionen  hab'en,  in 
der  Umgebung  dieses  Punktes  beschaffen  sein,  damit  jedes 
Element  des  zu  x  =  0  gehörigen  canonischen  Fundamental- 
systems mit  einer  bestimmten  endlichen  Potenz  von  x  miilti- 
plicirt nicht  mehr  unendlich  wird. 

Bezeichnen  wir  mit  Wj,  «,,  •  •  u^  die  Elemente  des  zu  x  =  0  ge- 
hörigen canonischen  Fimdamentalsystems,  dann  ist  also 

die  Exponenten  g.  sind  nur  abgesehen  von  additiven  ganzen  Zahlen 
bestimmt  (vergl.  Nr.  30)  und  die  Ent Wickelungen  der  4*^,  ^»j,  •  •  •  ^»^^^ 

nach  Potenzen  von  x  sollen  —  dies  setzen  wir  jetzt  voraus  —  nega- 
tive Potenzen  nur  in  endlicher  Anzahl  enthalten.  —  Dann  lüsst  sich 
für  jedes  n.  ein  von  p.  nur  um  eine  ganze  Zahl  verschiedenes  r.  so 
wählen,  dass  das  Product 

HX      * 

Itir  U!  ==  0  von  Null  verschieden  ist  und  nur  so  imendlich  wird,  wie 
ein  Ausdruck 

iß)  L  =  tt  +  ßlogx-\-y  log=^x  H 1-  fi  log"*,«-, 

wo  «,  ß,  Yy         II  endliche  Constanten  bedeuten.     Es  ist  dann 
(4^  u.  =  x''(ip^^  +  g?j  log .(  -I h  g),,,.  log"''\i), 

wo  jetzt  die  Entwickelungen  der  9>y,  9>,,    ■  •  9>,.,   nur  positive  Potenzen 

von  X  enthalten,  und  wenigstens  eine  dieser  Functionen  fiir  x  =  0 
einen  von  Null  verschiedenen  Werth  annimmt.  Wir  sagen,  das  Inte- 
gral «.  gehöre  zu  dem  so  fixirten  Exponenten  r..  —  Offenbar 
können  sich  die  Exponenten,  zu  welchen  ilie  JL  Integrale  der  einer 
il-fachen  Wurzel  der  Fimdamentalgleichung  entsprechenden  Gnippe  ge- 
hören, nur  um  ganze  Zahlen  von  einander  unterscheiden. 

Wir  sjigen  allgemein,  eine.  Function  F{,r)  gehöre  zum  Expo- 
nenten r,  wenn 

(b)  F(.r)  =  r  (/„  +  /;  log  J-  +  •  •  •  +  /;  log"'..\ 

wo  /j^,  f\,  '  f ,  in  der  Umgebung  von  x  reguläre  Functionen  sind, 
die   für  x  =  0   nicht    sammtlich    verschwinden:   eine   solche   Function 
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/((:r)   verhält    sich    im  Punkte  x  =  0  allemal  bestimmt.     Wir  heben 
unn  zunächst  einige  einfache  Theoreme  über  solche  Functionen  hervor. 

1.  Gehören  die  Functionen  F(x),  F^i^)  beziehungsweise 
zu  den  Exppnenten  r  und  r^,  so  gehört  ihr  Product  F{x)'F^{x) 
5511  m  Exponenten  r -{- r^. 

2.  Gehört  i^(a:)  zum  Exponenten  r,  so  gehört  die  Ableitung 
von  F(x)  stets  zum  Exponenten  r — 1,  ausgenommen  wenn 
r  =  0,  und  F(x)  für  x  =  0  nicht  unendlich  ist.  Denn  ditferen- 
tiireii  wir  den  Ausdruck  (5),  so  kommt 

hiei-in  ist  f^^=0  zu  nehmen.  Es  gehört  also  die  Ableitung  von 
/'X-^O  ^^"™  Exponenten  r — 1,  wenn  nicht  in  der  Gleichung  ((>)  alle 
Coofficienten  von  log^a-,  für  A  =  0,  1,  •  •  m^  im  Punkte  x  =  0  ver- 
schwinden.    Hierzu  wäre  aber  erforderlich 

rf\       +2/;    =0, 

CO 

rf     ,  +  mf   =  0, 
rf  =  0, 

^^*^       x  =  (>,  also  würden  für  eben  diesen  Werth 

/•o  =  '>,/-,  =  0,  •••/•,„  =  () 

^*^  '^^j  wider  die  Voraussetzung.     Nur  in   dem   Falle^  wo  r  =  0,  folgt 
^^^"^^     dem  Gleichungssysteme  (7)  zwar 

/■i='^./;  =  o,  •■•/;„  =  o, 

-^  lit  aber  ^q  =  0  für  x  =  0,  also  wenn  r  =  0,  und  f^  für  x  =  0  von 
11   verschieden,    dagegen    alle  f^^  f^,  •  •  •  /'^^  für  x  =  0  gleich   Null 

d,  kann  der  Ausnahmefall  eintreten,  dass  -,  -  nicht  zum  Exponenten 

1  gehört. 

3.  Bei  geeigneter  Wahl  der  Intcgrationsconstanten,  gehört 


JF{x)dx 
^  Xim  Exponenten  r  +  1-     In  der  That  folgt  aus  (5) 

^.N)  /  F{x) (Ix  =^  I  X'  f^  log^  X  dx ; 

^titegriren  wir  partiell,  so  kommt 


i 
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/  jf/:  Xo^xdx  =  logrx  /  ^/:  dx-i  ^y^^'l'-  dx  I  xff.  dx. 
Nun  ist  aber,  wenn  wir  die  Integrationsconstanie  gleich  Null  nehmen, 

/  x^f^dx  =  x'+V^,  +  r,  log  X, 

hier  bedeutet  /^  ^  eine  in  der  Umgebung  von  x  =  0  reguläre  Function, 
r^  eine  Constante,  die  nur  dann  Ton  Null  Terschieden  sein  kann,  wenn 
r  eine  negative  ganze  Zahl  ist.     Folglich  erhalten  wir: 

fx^f.  log^xdx  =  ^  J-  log^+>x  +  ^+Y,,  -Jl^h,  log^-'xrfx; 

wendet  man  auf  das  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  stehende 
Integral  dasselbe  Verfahren  an  und  fahrt  so  fort,  indem  man  die 
Integrationsconstanten  immer  gleich  Null  annimmt,  so  ergiebt  sich 
endlich 

j  F(x)(lx  =  x^+'((7o  +  9i  iogx  -\ h  </„  iogTx)  +  c  log-+^jr, 

hier  bedeuten  g^^y  g^y  —  g^  Functionen,  die  sich  in. der  Umgebung 
von  x  =  0  regulär  verhalten,  c  eine  Constante,  die  nur  danp,  wenn  r  eine 
negative  ganze  Zahl  ist,  von  Null  verschieden  sein  kann.  Wenn  r  +  1 
nicht  gleich  Null  ist,  so  fügen  wir  keine  Integrationsconstante  hinzu, 
und  es  ist  dann  aus  der  Herleitung  zu  ersehen,  dass  wenigstens  eine 
der  Functionen  g^y  g^  ' ' '  g^  i^  Punkte  x  =  0  nicht  verschwindet; 
ist  dagegen  r  +  1  =  0,  so  ist  es  möglich,  dass  alle  g^j  g^j  •  •  •  g^  für 
X  =  (}  verschwinden,  dann  ist  aber  stets  e  von  Null  verschieden,  es 
gehört  also  das  Integral  von  F{x)  in  jedem  Falle  zum  Exponenten 
r  -f-  I7  wenn  wir  die  Integrationsconstante  geeignet  wählen. 


41.    Charakter  der  Coefficienten  einer  Differentialgleichting  in  einem 
Punkte,  wo  sich  die  Integrale  bestinunt  verhalten. 

Da  wir  noch  nicht  nachgewiesen  haben,  dass  es  wirklich  Differen- 
tialgleichungen (A)  giebt,  deren  sammtliche  Integrale  sich  im  singu- 
laren  Punkte  x  =  0  bestimmt  verhalten,  so  wollen  wir  ausgehen  von 
einem  System  von  n  linear  unabhängigen  Functionen  y^y  y^y  *  "  y  j  die 
in  der  Umgebung  eines  jeden  innerhalb  eines  Bereiches  E  gelegenen 
Punktes  regulär  sind  —  E  bedeutet  einen  den  Punkt  x  =  0  um- 
schliessenden  Bereich,  der  alle  Stellen  einer  gewissen  Umgebung  von 
X  =  0,  diesen  Punkt  selbst  aber  nicht  enthält  —  und  die  so  beschaffen 
sind,  dass  sie  sich  bei   einem  innerhalb  E  verlaufenden  geschlossenen 


41.  Die  Coefficienten  an  einer  Stelle  der  Bestimmtheit.  143 

Wege  Uy  der  den  Punkt  x  ==  0  umgiebt,  in  lineare  homogene  Functionen 
ihrer  selbst: 

n 


ver"wandeln.     Diese  Functionen  [yj  genügen  dann  der  linearen  homo- 
genen Differentialgleichung  (vergl.  Nr.  14^  S.  37) 

(A)     JP(y)  =  (- 1)'  f  j^^Li^l^j)  =  y(»)  +p^j/('-»  +  ■••  +  ;,„?/  =  0, 
WO    unter  Festhaltung  der  a.  a.  0.  eingeführten  Bezeichnungen: 

Nun    ist  offenbar  (vergl.  Nr.  15) 

®^xO/u  y^y  "-  yJ  =  ^xC^^i;  ^2/^7  •  •  •  ®2/J 

=  I   ^Xi  I  ^x(2^1>   ?/2^    •  •  •    ?0  ('  =  0,1,2   .,), 

also,    wenn 

•^  2«» 

gösetzt  wird,  so  haben  wir 

^^(yv  y^  "•  »„)  =  ^^xO'')      ^^=0.1,»), 

^^  ^«(^)  "^  ^^^  Umgebung  von  x  =  0  eindeutige  Functionen  bedeuten, 
die  sich  in  der  Nähe  jeder  Stelle  von  E  regulär  verhalten.  Die  Coefli- 
cieuten  j)^,  p^  •  •  p^  sind  also  innerhalb  E  eindeutig  und  verhalten 
«Jcii  jjj  j^f  Umgebung  jeder  Stelle  von  E  regulär,  wir  können  also 
^^**  die  Differentialgleichung  (A)  die  Theorie  der  Fundamentalgleichung 
^^^oiiden.     Die  zu  j:  =  0  gehörige  Fundamentalgleichung  lautet 

\  a.   — m8.    1  =  0         (i,x  =  i,2 •■•«); 

I        tx  tX    I 

°^*''      Hülfe  der  Wurzeln  oj,,  oj«,  •••  o     derselben  bilden   wir  uns  das 

,^  1'        2'  « 

^^     Untergruppen  zerlegte  canonische  Fundamentalsystem 

^^Ictes  in  der  Umgebung  von  ic  =  0  die  Form  (8),  Nr.  39   besitzt, 
^^U.    teim  Umlaufe   IT  die  canonische  Substitution 

^^*^hrt.     Dann  können  wir  der  Bildung  von  P(t/)  das  System  [?i^J  zu 
^^tide  legen  und  erhalten  auf  diese  Weise 


c^)  P«  _  (_  ,)■  -fe--_r=) 
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Da  'nun 

i.st,  so  haben  wir 

^  •'  tut  2x1 

und  folglich 

(12j  -Ö,0'i»  "2?    *  *  "J  =  ^'^'M)  "=0.".     ■>. 

wo  i-'Jx)  in  der  Umgebung  von  x  =  0  eindeutige  Functionen  bedeute 
die  sich  von  den  r  (.j)  nur  durch  den  constanten  Factor  X  unU 
?>cheiden.     Die  Fundamentalgleichung  kann  dann  auch  in  der  Form 

<13)  y.    — ad.      =0  <i,jf  =  i,Ä      m) 

geschrieben  werden.  Denken  wir  uns  nun  in  die  D,(m,,  ••  w,)  f 
M,,  •  •  -  M^  und  ihre  Ableitungen  die  in  der  Umgebung  von  x  = 
gültigen  Entwickelungen  eingesetzt,  und  daim  nach  Potenzen  von  log 
geordnet,  so  sind  die  Coefficientea  von  log  jr,  log^jr,  ■•  zufolge  d 
Gleichungen  (12)  gleich  Null,  und  wir  schliessen  daher,  dass  die  ^^( 
in  der  Umgebung  von  x  =  0  nach  ganzen  Potenzen  von  x  entwick« 
bar  sind. 

Es  mögen  sich  nun  die  y^,  y^,  •  •  •  y^  im  Punkte  j  =  0  bestimi 
verhalten,   dann   gilt  das  Gleiche  von  den  m,,  u«,    -  -  11,.     Bezeichn« 
wir  nut  r^^r^y"  r^  die  Exponenten,  zu  denen  die  Functionen  m,  ,  m^,  •  •  • 
beziehungsweise  gehören,  so  ist  also 

( 14)  M.  =  X'  F.{x)  (.  =  1, 3        n), 

wo  F.(x)  eine  ganze  Function   von  log  j*  mit  in   der  Umgebung  \i 

X  =  0  regulären  und  für  x  =  0  nicht  ^mmtlich  verschwindenden  Coel 

cienten  bedeutet:  dann  sind  die  r^,  r^,  •  •  •  r^  die  durch  2xi  dividirt 

Logarithmen  der  w^,  «a^,  •  •  •  o^,  und  es  unterscheiden  sich  folglich  c 

einer  bestimmten  Gruppe  der  m^,  fi^,  •••  w,  entsprechenden  Exponenten 

nur    um    ganze   Zahlen.     Bilden    wir   die  successiven  Ableitungen   d 

Ausdrücke  (14),  so  lassen  sich  dieselben  nach  dem  Satze  2,  S.  141 

die  Form  setzen: 

d^  ti, 

wo  jedes  F.^^  ebenfalls  eine  ganze  Function  von  log.r  bedeutet,  der 
Coefficienten  sich  in  der  Umgebung  von  x  =  0  regulär  verhalten  ui 
für  X  =  *»  nicht  sämmtlich  verschwinden,  wenn  nicht  der  im  Satze 


(15 )  —i  =  H^!"^  =  x^'  -  "F.  ( x), 
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hervorgehobene  Ausnahmefall  eintritt.  Jedenfalls  verhalten  sich  aber 
die  sämmtlichen  Ableitungen  der  u^,  •  •  •  ti^  im  Punkte  x  =  0  bestimmt, 
das     Gleiche  gilt  folglich  auch  von  den  Ausdrücken 

(IG)  D^{u^,  u^,  '"  u^)        (x=o.i  . ..), 

d.  li..  die  in  den  Gleichungen  (12)  auftretenden  Functionen  t^{^) 
könxüen,  nach  Potenzen  von  x  entwickelt,  nur  eine  endliche  Anzahl 
neg-o-tiver  Potenzen  enthalten;  es  lässt  sich  folglich  für  jeden  Werth 
voix  X  eine  von  g  nur  um  eine  ganze  Zahl  verschiedene  Grösse  q  so 
ang-^T)en,  dass 

(17)  D^iu^,  w^,  . . .  u)  =  x^'^O^ix) 

ist,     -%vo  nun  0^(x)  eine  in  der  Umgebung  von  x  =  0  reguläre  und  fiir 

^  ~  0  nicht  verschwindende  Function  bedeutet. 

Von  diesen  Exponenten  p^,  zu  denen  die  D^(Mj,  •  •  •  uj  gehören, 
sich  nun  zunächst  Folgendes  feststellen.  Zufolge  der  Gleichung  (13), 

uer^xi  Wurzeln  durch  co^,  oj^,  ' ' '  ^n  bezeichnet  wurden,  ist: 


nach  (11) 


da  die  r^,  r^,  •  •  •  r^  gleich  den  durch  2jci  dividirten  Logarithmen 
<Dj,  (o^j  *  •  *  ®n  s^^^;  ^^^  sich  die  q^  von  g  nur  um  ganze  Zahlen 
unfc^ijscheiden  können,  so  haben  wir 

^^  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 
Bilden  wir  die  Ausdrücke  (9)   der  Coefficienten   von  (A),  so  er- 
sieh, da  (vergl.  Nr,  15) 


^^^  >      für  die  p^  die  Darstellungen 


*x(0)4=0  (x  =  0,l,    .    ,) 

Schlesinger,  Differontialgleiohungen.  I.  10 
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ist,  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (18), 

(19)  P,  =  ^'-'''%{p), 

WO  ^^{x)  eine  in  der  Umgebung  von  x  =  0  reguüire  und  für  a:  =  0 
nicht  verschwindende  Function  bedeutet.  Die  p^y  p^j  ' '  '  Pn  ^^^^^ 
also,  wenn  sich  die  y^,  y,,  •••  y^  im  Punkte  x  =  0  bestimmt 
verhalten,  in  diesem  Punkte  den  Charakter  von  rationalen 
Functionen,  und  die  Ordnungen,  von  denen  diese  Functionen 
für  o;  =  0  unendlich  werden  oder  verschwinden,  sind  voll- 
kommen bestimmt,  wenn  die  ganzen  Zahlen  </^,  g^^  •  •  •  g^  be- 
kannt sind.  —  Damit  ist  zunächst  die  Existenz  von  Differential- 
gleichungen (A),  deren  Coefficienten  im  Punkte  x  =  0  den  Charakter 
rationaler  Functionen  besitzen  und  deren  sämmtliche  Integrale  sich  in 
diesem  Punkte  bestimmt  verhalten,  erwiesen;  wir  wollen  nun,  um  die 
Beschaffenheit  der  Coefficienten  einer  solchen  Differentialgleichung  ge- 
nauer zu  ergründen,  die  ganzen  Zahlen  (/^,  ^j,  •  •  •  g^  (Gleichung  (18)) 
zu  bestimmen  suchen. 


42.    Fortsetaung  der  Untersaehung.     Ein  Hülfssata  über  die  mit 

Logarithmen  behafteten  Integrale. 

Die  Producte 

(20)  u^x-",     ««a:-^«+''         e=M--") 

sind  (vergl.  die  Gleichungen  (14),  (15)  S.  144)  ganze  Functionen  von 
log  Xy  die  für  x  =  0  entweder  endlich  bleiben  oder  so  unendlich 
werden  wie  ein  Ausdruck  L  (vergl.  S.  140,  Gleichung  (3)).  Hieraus 
folgt,  dass  die  Producte 

(21)  7)(m„  «,,•••  ujx  «=i 

-J'-a  +  ^^  +  x 

(22)  D^u,,  «„  -  •  •  «0^  "=' 

(x  =  1,  2  •    •  n) 

die  gleiche  Eigenschaft  besitzen,  und  da  überdies,  zufolge  der  Dar- 
stellung (17),  diese  Producte  nach  ganzen  Potenzen  von  x  entwickel- 
bar sein  müssen,  sind  sie  für  x  =  0*  endlich,  wobei  aber  nicht  aus- 
geschlossen ist,  dass  sie  für  x  =  0  verschwinden.  —  Wir  können  also 
nur  schliessen,  dass  die  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  genommenen 
Exponenten   der  in   den  Producten  (21),  (22)   auftretenden   Potenzen 
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Ton    X   jedenfalls    nicht    grösser    sind    als    die   Exponenten   q^   be- 
ziehungsweise Q^y  ZU  denen  die  Ausdrücke 

D{u^,  •  •  •  w^)  beziehungsweise  jD^(u^,  •  •  •  tij 
gehören,  d.  h.  es  ist  zufolge  der  Gleichung  (18), 

(23)  ^o^^P^, 


(24)  ^7,^*^"=^  +  ^  («  =  M 


n). 


Es  kann  sich  nun  ereignen,  dass  in  diesen  Beziehungen  das  Un- 
gleichheitszeichen  gültig  ist,  wir  wollen  aber  nachweisen,  dass  sich 
durch  geeignete  Wahl  der  w^,  w^,  •  •  •  w^  stets  erreichen  lässt, 
dass  wenigstens  in  (23)  das  Gleichheitszeichen  gilt,  d.  h.  dass 
der  Ausdruck  (21)  für  x  =  0  auch  einen  von  Null  verschie- 
denen Werth  erhält. 

Gehen  wir  nämlich  von  einer  Diflferentialgleichung  (A)  aus,  deren 

Coefficienten    in   a;  =  0   den    Charakter   rationaler   Functionen   haben, 

und  deren  Integrale  sich  in  diesem  Punkte  bestimmt  verhalten,  so  sind 

die  Exponenten  r^,  r^,  •  •  •  r^  vorläufig  nur  dadurch  charakterisirt,  dass 

sie    die   durch    23t i   dividirten  Logarithmen   der  Wurzeln  der  Funda- 

inentalgleichung  sind,  und  dass  es  Integrale  t*^,  w^,  •  •  •  ii^  giebt,  die  zu 

ihnen  gehören.    Dadurch  sind  aber  diese  Exponenten  und  die  zu  ihnen 

firehörigen  Integrale  noch  nicht  eindeutig  bestimmt,  d.  h.   es  kann  im 

Ajlgemeinen   mehrere  Exponentensysteme   (deren    entsprechende  Ele- 

xiiente    sich    natürlich    nur   um   ganze   Zahlen   unterscheiden    können) 

S'^ben,  die  diese  Eigenschaften  zeigen.     Ist  dies  der  Fall,  so  kann  der 

erweisende  Satz  offenbar  nur  für  eines  dieser  Exponentensysteme 

chtig  sein;  denn  die  Determinante  i)(Wp  u^,  *  •  •  w^)  ist,  wie  in  der 

r.  15  (S.  39)  gezeigt  wurde,  abgesehen  von  einem  constantön  Factor, 

mabhängig   von    der  Wahl  des  Fundamentalsystems,   also  eine  wohl- 

cstinunte   Function   von   x]    eine   solche   kann   aber   nur   zu   einem 

«stimmten  Exponenten  gehören.  —  Es  ist  nicht  überflüssig,  an  einem 

xnfachen  Beispiele  zu  zeigen,  dass  dieser  Fall  wirklich  eintreten  kann. 

Betrachten  wir  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
besitzt  dieselbe  das  Fundamentalsystem 


10* 
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welches  im  Punkte  j:  =  0  zu  den  Exponenten 


1  1 

T    =  T    = 


und  das  Fundamentalsjstera 

v^  =  Yx,    %\  =  yx^  —  2x  —  Y^2xy 
welches  zu  den  Exponenten 


^1        2  '     ^2  —  2' 


gehört;  die  Determinanten  D(Mj,  w^)  beziehungsweise  D{i\j  v^  haben 
(vergl.  Nr.  15),  abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  den  Werth 


e 


es  ist  also 

der  Exponent,  zu  welchem  dieselben  gehören.    Nun  ist 


dagegen 


d.  h.  der  zu  beweisende  Satz  ist  richtig  für  das  Fundamentalsjstem 
r^,  v^,  nicht  aber  för  das  Fundamentalsystem  m^,  w^. 

Um  im  allgemeinen  Falle  das  zu  dem  richtigen  Exponenten- 
Systeme  gehörige  Fundamentalsystem  te^,  w^,  •  •  •  u^  zu  finden,  schlagen 
wir  ein  Verfahren  ein,  welches  auf  der  in  der  Nr.  18  (S.  47  flf.)  dai^ 
gelegten  Reduction  der  Differentialgleichung  (A)  und  auf  dem  folgenden 
auch  für  anderweitige  Untersuchungen  nützlichen  Hülfssatze  beruht. 

Bedeutet 


m 


wo  die  v^y  v^y  •  •  •  t^,  abgesehen  von  einem  allen  diesen  Grössen 
gemeinsamen  Factor  a/",  in  der  Umgebung  von  x  =  0  ein- 
deutige Functionen  sind,  ein  Integral  der  Differentialglei- 
chung (A),  so  sind  auch  die  Ausdrücke,  die  man  erhält,  indem 
man  v  formal  nach  logx  differentiirt,  Integrale  von  (A). 

Setzt  man  nämlich  v  in   die  linke  Seite  P(y)  von  (A)  ein    und 
ordnet  nach  Potenzen  von  logj*,  so  erhält  man 

(25)  P<^.)  =  T;  +  T;  log  X  +  ••  -  +  y.„  log"'a-, 
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lind  die   F^,  Fj,  •  •  •  V^^^   sind,  abgesehen  von  dem  allen  gemeinsamen 

Factor  a;'',  in  der  Umgebung  von  .r  =  0  eindeutige  Functionen,  da  ja 

die  Coefficienten  von  P(y)  solche  Functionen  sind.    Der  Ausdruck  (25) 

tnuss   identisch    verschwinden,    dies  ist  aber  für  einen  Ausdruck 

Yijii  dieser  Form  nur  so  möglich,  dass  die  Coefficienten  der 

einzelnen  Potenzen   von   loga;   verschwinden.     Denn   lässt  man 

u;     beliebig  oft,  etwa  x-mal  den  Umlauf  U  um  x  =  0  voUziehen,  so 

ist    a.uch  ^ 

@T{v)  =  0, 
iciixrk    erhält  also,  da 

^»t^      <iie  Gleichungen 

Vo  +  ^i(lög^  +  2x;ri)  +  •  •  •  +  Vßogx  +  2>c7tiy"  =  0 

(x  =  0,l,2,-.); 

^^T-     jeden  bestimmten  Werth  von  x  besitzt  also  die  Gleichung 

idlich  viele  Wurzeln,  es  muss  folglich  identisch 

^==0    F=0-F=0 

^^-■^^•■^^  -^  Bedeutet  nun  t  eine  Unbestimmte,  so  folgt  hieraus,  dass  auch 
^  ^^^•^        Ausdruck 

m 

v,=yv^(t+iogx)\ 


u 


A=0 


u 


(5 

d 

t'o 


folglich,  wie  leicht  einzusehen  ist,  auch 


—-.  (^  =  1,2...) 

dir 


Differentialgleichung  (A)  genügen  muss.     Nun  ist  aber  dasjenige, 

man  aus  (26)  (erhält,  wenn  man  ^  =  0  setzt,  nichts  anderes  als  die 

gebildete  k^  Ableitung  von  v  nach  log  a*,  diese  ist  also,  wie 

«uptet  wurde,  auch  ein  Integral  von  (A). 

Aus  einem  Integrale  v  ergeben  sich  also  durch  formales  Differen- 

^^^^^n  nach  log  x  noch  (m  —  1)  Integrale,    die  den  Logarithmus  zur 

^^^      —  !)*•",  (m  —  2)***^,  • . .  0*«"  Potenz  enthalten,   insbesondere  ist 

^-  ^^  Coefficient   der   höchsten  Potenz    des   Logarithmus   in  v 

^lT)st  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (A). 


^ 
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43.    Nothwendige  Form  der  Coefficienten  in  der  Umgebung  einer 
aingnlären  Stelle,  wo  sich  die  Integrale  bestimmt  verhalten. 

Ist  V  ein  Integral^  welches  sich  för  x  =  0  bestimmt  verhalt  mid 
zu  dem  Exponenten  r  gehört,  so  schliessen  wir  aus  dem  eben  bewiesenen 
Satze,  dass  die  DifFerentialgleichung  (A)  auch  ein  sich  in  x  =  0  bestimmt 
verhaltendes  Integral  von  der  Form 

x'(f(x) 

besitzen  muss,  wo  y(.<)  eine  in  der  Umgebimg  von  x  =  0  regiilare 
und  für  x  =  0  nicht  verschwindende  Function  bedeutet;  der  Exponent  5, 
zu  welchem  dieses  Integral  gehört,  ist  eine  von  r  um  eine  ganze  Zahl 
verschiedene  Grösse,  die  nicht  kleiner  als  r  sein  kann.  Dieses  Resultat, 
welches  wir  für  unseren  gegenwartigen  Zweck  anzuwenden  haben  werden, 
hätte  übrigens  auch  aus  der  Form  (7),  Xr.  30  (S.  132)  der  Elemente 
einer  Untergruppe  des  canonischen  Fundamentalsystems  erschlossen 
werden  können. 

Wir  wählen  nun  das  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung 
(A),  mit  HüKe  dessen  wir  die  Berechnung  des  Exponenten  Q^y  zu 
welchem  D(Mj,  m^,  •  •  •  mJ  gehört,  vornehmen  wollen,  in  folgender 
Weise.  Da  sich  die  Integrale  von  (A)  für  x  =  0  bestimmt  verhalten, 
giebt  es  jedenfalls  ein  Integral  «^  von  der  Form 

ip^(x\  eine  in  der  Umgebung  von  x  =  0  reguläre  Function,  die  für 
X  =  0  nicht  verschwindet.     Wir  setzen,  wie  in  der  Nr.  18, 


zdx 


in  die  Differentialgleichung  « A)  ein,  dann  genügt  z  einer  Differential- 
gleichung (w  —  1)**'  Ordnung 

deren  Coefficienten ,  wie  aus  den  a.  a.  0.  ^Gleichung  v,3  ^  für  dieselben 
angegebenen  Ausdrücken  ersichtlich  ist,  in  der  Umgebung  von  x  =  0 
den  Charakter  rationaler  Functionen  haben.  Jedes  Integral  von  ö^_j  =  0 
ist  in  der  Form 

dx  Mj 

darstellbar,  es  verhalten  sich  folglich  die  sammtlichen  Integrale  dieser 
Differentialgleichung    im    Punkte   x  =  0    bestimmt.     Zufolge    unseres 
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Hölfssatzes   giebt   es   also   ein   Integral   von    Q^_i  =  0,    welches   die 
Form  hat 

9>2  C^)   eine  in  der  Umgebung  von  x  =  0  reguläre  und  fQr  x  =  0  nicht 
verschwindende  Function.     Dann  ist 


=  ujv, 


w^  =  Wj  I  v^dx 


z  ^=  v^  I  udx 


eia     Integral  von  (A),  welches  zufolge  der  Sätze  3  und  1   in  Nr.  40 
zum    Exponenten 

^2  =  ^1  +  <^3  +  1 

?®liöx-t.     Wir  setzen  nun,  wie  in  der  Nr.  18,  wieder 

uad     fahren  auf  die  daselbst  angegebene  Weise  fort.    Die  sich  successive 
^^S'^fcenden  Diflferentialgleichungen 

na.l>^^  dann  stets  Coefficienten,  die  sich  in  der  Umgebung  von  x  ==  0 
^^  rationale  Functionen  verhalten  und  ihre  sämmtlichen  Integrale 
^""^^  in  a;  =  0  bestimmt,  wenn  wir  die  zu  den  aufeinanderfolgenden 
^'^^victionen  benutzten  Integrale  v^,  v^,  •  •  •  v^  stets  so  wählen,  dass 
®^^      c3ie  Form  haben 

V^  =  X^*q>J^O^  (x  =  8,  4,    ■  •  n), 

^*c  C-^*^)  eine  in  der  Umgebung  von  a;  =  0  reguläre  und  für  a;  =  0  nicht 
^"^^«hwindende  Fimction.     Setzen  wir  dann 


**»  =  ^1  Aa^-^  As^^  =  ^2  hz^^y 


u 

n 


=  u,  I  t\dx  I  v^dx  • ' '  I  V  dx  =  u     ,  1  v  dx, 

gehört  Wj  zum  Exponenten 

^  =  ^•2  +  ^3  +  1^ 
^ügemein  u^  zum  Exponenten 

a 

^27)       r^  =  r^_,  +  <^«  +  1  =^^x  +  «  -  1  («=1.2,-  n), 

x=i 

Xmi  die  Integrale  w^,  u^,  •  •  •  u^  bilden  (Nr.  18,  S.  48)  ein  Fundamen- 
talsystem der  Differentialgleichung  (A).  Die  Determinante  dieses  Fun- 
damentalsystems lässt  sich  (Nr.  18,  S.  50,  Gleichung  (9))  in  der  Form 
darstellen 


152  IV.  Singulare  Stellen  der  Bestimmtheit.    Kapitel  1. 

i>(wi,  M,,  •••  uj  =  ciiii:-' ...  vi__^v^, 

oder 

Drw,,  11^, ...  uj  =  CH^(u^r^)Ui^i\r^)  •  •  •  (w^r^r^  - . .  r^_  J  (Mi^s«",  ...  rj, 

wo   C  eine  Constante  bedeutet.     Folglich  gehört,  nach  dem  Satze  2, 
S.  141,  Dl  Mj,  •  •  •  Mj  zum  Exponenten 

''i  +  'Ti  +  <^  +  <ri  +  <^i  +  V  H h  (*■,  +  ^y.  H h  O^ 

d.  h.  zum  Exponenten 

Ö  =  l 

es  ist  also  bei  der  getroflFenen  Wahl  des  Fundamentalsystems  m^,  m,  •  •  •  «^ 
in  der  That,  wie  oben  ( Xr.  42,  S.  147 )  behauptet  wurde, 

n  w  —  1 1 

ffo  2        f 

•und  folglich  nach  (24) 

Wir  schliessen  hieraus  und  aus  der  Gleichunff  •  19\  i  S.  145\  dass 

\D)  p    =  -    —-  («  =  1,2- .«j 

JT 

sein  muss,  wo  die  P^__^y  ^«— *>  '  * '  ^o  "^  ^^^  Umgebung  von  .r  =  0 
reguläre  Fimctionen  bedeuten  (die  aber  naturlich  für  .r  =  0  noch  ver- 
schwinden können).     Wir  erhalten  also  das  Theorem: 

# 

Wenn  die  sämmtlichen  Integrale  der  Differentialglei- 
chung (A)  sich  im  Punkte  .r  =  0,  für  den  die  Coefficienten 
von  (A)  den  Charakter  rationaler  Functionen  besitzen,  be- 
stimmt verhalten,  so  ist  der  Coefficient  der  \^n  —  x)**"  Ablei- 
tung, mit  ,r*  multiplicirt,  eine  in  der  Umgebung  von  x  =  0 
reguläre  Function,  vorausgesetzt,  dass  der  Coefficient  der 
höchsten  Ableitung  gleich  Eins  genommen  wird.  Hierzu  ist 
noch  zu  bemerken,  dass  wenn  von  den  Coefdcienteu  p^^  jKy  •  *  P„  nur 
vorausgesetzt  wird,  sie  seien  in  der  Umgebung  von  x  =  0  eindeutig, 
aus  der  Forderung,  dass  sich  die  sanmit liehen  Integrale  von  (A) 
im  Punkte  x  =  0  bestimmt  verhalten  sollen,  schon  gefolgert  werden 
kann ,  dass  diese  Coefficienten  in  a*  =  0  den  Charakter  rationaler 
Functionen  haben.  Denn  aus  der  Eindeutigkeit  der  j)j,  j>^,  '  -  •  ]\  folgt, 
dass  ein  Fimdamentalsystem  i/j,  y^,  •  •  •  i/^  von  ^^A)  bei  einem  Umlaufe 
der  Variabein  x  um  den  Pimkt  x  =  0  eine  lineare  Substitution  er- 
leidet,  und  für  ein  so  beschalieues  Fundamentalsystem,   welches  sich 


43.  Noth wendige  Form  der  Coefficienten.  153 

überdies  in  x*  =  ©  bestimmt  verhält,  gilt  das  am  Schlüsse  der  Nr.  41 
erlangte  Ergebniss. 

Das  gefundene  Theorem  kann  also  auch  so  gefasst  werden,  dass 

*lie  2\7  P27     '  '  Pn   ^^^   ^^   ^^    ^^^  Umgebung   von  x  =  0  eindeutige 
functionen  angenommen  werden. 

Dieses  Theorem  ist  mm  darum  besonders  bemerkenswoi-th,    weil 
es    eine  Umkehrung   zulässt;    es   lässt   sich   nämlich   zeigen,    dass   die 
als    iiothwendig    erkannte   Form  (D)    der   Coefficienten   zugleich   hin- 
reichend dafür  sei,  dass  alle  Integrale  von  (A)  sich  im  Punkte  x  =  0 
bestimmt  verhalten.    Dies  nachzuweisen,  ist  das  Ziel  der  Untersuchung 
^^T  wir  uns  jetzt  zuwenden,  dieselbe  wird  uns  zugleich  mit  den  wich- 
tigsten Eigenschaften  der  Differentialgleichimgen  von  der  angegebenen 
wscli  Offenheit  bekannt  machen. 


Zweites  Kapitel. 

44.    Konnalfonn   der  Differentialgleiohiing  in  der  Umgebting  einer 
Stelle,  wo  die  Coefftcienten  den  Charakter  rationaler  Fonotionen 

besitEen.     Charakteristisohe  Function. 

Wenn  die  Coefficienten  Pj^,  p^'  ' ' '  Pn  ^^^  Differentialgleichung  (A) 
die  Form  (D)  haben,  so  erhält  die  Differentialgleichung,  nach  Multipli- 
cation  mit  o;",  die  Gestalt: 

Allgemein  lässt  sich  jede  Differentialgleichung,  deren  Coefficienten  im 
Pimkte  X  =  0  den  Charakter  rationaler  Functionen  haben,  in  die  Form 
setzen 

(E)       ;r'P.(x)yC)  +  a;-'P,_i(a)y(«-')  +  •  •  •  +  P,(x)y  =  0, 

WO  P^,  P^_i,  '  '  Pq  in  der  Umgebung  von  x  =  0  reguläre  Func- 
tionen bedeuten,  die  fiir  x  =  0  nicht  sämmtlich  verschwinden;  diese 
Form  wollen  wir  nach  Herrn  Frobenius  als  die  Normalform  der 
Differentialgleichung  bezeichnen.     Ist  insbesondere 

(1)  J'.W  +  o, 

so  sind  auch  die  Quotienten 

TT  T 

p      7        T     >     "  '     P 

H  «  n 

in  der  Umgebung  von  x  =  0  regulär,  die  Coefficienten  der  Differential- 
gleichung haben  also  in  diesem  Falle,  nach  Division  durch  x^P^(x\ 
die  Form  (D);  dies  tritt  z.  B.  stets  ein,  wenn  der  Punkt  a^  =  0  ein 
nicht  singiüärer  Punkt  der  Differentialgleichimg  ist,  d.  h.  wenn  die 
Coefficienten  p^^  p^^  '  ' '  P„y  ^i®  nach  Division  durch  den  Coefficienten 
der  höchsten  Ableitung  auftreten,  in  der  Umgebung  von  ^  ==  0  regulär 
sind,  denn  alsdann  muss  die  Entwickelung  von  P^_^(x)  in  (E)  mit 
.r*  beginnen,  also  muss,  da  nicht  alle  P^,  P„_^,  •••  Pq  für  J?  =  0 
gleichzeitig  verschwinden  sollen. 
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sein.  Allgemeiner  folgt  ans  dem  Theorem  am  Schlnsse  der  vorigen 
Ifummer  (S.  152),  dass  die  Ungleichung  (1)  stets  erfüllt  ist,  wenn 
■r  =  0  ein  singiüärer  Punkt  der  DifiFerentialgleichung  ist,  für  den  sich 
Blle  Integrale  bestimmt  verhalten,  und  in  der  That  ist  auch  anderer- 
seits 'leicht  einzusehen,  dass  dies  den  Fall,  wo  a;  =  0  ein  regulärer 
Punkt  der  Differentialgleichung  ist,  mit  umfasst,  denn  zufolge  des 
Existenztheorems  (Nr.  9,  S.  25)  ist  dann  jedes  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung in  der  Umgebung  von  x  =  0  regulär,  verhält  sich  also 
jedenfalls  bestimmt.  —  Wenn  die  Ungleichung  (1)  erfüllt  ist,  können 
wir  uns  die  Differentialgleichung  (E)  durch  P^(x)  dividirt  denken,  d.  h. 
wir  können  annehmen,  dass  die  Difl'erentialgleichung  in  der  Normalform 
einfach  o;"  als  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  besitzt,  es  soll  des- 
halh  in  diesem  Falle  stets 

PJx)  =  1 

voj-ausgesetzt  werden.  Das  heisst  also,  wenn  die  Coefficienten 
1\,  p^j  ' ' '  Pn  ^^^  Differentialgleichung  (A)  die  Form  (D)  haben, 
so    ist  in  der  Normalform  (E) 

^'id   umgekehrt. 

Wir   bezeichnen   im  Folgenden  stets  die  linke   Seite  der  auf  die 
Nonnalform  (E)  gebrachten  Differentialgleichung  durch  P(j/),  also 

■P(y)=  y'^-P,Wy">- 

Wenn  sich  alle  Integrale  der  Differentialgleichimg  im  Punkte  x  =  0 
'^östixnmt  verhalten,  so  ergab  sich  aus  der  Theorie  der  Fundamental- 
gleichung die  Existenz  eines  canonischen  Fundamentalsystems  w^,  m.,,  •••  h^  , 
dpssen  Elemente  zu  gewissen  Exponenten  r^,  r^,  •  •  •  r^  gehören.  Unter 
^^sen  Integralen  finden  sich  stets  solche  von  der  Form 

^^     ^  (x)  eine  in  der  Umgebung  von  x  =  0  reguläre,  für  x  =  0  nicht 
^^^^^'Sohwindende  Function  bedeutet;  denken  wir  uns  diese  Function  nach 
/-^^^uzen  von  x  entwickelt,  so  lässt  sich  also  ein  solches  Integral  in 
^^^^ir  gewissen  Umgebung  von  a;  =  0  in  der  Gestalt 


QO 

V 


<j{x,r)  =  af'^g^x 


^^^^tellen,  wo  g^,  g^,  g^,  •    •  Constanten,  r  eine  Grösse  bedeutet,  die 
8*^ich  dem  durch  27ci  dividirten  Logarithmus  einer  Wurzel  der  Funda- 
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meiitalgleichung  ist.  Wir  wollen  uunmehr  in  eine  genauere  Unter- 
suchung solcher  der  Differentialgleichung  genügender  Iteihen  eintreten 
luid  setzen  zu  dem  Ende  ganz  allgemein  in  die  linke  Seite  P{ji)  der 
auf  die  Normalform  (E)  gebrachten  Differentialgleichung 


OD 


ein,  ohne  über  die  Coefficienten  von  P(y)  oder  über  die  Natur  der 
Integrale  der  Differentialgleichung  (E)  irgendwelche  besonderen  Voraus- 
setzungen zu  machen.  Wir  nehmen  also  nur  an,  dass  die  P^,  P^_j,  •  •  •  P^^ 
in  der  Umgebung  von  x  =  0  reguläre  Functionen  seien  imd  denken 
uns  diese  Functionen  in  einer  gewissen  Umgebung  von  x  =  0  nach 
positiven  ganzen  Potenzen  von  x  entwickelt.     Dann  ist  offenbar 


OD 


(2)  P(sr(j;,r))=2'f^,P(a^+'); 

wir  nennen  nach  Herrn  Frobenius  den  Ausdruck  P(xf^)y  wo  q  eine 
beliebige  Constante  bedeutet,  die  charakteristische  Function  des 
Differentialausdruckes  P(j/).     Da 

-^(o^')  =  ^(^  _  1)  . .  .  (9  —  X  +  l):r^-'  (x=o,i,2...) 

dx 

ist  (für  X  =  0  ist  hier  und  im  Folgenden  q{q  —  l)-(p  —  x+l)  =  l 
zu  nehmen),  so  ergiebt  sich 

x  =  0 
x=0 

Setzt  mau 

(4)  /-(.r,  P)  =^P  Wp(9  -  1)  •  •  •  (9  -  X  +  1), 

x  =  0 

SO  ist  also  /"(.r,  q)  in  einer  ge^vissen  Umgebimg  von  x  ==  0  nach  posi 
tiven  ganzen  Potenzen  von  x  entwickelbar  und  verschwindet  für  x  = 
nicht  identisch.     Sei 

/■(•^,p)==2'/;(p>^ 

;i=o 
dann  ist  die  charakteristische  Function 

(5)  P(.r')  =  a^fix,  q)  =  ^^9)^"+'. 
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Es  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass  durch  Angabe  der  cha- 
rakteristischen Function  der  Differentialausdruck  P(j/)  voll- 
tommen  bestimmt  ist.  —  In  der  That  ist  die  charakteristische 
Function  von  P(y)  ein  Ausdruck  von  der  Form 

vo  </((>)  eine  ganze  Function  von  q  bedeutet,  deren  Coefficienten  nach 
positiven  ganzen  Potenzen  von  rr,  d.  h.  in  gewöhnliche  Potenzreihen 
von  a:  entwickelbar  sind.     Setzt  man 

^9(9)=  9(9  +  '^)—  9(9)  y 

j'g{Q)  =        Jg{Q  +  1)  -        Jg{Q), 


J^giSf)  =  J^-'g{Q  +  1)  -  ^^'g{Q), 

so  lässt  sich  nach  den  Principien  der  DifiFerenzenrechnung   die  ganze 
Function  g{(f)  nur  auf  eine  Weise  in  die  Form  setzen: 

^(p)=2'[-,f-^]^?(9-i)---(9-x+i), 


x  =  0 

^  ist  also  nach  Gleichung  (4) 


(•=0 


^®^  nun  umgekehrt  g^g)  eine  gegebene  ganze  Function  von  q,  deren 
Coefficienten  in  einer  gewissen  Umgebung  von  rr  =  0  in  gewöhnliche 
"otenzreihen  von  x  entwickelbar  sind  und  die  für  x  =  0  nicht  identisch 
^^'  h.  für  jeden  Werth  von  9)  verschwindet,  so  stellt  die  Gleichung 


n 

X 


^  ^^    homogene   lineare  DifiFerentialgleichung   in   der  Normalform   dar, 
^^n  charakteristische  Function  durch 


^  S^ben   wird.     Die   charakteristische   Function   eines   auf  die 
^inalform  gebrachten  Differentialausdruckes  ist  also,  ab- 


«STo 


->,     ^^hen  von  dem  Factor  a;^,  eine  ganze  Function  von  9,  deren 
^fficienten    gewöhnliche,   für  x  =  0   nicht  sämmtlich  ver- 
^^'^indende  Potenzreihen  von  x  sind,  und  umgekehrt  kann 
^^r  so  beschaffene  Ausdruck 
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als  die  charakteristische  Function  eines  wohlbestimmten 
Differentialausdruckes  P(j/)f  der  die  Normalform  hat,  auf- 
gefasst  werden. 


45.    Becnrsionsformel  für  die  der  Differentialgleichiing  genügenden 
Fotenzreihen.     Die  determinirende  Fiindamentalgleichnng. 

Bilden  wir  die  charakteristische  Function  P(jf^  för  ^  =  r  +  v, 

setzen  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung  (2)  ein  und  ordnen  sie  nach 
Potenzen  von  rr,  so  erhalten  wir 


X 


Soll  g{x^  r)  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (E)  sein,  so  muss 
dieser  Ausdruck  identisch  verschwinden,  d.  h.  es  müssen  die  Coefficienten 
der  einzelnen  Potenzen  von  x  gleich  Null  sein;  wir  erhalten  also  die 
Gleichungen 


(«3) 


9ofM  +  9j^_,(r  +  1)  +  . .  .  +  ^^/;(r  +  r)  =  0, 


die  für  die  Coefficienten  der  ßeihenentwickelung  g(x,  r)  erfüllt  sein 
müssen.  Wenn  g  {x,  r)  die  Entwickelung  eines  Integrals,  welches  zum 
Exponenten  r  gehört,  in  der  Umgebung  von  x  =  0  darstellt,  so  ist 

!/o  +  ö, 

es    muss    also    in    diesem    Falle,    zufolge    der    ersten    Gleichung   dess 
Systems  (G),  r  eine  Wurzel  der  Gleichung 

sein.     Der  Ausdruck 

(8)  /•o(p)  =  /-(0,9)  =  ^^.(0)9(p-l)---(9-x  +  l) 

x=0 

ist  der  Factor  von  x^  in  der  charakteristischen  Function,  man  nenn— 
denselben  die  determinirende  Function,  die  Gleichimg  (7)  die  de^^ 
terminirende  Gleichung  oder  die  determinirende  Fundamental- 
gleichung der  Differentialgleichimg  (E).    Diese  letztere  Bezeichnung 
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die  den  Zusammenhang  der  wichtigen   Gleichung  (7)  mit  der  Funda- 
mentalgleichung andeutet,  wird  sich  als  berechtigt  erweisen,  wenn  wir 
nunmehr  dazu  übergehen,  die  Bedeutung  dieser,  zuerst  von  Herrn  Fuchs 
aufgestellten  Gleichung  in  dem  Falle,  wo  sich  sämmtliche  Integrale  der 
Difierentialgleichung  (E)  im  Punkte  x  ==  0  bestimmt  verhalten,  zu  er- 
öj-tem. 

In  diesem  Falle,  wo  also  dte  Coefficienten  p^,  p^^  •  •  •  2\  der  Dif- 
ferentialgleichung (A)  die  Form  (D)  haben,  kann,  wie  oben  bemerkt 
wurde,  in  der  Normalfoim  (E) 

genommen  werden;  die  determinircnde  Function  /'q((>)  ist  also  eine 
ganze  Function  n^^  Grades  von  q,  die  Gleichung  (7)  eine  algebraische 
Gleichung  n*®°  Grades.  Die  Exponenten  r,  zu  denen  diejenigen  Ele- 
mente des  canonischen  Fundamentalsystems  gehören,  die  in  der  Um- 
gebung von  X  =  0  durch  Potenzreihen  darstellbar  sind,  d.  h.  diejenigen 
Elemente,  die  keine  Logarithmen  enthalten,  genügen,  wie  wir  gesehen 
haben,  dieser  Gleichung  (7).  Wir  wollen  allgemein  zeigen,  dass, 
^enn 

u  =  af  (g,^  +  (p^  loga;  -^ f-  9„.  log"»a:) 

^^Tx    leliebiges  zum  Exponenten  r  gehöriges  Integral  der  Dif- 

^ex-^xitialgleichung  darstellt,  dieser  Exponent  r  ebenfalls  eine 

/^^^x-zel   der  Gleichung  (7)   sein   muss.     Die  9^,  tp^,  •••  (p^  sind 

^^     cler  Umgebung  von  x  =  0  reguläre  Functionen,  also  in  gewöhnliche 

"c>t;onzreihen  von  x  entwickelbar;  sei 

OD 

9^  =  ^Ox  „^^  a  =  0, 1,  2  •  • .  m), 

y=0 


n 


setzen  wir  den  Ausdruck  w  in  die  linke  Seite  P{y)  der  Differen- 
^■^S'leichung  (E)  ein,  so  erhalten  wir 


od 


QP 

P(tt)  =  P(  x'^{9o,  +  <;„  logx  +  . . .  +  ö,,^^  log"'aO  X 

r=0 


^[g„^P{sf+^)  +  9,,P(af+^  logar)  +  •  •  •  +  «/„,P(a^+*  log^o;)}. 

^^"erentiiren  wir  die  Identität  (5)  x-mal  nach  q^  so  kommt 

f-  P{ar")  =  P  (u^'  log'.r)  =  ^^^  (x^f(x,  q))  , 
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oder,  wenn  wir  die  x*®  Ableitung  einer  Function  F{q)  von  q  nach  q 
durch 


(^), 


=  f^'^Xq) 


bezeichnen, 

(10)     Pix^log'x) 

=  ar  log'xfix,  q)  +  x^ar  log"^*a:/"(x,  9)  H h  x^f^'\x,  p). 

Setzen  wir  diese  Ausdrücke  für 

Q  =  r  -}-  V,        X  =  0,  1,  •  •  •  m  , 
in  die  Gleichung  (9)  ein,  so  erhalten  wir 


m         Qc 


OiA^^'^'f'  '^  (^^  **  +  *")  log  -^  ? 


»■=0  2=0  1=0 

oder,  wenn  wir  nach  Potenzen  von  loga;  ordnen, 


m 


OD        m 


P(«)  =2'log''a;2'2'^^>'^«^"*''^'~"(^'''  +  »')• 


x=0 


»'=02  =  x 


Wenn  t*  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (E)  sein  soll,  so 
muss  dieser  Ausdruck  identisch  verschwinden,  hierzu  ist  aber  nach  einer 
oben  (Nr.  42,  S.  149)  gemachten  Bemerkung  erforderlich,  dass  die  ein- 
zelnen Coefficienten  der  Potenzen  von  loga;  verschwinden;  es  ist  also 


(11) 


oc  m 


^x-+'yi,,/\x,r  +  v)      =0 


y=0 

OD 


:=o 

m 


v=0  2  =  1 


so 


2^'^\J(^,  r  +  1^) 


=  0. 


U=o 


Die  successiven  Ableitungen  der  ganzen  Function  f(Xf  q)  von  q  nacls 
p  können,  da  (S.  156) 

h 


n^,Q)=^r,(Q)^' 


ist,  in  der  Form 


A  =  0 


OD 


f"'\^,Q)=^fT\9)^' 


A=0 
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geschrieben  werden,  jede  der  Gleichungen  (11)  stellt  also  nach  Division 
diirch  X  eine  gleich  Null  gesetzte  gewöhnliche  Potenzreihe  von  x  dar. 
Es  müssen  folglich  die  einzelnen  Coefficienten  der  Potenzen  von  x  ver- 
schwinden, und  wir  erhalten  somit  ein  System  von  Gleichungen,  denen 
die  Coefficienten  g^^  der  in  der  Entwickelung  von  m  auftretenden  Reihen 
genügen  müssen.  Durch  Vergleichung  der  von  x  unabhängigen  Glieder 
^it   Null  finden  wir  insbesondere 


(12). 


Da  das  Integral  m  zum  Exponenten  r  gehören  sollte,  so  muss  wenig- 
stens eine  der  Functionen  9^,  9^,  •  •  •  9?^^  fQr  x  =  0  einen  von  Null 
verschiedenen  Werth  besitzen,  es  muss  also  das  Gleichungssystem  (12) 
durch  Werthe  der 

"^friedigt  werden  können,  die  nicht  sämmtlich  gleich  Null  sind;  hieraus 
*^lgt,  dass  die  Determinante  des  Gleichungssystems  verschwinden  muss. 
■■-'iese  Determinante  hat  aber  den  Werth 

*lso    iat 

*     Ix.    es   muss,   wie  behauptet  wurde,   r  eine  Wurzel  der  Gleichung 
^  *  J     sein. 

4:6.   Formale  Bildung  einer  Keihe,  die  der  DifferentdaJgleichiing 

genügt. 

Verhalten    sich    alle   Integrale    der   Differentialgleichung   (E)   im 

"Unkte  iT  ==  0  bestimmt,  und  bedeuten  r^,  r^,  •  •  •  r^  die  Exponenten, 

Xi  denen  die  Elemente  w,,  m«,  •••  w    eines  canonischen  Fundamental- 

^stems  gehören,  so  sind  also  diese  n  Grössen  r^,  r^,  •  •  •  r^  Wurzeln 

er  Gleichung  (7).     Diese  Gleichung  ist,  wie  bereits  bemerkt  wurde 

v^S.  159),  im  vorliegenden  Falle  vom  m**"  Grade;  sind  also  alle  r^,  r^,  •  •  •  r^ 

^Von  einander  verschieden,  so  stellen  diese  n  Grössen  auch  die  sämmt- 

^ichen  Wurzeln  der  Gleichung  (7)  dar;  wenn  aber  einige  der  Integrale 

Schlesinger,  Differentialgleichuiigon.    I.  11 
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u^y  «j,  •  •  •  M^  zum  selben  Exponenten  gehören,  so  kann  es  sich  er- 
eignen, dass  die  Gleichung  (7)  noch  Wurzeln  besitzt,  die  in  der  Reihe 
der  Grossen  r^,  r^,  •  •  •  r^  nicht  enthalten  sind.  Dass  dieser  Fall  wirk- 
lich eintreten  kann,  lehrt  das  in  der  Nr.  42  (S.  147  flF.)  behandelte  Bei- 
spiel.    Für  dieses  lautet  nämlich  die  Gleichung  (7) 

9(9-l)-9  +  i  =  0, 

.  1  3 

ihre  Wurzeln  sind  also  -  -  und  -  ,  vi^hrend  die  Elemente  des  daselbst 

durch  ti^,  u^  bezeichneten  Fundamentals jstems  beide  zum  Exponenten 

^  gehören.  Dagegen  gehören  die  Elemente  des  Fundamentalsystems  r^,  v^ 

wirklich  zu  den  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  (7).  Wir  wollen  nun, 
aUgemein  zeigen,  dass  sich  stets  ein  Fundamentalsystem  so  angeben 
lässt,  dass  seine  Memente  genau  zu  den  n  Wurzeln  der  Gleichung  (7) 
gehören,  und  zwar  wird  sich  ergeben,  dass  das  Fundamentalsystem, 
welches  wir  oben  (Nr.  43,  S.  150  flF.)  durch  Anwendung  des  Reductions- 
verfahrens  hergestellt  haben,  diese  Eigenschaft  besitzt.  Dadurch  wird 
dann  bewiesen  sein,  dass  im  FaUe,  wa  sich  aUe  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung (E)  im  Punkte  x  =  0  bestimmt  verhalten,  die  Glei- 
chung (7)  dasselbe  leistet  wie  im  allgemeinen  Falle  die  zu  x  =  0  ge- 
hörige Fundamentalgleichung;  und  wahrend  die  letztere  durch  die  mit 
2x9  diyidirten  Logarithmen  ihrer  Wurzeln  nur  die  Exponenten  der- 
jenigen Potenzen  von  x  bestimmfjPdie  von  den  Elementen  des  cano- 
nischen Fundamentalsystems  abgesondert  werden  müssen,  damit  sich 
dieselben  als  ganze  Functionen  von  logx  mit  in  der  Umgebung  von 
jT  =  0  eindeutigen  Coefficienten  darstellen,  also  Exponenten,  denen  noch 
beliebige  ganze  Zahlen  hinzugefügt  werden  können;  so  bestimmt  die 
Gleichung  {!)  diejenigen  Exponenten,  zu  denen  die  Elemente  eines  geeignet 
gewählten  canonischen  Fundamentalsystems  gehören,  vollständig,  und 
eben  dieser  Umstand  rechtfertigt  die  von  Herrn  Fuchs  eingeführte 
Bezeichnung  der  Gleichung  (1)  als  determinirende  Fundamental- 
gleichimg. 

Wir  werden  den  in  Rede  stehenden  Nachweis  so  führen,  dass  sich 
dabei  zugleich  der  am  Schlüsse  der  Nr.  43  (S.  153)  angekündigte  Satz, 
dass  die  Form  jD)  der  Coefficienten  jj^,  p^y  •  •  •  p^  für  die  Bestimmt- 
heit der  sammtlichen  Integrale  im  Punkte  x  =  0  nicht  nur  nothwendig, 
sondern  auch  hinreichend  sei,  ergeben  wird.  Wir  werden  nämlich  von 
einer  DiÖerentialgleichung  ausgehen,  die  in  der  Normalform  (E)  so 
gestaltet  ist.  dass 

P  ui=  1: 

■4   >• 


46.  Reihen,  die  der  Differentialgleichung  genügen.  163 

dans  ist  die  Gleichung  (7)  filr  dieselbe  vom  Grade  w,  und  wir  werden 
zeigen,  dass  stets  n  linear  unabhängige  Integrale  der  Differentialgleichung 
hergestellt  werden  können,  die  sich  im  Punkte  x  =  0  bestimmt  ver- 
halten und  die  zu  den  n  Wurzeln  der  Gleichung  (7)  als  Exponenten 
gehören. 

Versuchen   wir    der   Differentialgleichung   durch   eine   Reihe   von 
der  Form 


OD 


zu  genügen,  so  ergeben  sich,  wie  oben  ausgefiihrt  wurde,  für  die  Coef- 
ficienten  g^ig),  9i(fi)j"  -  die  den  Gleichungen  (6)  analogen  Gleichungen 

(13)  aM9oi9)  +  <^M9,iQ)  +  "'  +  a^ffM)  =  « 

(y  =  0,l,3-.), 
WO 

^so     insbesondere 

(^M=Uis  +  ^)  0=0,1,2...) 

^^  xiehmen  ist;  (^{q)  ist  die  determinirende  Function,  also  in  unserem 
*^ll^^  wo  PJx)  =  1,  eine  ganze  Function  n^^  Grades  von  q.  Die  erste 
der  Gleichungen  (13)  bestimmt,  wenn  gj^o)  von  Null  verschieden  voraus- 
gesetzt wir^  den  Exponenten  q  als  Wurzel  der  determinirenden  Funda- 
°^e^talgleichung 

^^  ist  aber  zweckmässig,  vorlaufig  von  dieser  Gleichung  abzusehen,  und 
^^^h  dem  Vorgange  von  Herrn  Frobenius  q  als  unbestimmt  zu  be- 
^^^Hehten.  Denkt  man  sich  dann  g^ig)  als  Function  von  q  gegeben  und 
^ie  übrigen  Coefficienten  gj^o),  9^{q)}  •  •  •  der  Reihe  g{Xj  q)  durch  die 
^Gleichungen  (13),  in  denen  der  Index  v  die  Werthe  1,  2,  3,  •  •  •  durch- 
*^uft,  bestimmt,  so  genügt  die  Reihe  g{Xj  q)  formal  der  nicht  homo- 
genen Differentialgleichung 

<^i4)  p(^)=^„((,)/-,(p)^». 

^\Venn  sich  aus  den  Gleichungen  (13)  für  i/=  1,  2,  3  •••  bestimmte 
Endliche  Werthe  der  g^ifi),  gj^o),  •  •  •  ergeben,  und  wenn  die  m^t  den 
530  berechneten  Coefficienten  gebildete  Reihe  g  (x,  q)  für  Werthe  von  x 
in  einer  gewissen  Umgebung  von  a;  =  0  convergirt,  so  stellt  der  Aus- 
druck 

eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (14)  dar.    Setzt  man  dann  für  q 

II* 
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eine  Wurzel  der  Gleichung  (7),  so  geht  z  in  eine  Reihe  über,  die  der 
Differentialgleichung  (E)  genügt  und  also  für  diejenigen  Werthe  von  Xj 
für  die  sie  convergirt,  ein  Integral  dieser  Differentialgleichung  liefert, 
welches  sich  im  Punkte  a;  =  0  bestimmt  verhalt. 

Beschränken  wir  q  auf  solche  Werthe,  deren  absoluter  Betrag  eine 
bestimmte  endliche  Grenze  nicht  überschreitet,  so  wird,  da  die  Wurzeln 
der  Gleichung  (7)  endliche  Werthe  haben,  eine  positive  ganze  Zahl  N 
stets  so  gefunden  werden  können,  dass  fQr  die  in  Betracht  kommenden 
Werthe  von  q 

.      o,»  =  /"o(p  +  «')4=0,        v>N. 

.Wir  werden  später  ausführlich  zeigen,  dass  sich  durch  geeignete 
Wahl  von  gQ{Q)  stets  erreichen  lässt,  dass  die  Gleichungen  (13)  für 
t/  =  1,  2,  •  •  •  N  solche  Werthe  der  g^{Q)j  •  •  •  g^ifi)  ergeben,  die  für 
alle  in  Betracht  konmienden  Werthe  von  q  endlich  sind;  wir  wollen 
annehmen,  es  sei 

^o(^)^  9i(ßi)j  ' '  •  9n(9) 

ein  so  bestimmtes  System  von  Functionen.  Diese  Functionen  sollen  also 
die  Gleichungen  (13)  für  i/  =  1,  2,  •  ■  •  ^  befriedigen  und  für  alle  in 
Betracht  kommenden  Werthe  von  q  endlich  sein.  Dann  ist  zunächst 
aus  der  Form 

(15)  9M)  =  ~(^)  {\r-^(.9)9.-^(.9)  +"•+  <^M9o(9)) 

der  Gleichungen  (13)  ersichtlich,  dass  sich  auch  für  die  g^(Q),  v  >  N^ 
endliche  und  bestinmite  Werthe  ergeben;  es  soll  nunmehr  gezeigfc 
werden,  dass  die  mit  den  so  berechneten  Coefficienten  g^iß)  gebildete 
Reihe  g  (x,  q)  in  einer  gewissen  Umgebung  von  a;  ==  0  convergirt. 

47.   Der  Frobenius^sohe  Convergenzbeweis. 

Es  sei  JB  der  Radius  eines  imi  den  Punkt  a;  =  0  beschriebe 
Kreises,  innerhalb  dessen  die  Entwickelungen  der  Functionen 

-P._i(^),     P,^,i^),     ■■■     -Po(^) 

nach   positiven   ganzen  Potenzen   von  x   noch  sämmtlich  convergir 
und  zwar  sei  R  der  Radius  des  grössten  Kreises,  fElr  den  dies  noch 
Fall  ist.     Dann  ist  also  R  der  Radius  des  Convergenzkreises  der  E 
Wickelung 

(16)  f(x,Q)=^f,(9)/ 
der  von  dem  Factor  x^*  befreiten  charakteristischen  Function  nach  p 
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sitiven  ganzen  Potenzen  von  x,    Differentiiren  wir  diese  Gleichung  nach 
Xy  so  erhalten  wir 

und  dieser  Ausdruck  ist,  da  FJx)  ^  1,  eine  ganze  Function  vom  höch- 
stens (n  —  1)*^  Grade  von  9;   der  Radius  des  Convergenzkreises  der 
£iitwickelung  nach  Potenzen  von  x  ist  wieder  gleich  JB. 
Hat  man  eine  gewöhnliche  Potenzreihe 

uiid  bedeutet  r  eine  positive  Grösse,  die  imi  ein  Angebbares  kleiner  ist 
als  der  Radius  des  Convergenzkreises  von  ^{x\  so  hat  der  absolute 
Betx-ag  von  $(a:)  für  alle  Werthe  von  x,  die  der  Gleichung 

\x\  =  x 
genügen,  einen  endlichen  Werth;  sei 

Daxrn  ergiebt  sich  aus  der  Darstellung  von  ^{00)  durch  das  Cauchy- 
sclxe    Integral  die  Gleichung 


A  =  X-\'„f^ixe'")e-''"d<p 


uix<l     es  ist  folglich 

W'exxn  also  r  um  ein  Angebbares  kleiner  ist  als  JB,  und 

i^)|^Jlf(e)    für    \x\  =  x, 
^^     folgt  hiemach  aus  der  Gleichung  (17) 

;  /i+i(9) !  <  i^i^(ff)^~'  <  ^(9)^~'- 

^®*-^^n  wir  in  (15)  v  -\-  1  B.n  (lie  Stelle  von  v  und  nehmen  auf  beiden 
Sei-fc^jj  die  absoluten  Beträge,  so  ist 

■ 

I  "»+1,  »+1V»'  I 

**^    erhalten  wir,  da 

«.+i,x(9)  =  f.+i-.iQ  +  ^)       ,("=0.1.    -+i). 

^"^^  für  V  >  ^• 

>     die  Ungleichungen 
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(18)  |«7,+,(9)|<«,+x»        ^^^> 

WO 

(19)  «.+x  =  |^^(,  +  ,+i)  \Mi<f+vygX9)\  +  Mig+v-l)x-\g^_^ 

+  ...  +  M{Q)t-'\g^iQ)\} 
gesetzt  wurde. 

Die  Gleichung  (19)  liefert  die  Recursionsformel 

^^+^         l/o(9  +  i'  +  l)i  "^ri/oC^  +  ^  +  l)? 
und  da  nach  (18) 

ist;  SO  ergiebt  sich  hieraus 

«.+1  ^  «,  I  -f^  (^  +V  + 1)  rr  X    /o  (9  + 1'  + 1)  I  r 
Setzen  wir  also 

/OA\         7  7       f         ^iO  +  v)  I      1  /'o(9  +  *')         h  ^     ,7. 

(20)  6,^,  =  6,  j ,  ^-(,-+^,)-  +  7   ^(^THT+l)  I )'        *'  >  ^' 
SO  ist,  wenn  wir  6^  passend  wählen, 

(21)  \9A9)\<»r<K>        ^>N- 

Hieraus  könnte  schon  die  Convergenz  der  Reihe  g{Xy  q)  erschlo 
werden,  es  ist  aber  für  unsere  Zwecke  wichtig  den  Beweis  so  zu  wen 
dass  sich  auch  die  für  alle  in  Betracht  kommenden  Werthe  vo 
gleichmässige  Convergenz  der  Reihe  ergiebt.  Zu  diesem  Ende  bi 
wir  die  Ableitung  der  Gleichung  (4)  (S.  156)  nach  x: 

(22)  £i^?j.?)  =  ^P>)p(p-l)---(9-x  +  l); 

wenn  dann 

PI{x)    <3/     für     \x\  =  x, 

wo  also,  wegen 

P  (.f)  =  l,         Jf  =0 

ist,  SO  ergiebt  sich  aus  (22) 

(23)  M{Q)<tiQ,), 
wenn  wir 

*(<y)  =  <y((y  +  1) . . .  ((j  +  ;*  ~  2)  J/ _^  +  . . .  +  3/^ 

setzen.     Femer  folgt  aus 

/o  ((>)  =  ?'*+ /i((>^  —  P"^ 
da  der  absolute  Betrag  einer  Summe  nicht  kleiner  ist  als  die  Diffe 
der  absoluten  Beträge  der  Summanden, 
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Sei     nun 

uad  ^erde 

qpC^  =  <y(<y  +  1)  •  •  •  (<y  +  n  —  1)  +  <y(<y  +  1)  •  •  •  (<y  +  m  —  2)m^_j 

-}-•••  -|-  Wjj  —  <y 
gesictzt,  dann  ist  nach  Gleichung  (8) 

l/o(9)-p"l<9'(l?!)- 
Also  erhalten  wir 

(2^)     I  /-„C?  +  V  + 1)  I  :>  i  e  + «/  +  1  i"  -  9.(1  p  + «/  +  1 :), 

^cirausgesetzt,  dass  die  ganze  positive  Zahl  v  so  gross  gewählt  wird,  dass 

dies     ist  aber,  da  (p(ö)  eine  ganze  Function  («  —  1)*^  Grades  von  6 

l>ede\itet,  stets  zu  erreichen.  Aus  den  Ungleichungen  (23),  (24)  folgt 

^lunniehr 

(25)                _M(9±j^)__^  ^(9  +  ^\) 


*^i^     liinreichend  grosse  Werthe  von  v.     Auf  der  rechten  Seite  dieser 
^^Sleichung  ist  aber  ^er  Zähler  eine  ganze  Function  höheren  Grades 
^Is     der  Nenner;  lassen  wir  also  die  positive  ganze  Zahl  v  in*s  Unend- 
iicti^  wachsen,  so  ist 

lim  -^0+-)      =  0 
^^^r^us  folgt  zunächst  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (20),  dass 

ja  offenbar 

foiQ  +  ^) 

lim  -y  .  — j ,     TT  =   1 

>    folglich  ist  die  Reihe 


00 

X 


j^      -^^vergent  fttr  alle  Werthe  von  x^   die  dem  absoluten  Betrage  nach 
•^^iner   sind   als   r.     Die  Ungleichung  (21)   lehrt  alsdann,    dass  auch 
^  Reihe 


'\i 


oc 
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für  I  rc  I  <  r  convergirt,  und  da  r  nur  der  Beschrankung  unterlÄg,  um 
ein  Angebbares  kleiner  zu  sein  wie  Ry  so  ist  hiermit  erwiesen^  dass 
die  Reibe  g(x,  q)x~^  innerhalb  eines  um  den  Punkt  x  =  0 
beschriebenen  Kreises,  der  die  Gesammtheit  der  x  Werthe 
einschliesst,  für  die  die  Potenzreihenentwickelungen  der 
Functionen 

noch  sämmtlich  convergiren,  ebenfalls  convergent  ist,  voraus- 
gesetzt, dass  sich  für  die  in  Betracht  kommenden  Werthe 
von  Q  endlich  bleibende  ^q^q),  ^i((>),  •  •  *  bestimmen  lassen,  die 
den  Gleichungen  (13)  für  v  ==  1,  2,  •  •  •  genügen. 

48.    Die  gleichmässige  Convergenz. 

Es  sollte  Q  auf  solche  Werthe  beschiunkt  bleiben,  die  dem  abso- 
luten Betrage  nach  imterhalb  einer  bestimmten  endlichen  Grosse 
bleiben;  sei 

\9    <^7 

dann  ist 

1 1/  +  p  I  <  r  +  v, 

und  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  v        • 

|(>  +  V+1|>V  —  T. 

Die  ganzen  Functionen 

haben  reale  positive  Coefficienten,  sie  nehmen  folglich,  wenn  6  ei 
gewisse  Grenze  überschreitet,   gleichzeitig   mit  6  zu.     Also  folgt 
der  Ungleichung  (25)  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  v 

(26)  _^(^_+-!:L_<       ^(^  +  *) 


da  femer 


also 


ist,  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (24), 
(27) 


/■o(P  +  '') 


^  (»-  +  *)"+ 9'(''  +  r) 


für  hinreichend  grosse  v.    Mögen  die  Ungleichungen  (26),  (27) 


48.  Die  gleiclunässige  GonTergenz. 
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gditig  sein,  dann  ist,  wenn  wir 


Hetzen  und 


i>, 


en,  zufolge  der  Gleichungen  (20), 
offenbar 


y  ^y 


SO  convergirt  die  Reihe 


^c/    für    0<s<r; 


y=A* 


also  d  eine  beliebig  vorgeschriebene  kleine  positive  Grösse  be- 
tet, so  kann  eine  positive  ganze  Zahl  Tc'  stets  so  gefunden  werden,  dass 


«0  haben  wir,  da 
d  far  \x\<8<Xj 


^Icy  <  d,  wenn  h  >  Ä'. 


Jc>(i^N, 


OD 


< 

OD 

<2 


C^S 


t,  die  Ungleichung 


^^Die  Reihe 


OD 


29Xq>' 


y=k 


<d,        h>  h\ 


OD 


^  ^9iXy9)=^9My 


yssO 


convergirt  also  gleichmässig.fÜr  |a;|<ü,  ](>|<r. 

Nun  sind  die  g^(fi),  abgesehen  von  einem  eventuell  allen  gemein- 
samen Factor,  rationale  Functionen  von  q  (vergl.  den  in  der  folgenden 
Nummer  berechneten  Ausdruck  von  g^{Q)\  Eine  aus  rationalen  Fimc- 
tionen  gebildete  Reihe,  die  innerhalb  eines  continuirlichen  Bereiches 
gleichmassig  convergirt,  stellt  nach  einem  bekannten  Satze  von  Herrn 
Weierstrass  innerhalb  dieses  Bereiches  einen  eindeutigen  Zweig  einer 
monogenen  Function   dar,   sie   besitzt   folglich   an  jeder  Stelle  dieses 
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Bereiches  Ableitungen  jeder  beliebigen  Ordnung,  und  diese  werden 
erhalten,  indem  man  die  gegebene  Reihe  gliedweise  differentiirt;  die 
so  entstehenden  Reihen  convergiren  dann  wieder  gleichmassig.  Wir 
können  folglich  die  Ableitungen  der  Reihe 


OD 


nach  Q  bilden,  indem  wir  gliedweise  nach  q  differentiiren.    Setzen  wir 


-f^  =  9y,9)\ 


d'9M 
dff' 
so  ist  demgemäss 


= ff':\Q) 


(x  =  0,l,2,.0, 


c;«        *  * 


(28)  fr  ^9M>'  =^9':'(9y         («=M.  V  • ). 

und  diese  Potenzreihen  sind  auch  innerhalb  des  um  x  =  0  mit  dem 
Radius  R  beschriebenen  Kreises  convergent.  Für  g^'\x,  q)  ergiebt 
sich  folglich 


OD 


(29)  g^'\x,  q)  =^[9^\q)  +  x,9'r'\9)  logo: 


»=0 


(x  =  0,  1,2,-    ■). 

Unter  den  Bedingimgen,  die. bei  dem  obigen  Convergenzbeweise  fest- 
gehalten werden  mussten,  stellt  die  Reihe 

für  Werthe  von  .r,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  ist  als  ü,  eine 
Lösung  der  Differentialgleichimg  (14),  der  sie  formal  Genüge  leistet, 
dar,  es  besteht  also  die  Identität 

diflPerentiiren  wir  dieselbe  x-mal  nach  p,  so  erkennen  wir,  dass  der 
Ausdruck  (29\  tiir  [X   <  R,  eine  Lösung  der  Dififerentialgleichimg 

CQ 

darstellt.  —  Ehe  wir  aus  diesen  Ergebnissen  weitere  Consequenzen 
ziehen,  wollen  wir  in  die  Erörterung  der  noch  zu  beantwortenden 
Frage  eintreten,  unter  welchen  Bedingungen  es  möglich  ist,  die  Glei- 
chungen (13)  für  V  =  1,  2,  3,  •  •  •  durch  stets  endlich  bleibende 
SoiQ),  9i{q),    •zu  befriedigen. 


49.  Untenuchiuig  der  Beconionsformel. 
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49.    ITntetBaohting  der  Beottrsionsfoimel.     Wnrselgrappen  der 
«leterminirenden  Fnndamentalgleiohtuig  und  ztigeh5rige  Integrale. 


Es  werde 


0 

«m(p) 


0 
0 


0 
0 


fl,_,.o(9)       «v-l,l((»)       «.-,,2(9) 
«ro(p)  «»1(9)  «,ä(p) 


«,_.,,_  1(9) 
«,,r-l(p) 


=  A  (9) 


Csi) 


«setzt,  dann  ergiebt  sicH  aus  dem  Gleichungssystem  (13),  wenn  darin 
V  die  Werthe  1,  2,  •  •  •  v  genommen  werden, 

(-  i)'«;o(<?)  Kit) 


'   9y(fi)   = 


.  — • 


«11  (^)  «22 (^)  '  '  '  <^vv^9) 


edeutet  also  N  diejenige  positive  ganze  Zahl,  für  welche 

<^M  =  fo(9  +  ^) 

keinen  der  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  q  verschwinden 
l^ann,  wenn  v  >  JV,  so  genügt  es 

C32)  g,(Q)  =  «„(9) a,,(Q)  ■  ■  ■  a, ,(p)  •  C((») 

u  nehmen,  wo  C(fi)  eine  willkürliche  stets  endlich  bleibende  Function 
on  Q  bedeutet,  um  ein  Unendlichwerden  sämmtlicher  g^o)  zu  ver- 
güten. Da  es  uns  wesentlich  darauf  ankonmit,  die  Berechnung  der 
^^{q)  für  solche  Werthe  von  q  vorzimehmen,  die  Wurzeln  der  Glei- 
^lihung  (7)  sind,  so  wollen  wir  uns  um  jede  dieser  Wurzeln  eine  gewisse 
Umgebung  abgegrenzt  denken,  und  beschränken  die  Variabilität  von  q 
^^uf  diese  Umgebungen.  Wählen  wir  die  letzteren  hinreichend  klein, 
^0  wird 

oiur   für  Wurzeln    der  Gleichung  (7)   verschwinden   können.     Befindet 
«ich  also  Q  in  der  Umgebung  einer  bestimmten  Wurzel  r  dieser  Glei- 
chung, so  kann  ein  Verschwinden  der  0,^(9)  dann  und  nur  dann  er- 
:folgen,  wenn  die  Gleichung  (7)  Wurzeln  besitzt,  die  um  positive  ganze 
Zahlen   grosser   sind   als  r.    Wir   denken   uns  nunmehr  die  Wurzeln 
von  (7)  in  Gruppen  geordnet,  indem  wir  diejenigen  Wurzeln  in  eine 
Gfmppe  zusammenfassen,  die  sich  nur  um  ganze  Zahlen  von  einander 
Tinterscheiden;  sei  r^,  r^,  - ' '  r    eine  solche  Wurzelgruppe,  und 

r^  =  r^  +  ffx  (x=o,i,.../.). 


L 
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wo  also  die  q^  ganze  Zahlen  bedeuten.    Die  Reihenfolge  dieser  Wurzeln 
sei  femer  so  gewählt^  dass 

und  es  möge  X^  den  Grad  der  Vielfachheit  der  Wurzel  r^  bedeuten^ 
so  dass  also 

aO  =  0,    fM  =  0,  . . .  /-^-''Cr.)  =  0, 
dagegen 

Bestimmen  wir  nun  das  Maximum  der  Differenz  zweier  Wurzeln  irgend 
einer  dieser  Gruppen  und  nehmen  die  Zahl  N  gleich  diesem  Maximum, 
so  ist  unter  Festhaltung  der  angegebenen  Beschrankung  fOr  die  Varia- 
bilität von  Q 

^rM)  +  0,  wenn  v  >  N-^ 

wenn  also  f&r  ^0(9)  der  durch  die  Gleichung  (32)  dargestellte  Aus- 
druck gesetzt  wird,  so  ergeben  die  Formeln  (31)  stets  endlich  bleibende 
Werthe  der  ff^{Q).  Mit  Hülfe  derselben  bilden  ¥rir  nun  die  Reihe 
g{Xy  q)  und  deren  successive  Ableitungen  nach  q,  dann  stellen  uns  die- 
selben, ¥rie  oben  auseinandergesetzt  wurde,  Losungen  der  Differentialglei- 
chungen (30)  dar.  Betrachten  wir  die  Wurzelgruppe  r^,  r^,r^,  * '  *  %> 
so  enthalt  g^io)  den  Factor 

(33)  (p_rj'o+^i  +  '  ■  +  ^«-1, 

f^ifi)  den  Factor 


also  verschwindet 


(Q  T  0'% 


j^Afo(9)9o(9>'h 


für  /  =  0,  1,  . . .  (A^  +  Aj  H h  ^«  —  !)•    Die  Ausdrücke 

liefern  folglich  Lösungen  der  Differentialgleichung  (£),  und 
Lösungen,  die  sich  im  Punkte  x  =  0  bestimmt  verhalten  und  die^ 
Form  der  Elemente  eines  zu  diesem  Punkte  gehörigen  canomschen^ 
Fundamentals jstems  haben.  Das  von  log  x  freie  Glied  in  g^^{Xj  r  ^ 
lautet  nach  Gleichung  (29) 

die  mit  jc'^*  multiplicirte  gewöhnliche  Potenzreihe  ist  also,  wenn 
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m 

^nommen  wird,  im  Punkte  x  =  0  von  Null  verschieden,  denn  ^^^(9) 
enthalt  nur  den  Factor  (33),  es  ist  also  für  diese  Werthe  von  t, 

"Wir  erhalten  demnach  für 

Xntegrale,  die  zum  Exponenten  r^  gehören,  und  zwar  ist  die  Anzahl 
derselben  gleich  dem  Grade  l  der  Vielfachheit  der  Wurzel  r  ;  wir 
iDQ^ichnen  diese  Integrale  der  Reihe  nach  durch  v^^^  v^j,  •  •  •  t;  ^  —1; 
^o  dass  also 

Sei  r^  die  höchste  Potenz  von  log  x,  die  in  dem  ersten  dieser  l^  Inte- 
grale, v^^,  wirklich  auftritt,  d.  h.  die  höchste  Potenz  von  loga:,  deren 
IFactor 

Glicht  identisch  verschwindet,  dann  ist  in  den  folgenden  Integralen: 
^e  Reihe 

^mit  der  (r^  +  T)^^  Potenz  von  log  x  multiplicirt,  es  sind  folglich  in 
diesen  k^  zur  Wurzel  r^  gehörigen  Integralen  die  höchsten  in  ihnen 
vorkommenden  Potenzen  von  log  x  von  einander  verschieden.  Da  aber 
eine  ganze  Function  von  log  Xy  deren  Coefficienten  in  der  Umgebung 
von  X  eindeutige  Fimctionen  sind,  nach  einer  oben  (Nr.  42,  S.  149) 
gemachten  Bemerkung  nur  dann  identisch  verschwinden  kann,  wenn  die 
Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  log  x  gleich  Null  sind,  so  folgt 
hieraus,   dass   zwischen   den  l^  Integralen  v^^,  t;^^,  •  •  •  v^  ^  _jj^    keine 

homogene  lineare  Beziehung  mit  constanten  Coefficienten  stattfinden 
kann,  d.  L  diese  X  zur  Wurzel  r^  gehörigen  Integrale  sind 
linear  unabhängig  von  einander. 


174  IV.  Singulare  Stellen  der  Bestiiiimtheit.   Kapitel  2. 

50.  Nachweis,  dass  die  in  Nr.  43  gefundene  Gestalt  der  CoefAcienten 
auch  hinreichend  dafor  ist,  dass  sich  die  Integrale  bestimmt  verhalten. 

Wir  erhalten  auf  diese  Weise  für  x  =  0,  1,  •  •  •  u  die  Integrale 

(34)  r     .  [a  =  a.L        a;,*  =  0,l,        Ua-»»]. 

entsprechend  der,  ^l©  +  ^Lj  +  •  •  +  >l^  Wurzehi  der  Gleichnng  (7)  reprä- 
sentirenden  Wurzelgruppe  r^j  r^^  -  -  •  r  .  Unter  den  zu  der  Wurzel  r^ 
äderen  realer  Theil  von  dem  keiner  andern  Wurzel  um  eine  ganze 
Zahl  übertroflFen  wird,  und  die  wir  darum  kurz  die  grosste  Wurzel 
der  Gruppe  nennen  wollen)  gehörigen  Integralen  befindet  sich  eines^ 
nämlich  v^^^  welches  von  Logarithmen  frei,  d.  h.  in  der  Form 

«'00  =  ^^°  ^9r  (roV,         i/oK)  +  0 


»=0 


darstellbar  ist,  die  übrigen  Integrale  r^^  enthalten  im  Allgemeinen 
Logarithmen.  W^enn  die  Wurzel  r^  eine  mehrfache,  d.  h.  A^  >  1 
ist,  so  enthalten  die  Integrale  r^j,  ' ' '  ^'^  i  —i  jedenfalls  Loga- 
rithmen,   und    zwar    ist    die  höchste    in    r    ,      ,     auftretende 

Potenz  des  Logarithmus  mindestens  die  (A^  —  1)**.  Sind  da- 
gegen die  sämmtlichen  Wurzeln  r^,  r^y  •  "  r  der  Gruppe  von 
einander  verschieden,  so  erhalten  wir  zu  jeder  Wurzel  nur 
ein  Integral,  welches  zu  derselb'en  als  Exponenten  gehört, 
und  in  diesem  Integrale  ist  der  vom  Logarithmus  freie  Theil 
von  Null  verschieden  und  gehört  zu  demselben  Exponenten 
wie  das  Integral  selbst. 

Wir  wollen  nun  nachweisen,  dass  die  sämmtlichen  Integrale  (34) 
linear  unabhängig  sind.  Zu  dem  Ende  bemerken  ¥rir  zuvördersi^  dass 
eine  beliebige  lineare  Combination  der  <?^^,  r^^,  •  •  •  v^  ^  _j  auch  stets 

genau  zum  Exponenten  r^  gehören  muss.  In  der  That  kann  ein^ 
solche  Combination 

offenbar  nur  zu  einem  Exponenten  gehören,  der  sich  von  r^  um  ^^^^ 
ganze  Zahl  unterscheidet,   also  muss  dieser  Exponent,  da  er  zu^,^^^® 


des  Satzes  der  Nr.  45  (S.  159—161)  eine  Wurzel  der  Gleichung  (7^  ^^f 
muss,  mit  einer  der  Zahlen  ''o>  *^i7  *  *  *  ''a  ühereinstinmien.  D^  ^^|^ 
realer  Theil   aber  keinesfalls   kleiner   sein   kann   als   der  real^  ^^^ 

von  r^,    so    ist    nur    die   Möglichkeit,    dass    er   eine   der  gro  ^^ 

^eren 

diese 


Wurzeln  ^o^  '"i^  *  '  '  ^x— i    ®^^^   könnte,    zu    untersuchen.     Soll^^^^^^^ 
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Möglichkeit  eintreten^  so  müsste  in  dem  Ausdrucke  (35)  nach  Ab- 
sonderung des  Factors  £*  das  von  x  freie  Glied  verschwinden.  Da 
•^o(p)  ^®°  Factor  (33)  enthalt,  so  ist 

setzen  wir  für  einen  Augenblick 

«o    lautet  das  mit  x*  nmltiplicirte  Glied  von  v^'. 
^i'~^^(0  +  a  +  ß)9t'^''~\0  logar  +  •  •  •  +  0  +  ^)^(,«(0  Va;, 
der  Factor  von  x^"  in  dem  A^isdrucke  (35): 


^x-i 


2^^{C(r^)  +  •••  +  («  +  iS^W  V  4 

^^iX-fce  dieser  verschwinden,  so  müssten  die  c^,  Cj;  •  *  •  C;i  _i  den  Glei- 
^^^'Q.imgen 

«oi/r  W  +  <^^9'r\0  +  '■■  +  ^-rC^'-^:)  =  0, 

%-.9t\0  =  0 

^^ügen;  die  Determinante  dieses  Gleichungssystems  ist  aber 

o  müssten  die  c^  sämmtlich  gleich  NuU  sein. 

Beiläufig  bemerken  wir,  dass  in  dem  mit  a;'«  multiplicirten  Gliede 
^^n  v^^  die  Coefficienten  der  ß  ersten  Potenzen  von  loga;  von  Null 
^rschieden,  dagegen  die  der  höheren  Potenzen  von  loga:  sämmtlich 
^^Xeich  Null  sind,  d.  h.  in  v^^  gehört  der  Factor  von  log'^a;  noch  zum 
^^Ixponenten  r^,  die  Factoren  der  höheren  Potenzen  von  logo;,  wenn 
^t:>lclie    überhaupt  auftreten,    gehören   zu   Exponenten,    die   in   ihrem 
-^^alen  Theile  grösser  sind  als  r^.     Addiren  wir  nunmehr  zu  dem  Aus- 
drucke (35)  eine  lineare  homogene  Function  der 

lünzu,  so  erhalten  wir  offenbar  wieder  ein  Integral,  welches  zum  Exponenten 

r    gehört;  bestünde  also  zwischen  den  sämmtlichen  Integralen  (34)  eine 

homogene  lineare  Beziehung  mit  constanten  Coefficienten,  und  wäre  r^ 

der  in  seinem  realen  Theile  grösste  Exponent  zu  dem  ein  in  dieser 
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Beziehnng  wirklieh  auftretendes  Integral  gehört,  so  würd< 


Combination  der 


r        r       •  -  •  17 


einer  linearen  CombLoation  der 

gleieh  sein,  also  zu  einer  der  Grössen  r^^  ^ij  " '  ^»—\  ^  Exponenten 
geboren  müssen,  was  nicht  möglich  ist  Die  il^  +  ^Ij  +  •  •  •  +  ^„ 
Integrale  (34)  sind  also  linear  nnabhangig  von  einander. 

Denken  wir  ans  nun  die  «Lmmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  (7) 
auf  die  oben  angegebene  Weise  in  Gruppen  Tertheilt  und  zu  jeder 
dieser  Gruppen  die  zugehörigen  Integrale  bestimmt,  so  erhalten  wir 
ein  System  Ton  n  Integralen:  die  zu  den  Wurzeln  einer  und  derselben 
Gruppe  gehörigen  dieser  Int^rale  sind,  wie  oben  gezeigt  wurde,  linear 
unabhängig;  offenbar  kann  aber  zwischen  Functionen,  die  zu  Expo- 
nenten gehören,  die  sich  nicht  um  ganze  Zahlen  Ton  einander  unter- 
scheiden, keine  lineare  homogene  Beziehung  mit  constanten  Coefißcienten 
bestehen.  Es  wird  genügen  den  Beweis  dieser  Behauptung  für  den 
Fall  anzudeuten,  wo  die  betreffenden  Functionen  die  Grestalt 

haben,  wenn  9(x),  ^(a:),  •  •  •  %{pc)  in  der  Umgebung  von  x  =  0  ein- 
deutig und  die  Exponenten  r,  5,  •  •  •  ^  so  beschaffen  sind,  dass  ihre  Diffe- 
renzen nicht  durch  ganze  Zahlen  gegeben  werden.  Bestünde  nämlich 
eine  Beziehung 

c^xq>{x)  +  c^x'if{x)  H h  c^xi{x)  =  0, 

mit  constanten  c^,  c^,  -  •  -  c^,  so  bliebe  dieselbe  auch  bei  beliebig 
oft  wiederholten  Umlaufen  um  den  Punkt  x  =  0  erhalten,  d.  h.  es 
wäre  auch 

c^e        xip(x)  +  c^e        a:*(x)H 1- V        ^ZW  =  0; 

X  irgend  eine  ganze  ZahL  Hieraus  folgt  aber,  dass  die  r^,  c^,  •  •  •  c^ 
sLmmtlich  verschwinden  müssen,  wenn  nicht  (vergl.  Nr.  31,  S.  100^ 
irgend  zwei  der  Grössen 

e      y  e      ,  •  •  •  6 

einander 'gleich  werden,  und  dies  ist  ausgeschlossen,  weil  die  r,  5,  •  •  •  i 
sich  nicht  um  ganze  Zahlen  unterscheiden. 

Die  n  Int^rale,  die  den  verschiedenen  Wurzelgruppen  der  Glei- 
chung (7)  entsprechen,  sind  also  linear  unabhängig  von  einander^ 
d.  h.   sie  bilden  ein  Fundamentalsjstem.     Da  sie  sich  im  Punkte 
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x  =  0  bestimmt  verhalten,  so  ist  damit  bewiesen,  dass  sich  die  sämmt- 
lichen  Integrale  einer  Differentialgleichung,  die  auf  die  Normalform  (E) 
gebracht,  zum  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  x**  hat,  d.  h. 
fttr  welche 

P  (0.)  =  1 

ist,  im  Punkte  x  =  0  bestimmt  verhalten,  d.  h.  es  ist  in  der  That, 
wie  am  Schlüsse  des  ersten  Kapitels  (Nr.  43,  S.  153)  ausge- 
sprochen wurde,  die  Form  (D)  der  Coefficienten  |)^,  j)^,  •  •  •  }*„ 
der  Differentialgleichung  (A)  nothwendig  und  hinreichend 
dafür,  dass  der  singulare  Punkt  x  =  0  ein  Punkt  der  Be- 
stimmtheit für  die  Integrale  dieser  Differentialgleichung  sei. 


Sohle  billiger,  Diflfercntialglcichungcn.    t.  12 


Drittes  Kapitel. 

51.   Zuflaniineiiliflpg  swischen  detennmiTendeT  Fandamentalgleichiiiig 
und  Fnndamentalgleiohimg.     Canonisohes  Fnndamentalaygtem  im 

Falle  der  Bestimmtheit. 

Das  im  Yorhergehenden  Kapitel  entwickelte  Beweisverfiüiren  hat 
uns  aber  auch  noch  eine  Reihe  wichtiger  Eigenschaften  der  Differen- 
tialgleichungen mit  in  a:  =  0  durchaus  sich  bestimmt  verhaltenden 
Integralen  enthülli^  wir  wollen  nun  dazu  übergehen,  diese  in  übersicht- 
licher Form  zusammenzustellen.  Wir  fanden  entsprechend  jeder  Wurzel 
r  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  (7)  Integrale,  die  zu  dieser 
Wurzel  als  Exponenten  gehören  und  zwar  genau  A  linear  unabhängige 
solcher  Integrale,  wenn  r  eine  A-fache  Wurzel  ist.    Bedeutete 

(R)  '^oy  ^ly  ^v  '"  ^ 

eine  Wurzelgruppe  der  Gleichung  (7),  so  gehorte  zur  grossten  Wurzel 
Tq  dieser  Gruppe  das  von  Logarithmen  freie  Integral 


OD 


Sei  nun  t;  ein  beliebiges  in  der  Form 

darstellbares  Integral,  wo  %{x),  ^^{x)y  •  •  •  9>„(^)  in  der  Umgebung 
von  X  =  0  reguläre  Functionen  bedeuten,  und  möge  v  zu  einem  Ex- 
ponenten r^  gehören,  der  unter  den  Zahlen  (R)  enthalten  ist.  Dann  ist 
V  eine  homogene  lineare  Function  der  n  Elemente  des  durch  unser  Ver- 
fahren erlangten  Fundamentalsystems,  und  da  zwischen  Functionen,  die 
zu  Exponenten  gehören,  welche  nicht  um  ganze  Zahlen  von  einander  ver- 
schieden sind,  keine  lineare  Beziehung  stattfinden  kann  imd  der  Exponent, 
zu  dem  eine  lineare  Combination  der  v^^  gehört,  mit  dem  in  seinem 
realen  Theile  kleinsten  derjenigen  Exponenten  übereinstimmt,  zu  welchem 
eines  dieser  v   .  gehört,  so  muss  v  als  lineare  homogene  Function  der 

^ai  (a  =  0,l,.    -x;  (i  =  0,l,    •    l^—l) 
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darstellbar  sein.     Eine  lineare  Combination  dieser 

K  +  ^x  +  --  +  K 

Integrale  mit  willkürlichen  constauten  Coefficienten  liefert 
folglich  das  allgemeinste  zur  Wurzel  r^  gehörige  Integral 
der  Differentialgleichung;  dieses  enthält  also  genau 

willkürliche  Constanten.  Nun  war  in  g^ig)  noch  der  eine  will- 
kürlich zu  wählende  Function  von  q  repräsentirende  Factor  C{q) 
enthalten;  dieser  kann  z.  6.  als  ganze  Function  von  q  so  gewählt 
werden,  dass  dieselbe  mit  ihren  'Iq  H"  '^i  H"  "  *  H"  '^x  —  ^  ersten  Ab- 
leitungen nach  Q 

für  Q  =  r^  die  willkürlich  vorgeschriebenen  constanten  Werthe 

annimmt.     Dann  hängt  das  zu  r    gehörige  Integral 

von  diesen   ^o  "1"  ^i  "t"  "  *  '  H"  '^x   willkürlichen  Constanten   ab,   es   ist 
folglich  das  allgemeinste  zu  r    gehörige  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung.    Denken    wir   uns    C{q)   in   bestimmter   Weise 
gewählt,   und  die  zur  Wurzelgruppe  (R)  gehörigen  Integrale  v^ .  ge- 
bildet, dann  wird  sich  das  so  gebildete  v^^  von  dem  zu  einem  will- 
iürlichen  C{q)  gehörigen  v^^  nur  durch  einen  constanten  Factor  imter- 
scheiden.    Ein  Integral   der  Differentialgleichung  (E)  ist  also 
bis  auf  einen  constanten  Factor  vollkommen  bestimmt  durch 
die  Forderungen,  dass  es  zu  einer  Wurzel  der  Gleichung  (7)  ge- 
hören soll,  deren  realer  Theil  von  dem  keiner  anderen  Wurzel 
dieser  Gleichung  um  eine  ganze  Zahl  übertroffen  wird,  und 
dass  seine   Entwickelung  in  der  Umgebung  von  a;  =  0  keine 
Logarithmen  enthält. 

Wenn  die  unabhängige  Variable  x  den  einfachen  Undauf  U  um 
den  Punkt  x  =^0  vollzieht,  so  verwandelt  sich  das  Integral  v^^  in  @v^^ 
und  aus  der  Form  von  v  ist  sofort  zu  übersehen,  dass  @v  zum 
selben  Exponenten  r  gehören  und  dieselbe  höchste  Potenz  von  log  x 
enthalten  wird,  wie  v^^  selbst.  Folglich  lässt  sich  &v^^  als  homogene 
Uneare  Function  der 

darstellen.     Beachten  wir  aber  femer,  dass  in  ©v,^,  ebenso  wie  in  v^^ 

12* 
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selbst,  die  Coefificienten  der  auf  die  x**  folgenden  Potenzen  von  log  x 
zu  Exponenten  gehören,  deren  realer  Theil  grosser  ist  als  r ,  dass  da- 
gegen in  den 

auch  noch  der  Coefficient  von  log*+^a;  zum  Exponenten  r  gehört,  so 
erkennen  wir,  dass  in  der  Darstellung  von  ©r^^  nur  diejenigen  r  ^ 
wirklich  auftreten  können,  deren  zweiter  Index  jS  nicht  grösser  ist 
als  X.  Nun  ist  v^^  abgesehen  von  dem  Factor  x^'  eine  ganze  rationale 
Function  von  loga;  mit  in  der  Umgebung  von  x  regulären  Coeffi- 
cienten  und 

g^    r,  ittir.     r. 

&x  '  =  c      '  a; ' , 
folglich  hat  der  Ausdruck  von  ®v^    die  Form 

1  —  1  ^a~}  *—i 

WO  die  c  Constanten  bedeuten.     Bilden  wir  also  die  Substitution 

A  =  (a  J,         (t,x=i,8,.  .11), 

welche  die  zu  den  verschiedenen  Wurzelgruppen  der  Gleichung  (7) 
gehörigen  n  linear  unabhängigen  Integrale  bei  dem  Umlaufe  ZT  erfahren, 
und  beachten,  dass  filr  die  Wurzeln  einer  Gruppe  (R) 

e      "  =  e        =  •  •  •  =  e      " 
ist,  so  erkennen  wir,  dass 

a^^  =  0,     für    x>fc  (1  =  1,2,    n), 

und,  dass  A„  +  ^i  +  *  *  *  +  ^    ^®r  a      den  Werth 


G>.  =  e^Ä' 


r, 


0 

haben.     Die  zum  Punkte  x  =  0  gehörige  Fundamentalgleichung 

I  a^^  8^^G}      =0  (x.i  =  l,2,        n) 

besitzt  also  die  genau  (A^,  +  ^i  +  '  *  ~f~  ^  )-fache  Wurzel  (o^  und 
wir  haben  somit  den  Satz:  • 

Die  mit  27ci  multiplicirten  Wurzeln  der  Gleichung  (7) 
sind  die  Logarithmen  der  Wurzeln  der  zum  Punkte  x  =  0 
gehörigen  Fundamentalgleichung  derDifferentialgleichung(E) 

und   umgekehrt   genügt  das  --:  fache   des  Logarithmus  jeder 

Wurzel  der  Fundamentalgleichung  bis  auf  additive  ganze 
Zahlen  der  Gleichung  (7).  Einer  Wurzelgruppe  (R)  der  Glei- 
chung (7),  die  l  Wurzeln  dieser  Gleichung  repräsentirt,  ent- 
spricht   eine    /-fache  Wurzel   der  Fundamentalgleichung  und 
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umgekehrt    entspricht    einer    solchen    i-fachen    Wurzel    eine 

Gruppe  von  l  Wurzeln  der  Gleichung  (7),  die  theils  einander 

gleich,  theils  um  ganze  Zahlen  von  einander  verschieden  sind. 

Aus  der  Form  der  für  die  Integrale  unseres  aus  den  verschiedenen 

*'^^  zusammengesetzten  Fundamentalsystems  gefundenen  Substitution  (A), 

vind  aus  der  Form  dieser  Integrale  selbst  ist  ersichtlich,  dass  dieses 

JPundamentalsystem   ein   zum   Punkte   x  =  0   gehöriges   canonisches 

J'undamentalsystem  ist.    Die  der  Wurzelgruppe  (K)  entsprechenden 

Integrale  v^^  bilden  eine  zu  der  (A^,  +  A^  +  *  •  *  +  'l  )- fachen  Wurzel 

m)^  der  Fundamentalgleichung  gehörige  Integralgruppe,  wir  haben  also 

in    dem   Falle,    wo    sich   alle   Integrale   der   Differentialgleichung   im 

Tunkte  X  =  0  bestimmt  verhalten,  ein  Mittel  gefunden,  welches  uns 

^e^tattet  die  Elemente  eines  zu  x  =  0  gehörigen  canonischen  Funda- 

zmentalsystems,  d.  h.  die  Exponenten,  zu  denen  dieselben  gehören,  die 

Coefficienten  ihrer  in  der  Umgebung  von  x  =  0  gültigen  Reihenent- 

"wickelungen   und   endlich    die   Coefficienten    der   Substitution,   welche 

^eses  Fundamentalsystem  erfährt,  zu  berechnen.     Und  zwar  bedarf  es 

3u  dieser  Rechnung  nur  der  Kenntniss  der  Entwickelung  der  charakte- 

Tistischen  Function  /"(.r,  ^),  und  die  Coefficienten  dieser  Entwickelung 

setzen  sich  aus  den  Coefficienten  der  Entwickelungen  der 

P„_x(a;),  P,_,W,  •••,P„W, 

d.  h.  aus  den  in  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  auftretenden 
Parametern  algebraisch  zusammen.  Insbesondere  sind  die  Exponenten, 
zu  denen  die  Elemente  des  canonischen  Fundamentalsystems  gehören, 
Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  w*^  Grades  (7),  deren  Coeffi- 
cienten sich  als  rationale  und  ganzzahlige  Functionen  jener  Parameter 
bestimmen,  und  die  Coefficienten  der  in  der  Umgebung  von  x  =  0 
gültigen  Entwickelungen  der  Integrale  sind  wieder  aus  diesen  Wurzeln 
und  den  Parametern  rational  und  ganzzahlig  bestimmbar,  denn  es  be- 
darf ja  zu  ihrer  Auffindung  nur  der  Auflösung  des  linearen  Gleichungs- 
systems (13). 

Es  erscheint  nun  noch  wünschenswerth,  auch  die  in  der  Theorie 
der  Fundamentalgleichung  kennen  gelehrte  Eintheilung  einer  zu  gleichen 
Wurzeln  der  Fundamentalgleichung  gehörigen  Integralgruppe  in  die 
Haipburger'schen  Untergruppen  mit  den  jetzt  entwickelten  Hülfs- 
initteln  auszuführen.  Zu  diesem  Ende  wollen  wir  etwas  genauer  auf 
die  Betrachtimg  der  zur  Wurzelgruppe  (R)  gehörigen  Integrale  v^^ 
eingehen.     Wenn  wir  eine  lineare  Function  der 

mit   willkürlichen   constanten   Coefficienten  bildeten,    so   erhielten  wir 
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das  allgemeinste  zur  Wurzel  r^  gehörige  Integral.  Dasselbe  war  eine 
ganze  Function  des  log  x  vom  (r^  +  '^x  —  ^y^^  Grade,  enthielt  also 
den  Logarithmus  mindestens  zur  (X^  —  1)*®"  Potenz.  Es  kann  sich 
jedoch  ereignen,  dass  bei  besonderer  Wahl  der  constanten  Coefficienten 
ein  zum  Exponenten  r^  gehöriges  Integral  gefunden  wird,  welches  den 
Logarithmus  zu  einer  noch  niedrigeren  als  der  tj^  Potenz  enthalt, 
d.  h.  dass  auch  v^^  nicht  das  einfachste  zu  r^  gehörige  Integral 
darstellt.  Für  die  Frage  der  Zerfällung  der  Integralgruppe  v^  .  in 
Untergruppen  ist  vornehmlich  der  Fall  zu  imtersuchen,  wo  ein  zum 
Exponenten  r^  gehöriges  Integral  existirt,  welches  von  Logarithmen 
frei  ist,  denn  alsdann  beginnt  eine  Untergruppe  mit  eben  diesem 
Integral.    Es  handelt  sich  also  darum,  zu  entscheiden,  wann  eine  Reihe 


00 


existirt,  die  zum  Exponenten  r^  gehört,  d.  h.  wann  das  Gleichungs- 
system (13)  für  9  =  ^^  eine  Auflösung  durch  endliche  Werthe  der 
g^(r  )  gestattet,  bei  der  insbesondere 

^oW  +  O; 

ist  nämlich  eine  solche  Auflösung  vorhanden,  so  convergirt  die  mit 
den  so  bestinmiten  g^(r^  gebildete  Reihe  für  |  a:  |  <  ü  und  stellt  also  in 
der  Umgebung  von  x  =  0  ein  zum  Exponenten  r^  gehöriges  imd  von 
Logarithmen  freies  Integral  dar. 

52.    Ein  Satz  aus  der  Theorie  der  Systeme  linearer  Gleichungen. 

Wir  betrachten  allgemein  das  Gleichungssystem 

y 
^<h.0,  =  0  (.  =  1,2,..    r), 

x==0 

welches  wir  kurz  durch 

bezeichnen  wollen  und  fragen  nach  den  nothwendigen  und  hinreichen- 
den Bedingungen  dafür,  dass  dieses  Gleichungssystem  durch  Werthe 
(/^,  y^j  '  '  •  y^  befriedigt  werden  könne,  wo 

Sei  V  —  r  der  Rang  des  gegebenen  Gloichungssysteras,  so  besitzt 
dasselbe  (r  -f-  1)  linear  unabhängige  Lösungssysteme 
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durch  welche  jedes  andere  Lösungssystem  homogen  und  linear  dar- 
sieDbar  ist  (vergl.  den  Anfang  der  Nr.  34,  S.  113).  Sei  wenigstens  eine  der 
Grössen  ^^^  von  Null  verschieden,  etwa 

^teen  wir  dann 
^   befriedigen  die  (r  +  1)  Systeme 

^?^  9f\    •••   ^i^^  (i  =  l,2,  ...r-f-l) 

^^  g'egebene  Gleichungssystem  und  sind  auch  linear  unabhängig  von 
einandLer.    Es  ist  aber 

yf^  =  0,    wenn     A  ={=  f*- 

Bezeiohnen  wir  also  durch  (V)  das  quadratische  System,  welches  aus 
i^i^  entsteht,  wenn  man  in  diesem  letzteren  Systeme  die  Reihe 
"li^  <tf=i,2, .  »•),  weglässt  und  durch  (Z)^^  ein  Gleichungssystem  für  die  v 
Ual>eiannten  u^,  m^,  •  •  •  u^,  dessen  Coefficientensystem  durch  (t)  dar- 
gest^ellt  wird,  so  liefern  die  Systeme 

T  Liösxingssysteme  der  Gleichungen  (Z)^,  und  man  übersieht  auch  sofort, 
<^*ss  diese  t  Systeme  linear  unabhängig  sind.  Es  ist  aber  auch  jedes 
beli  einige  Losungssystem 

^^^  C3-leichungen  (T)^  durch  diese  t  Systeme  linear  und  homogen  dar- 
8telll>ßi.^    Denn  setzen  wir 


so    MMMM  »)en  wir  in 


9o7  Ov     ••  0, 

m 

^]^    I-«ösungssystem  des  gegebenen  Gleichungssystems  («J, ,  also  lassen 
sicli      Constanten  c^,  c^,  •  •  •  c^  ,  ^  so  bestimmen,  dass 


«=1 

"*'"  =  Z  ist  aber  hiemach 


^      iblglich 


0  =  cy^^ 


c^  =  0,     da    gif')  =  s^)  ^  0-, 
*-^-    wir  erhalten  für  p  =^l 
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was  zu  beweisen  war.  Damit  also  wenigstens  eines  der  g^^^  von  Null 
verschieden  sei,  ist  nothwendig,  dass  der  Rang  des  quadratischen 
Systems  (T)  mit  dem  Range  des  ganzen  Systems  (a.  )  übereinstimmt. 
Andererseits  ist  sofort  ersichtlich,  dass  diese  nothwendige  Bedingung 
auch  hinreichend  ist,  denn  würde  in  sämmtlichen  r  +  1  linear  unab- 
hängigen Lösungssystemen  von  (a.^) 

sein,  so  wären  diese  Systeme  schon  selbst  (r  +  1)  linear  unabhängige 
Lösungen  der  Gleichungen  ij)^,  es  wäre  also  der  Rang  des  quadrati- 
schen Systems  (J)  höchstens  gleich  v  —  r  —  1.  D.  h.  damit  das 
Gleichungssystem  {a.^  durch  ein  Werthsystem  g^^  g^,  •  •  •  g^ 
befriedigt  werden  könne,  worin  g^  von  Null  verschieden  ist, 
ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  der  Rang  des  Systems 
(?)  mit  dem  Range  des  Systems  (a.J  genau  übereinstimmt. 


53.   Kriterium  für  die  Existenz  eines  in  Beihenform  darstellbaren 

Integrals,  welches  sn  einer  bestimmten  Worsel  der  determinirenden 

Fundamentalgleichung  als  Exponenten  gehört. 

Die  Coefficienten  der  der  Differentialgleichung  genügenden  Reihe 

oc 

V 


bestimmen  sich  aus  den  Gleichungen 

(36)     «.oW^oCO  +  ^i(Oi/i(0  +  •  •  •  +  'UOffXO  =  0 

die  aus  den  Gleichungen  (13)  dadurch  hervorgehen,  dass  q  gleich  der 

Wurzel  r^  der  Gleichung  (7)  gesetzt  wird.    In  diesem  Gleichungssystem 

sind  die 

f^    (^  )  =}=  0 ,     wenn     v>  r^  —  r  , 

während 

a    (r  )  =  0     ist,  für     v  =  r     ,  —  ^^,  ^^    ^  —  r  ,  -  -  -  r^  —  r  . 

rv\  x/  '  X — 1  x'      X — 2  x/  0  X 

Zur  Entscheidung  der  Frage,  ob  g^^f"^  von  Null  verschieden  ist,  ge- 
nügt es  also,  die  Gleichungen  (36)  für 

i;=l,2,...(r,  — rj 
zu  betrachten;  denn  haben  wir  die 

diesen  (r^  —  rj  Gleichungen  gemäss  bestimmt,  so  ergeben  die  folgen- 
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d€?n  Grleichungen  für  1/  >  r^ —  r^  eindeutig  bestimmte  Werthe  der  gX^^)- 
Es  xvird  also  eine  Reihe  g(x,  rj  mit  von  Null  verschiedenem  g^^r^y 
d-  H.  eine  zum  Exponenten  r^  gehörige  Reihe,  dann  und  nur  dann  exi- 
^i'en,  wenn  der  Rang  des  Systems 

(37^  (a^  /«=^'V-  (.0-.)  N 

^^^^^^t   dem  Range  des  Systems 

^\>ereinstimmt,  wo  jetzt  das  Argument  r^  weggelassen  und 

a^^  =  0     zu  nehmen  ist,  wenn     /J  >  a. 

-^s  soll  nun   diese  Bedingung  in  expliciter  Form  angegeben  werden 
^^'ir  führen  zu  dem  Ende  einige  Bezeichnungen  ein.     Sei 

«^Iso 

femer  werde  diejenige  aus  den  Elementen  des  Systems  (37)  gebil- 
dete Determinante,  die  die  Reihen  i^,  i^,  •  •  •  i^_^  und  die  Zeilen 
^v  ^2?  ' ' '  ^v— 1  ^^^  enthält,  durch 


7 

1  V — 1> 


diejenige    Determinante,    die    aus    den    in    den   Reihen    Z^,  ij,  •••  i^ 
und  den  Zeilen  x^,  x^,  •  •  •  x^  stehenden  Elementen  gebildet  ist,  durch 


to  ^  •  •  •    K^ 


X^   X,    •  •  •    X 

Ol  V 


bezeichnet.    In  Uebereinstimmung  mit  der  in  der  Nr.  49  (S.  171)  einge- 
führten Bezeichnung  ist  dann 

fO  1  ...  1/-I 

(1    2  ...  1/ 
Das  System  (36)  besitzt  die  besondere  Beschaffenheit,  dass 

und  femer 

a  =0,     a  =0,     ...     a        ==0: 

*x— 1,'x  — 1  '  *x— 2,*x— 2  '  *0,  *0  ' 

diese  bewirkt  das  Bestehen  der  folgenden  identischen  Gleichung: 
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(38) 


0  1 

1  2  ••• 


s. 


1  s 


0 


...  s,  —  1 


s.  +  l 


(S. 
I 

s.+  l 


(S, 


s.4-1 

^     t       ' 


:::;:ni 

;::;:rli 


«<-2— 1 


1  —  2 

«0-1 


fS. 


I   •  •  •  ' 


s^  — 


«1+1 


^1 


(•  =  1,J,  ••     X), 


wo  s,  ^  0  ist.    Das  System  (0)  ist  mindestens  vom  Range  s^  —  x,  da 


'0  s«  «1  •  •  •  s,_i 


«0   «1 


+  0, 


X— 1> 


es  kann  aber  auch  von  höherem  Range  sein.  Die  aus  den  Elementen 
des  Systems  (0)  gebildete  Determinante  s^^'  Ordnung,  die  selbst  durch 
(0)  zu  bezeichnen  sein  wird,  ist  jedenfalls  gleich  Null;  imter  ihren 
Subdeterminanten  (s^  —  1)*®'  Ordnung  kann  nur 


'0  s. 


=  a 


11 


a 


*x— l"-^'*x— 1-"^ 


X  — 1. 


««-1 

s     ,  +  1 

^     X — 1       ' 


s»  — 1 


von  Null  verschieden  sein.     Ist  dies  der  Fall,  d.  h.  ist 


•  •  •  »0  —  1 


+  0, 


SO  ist  (0)  vom  Range  s^  —  1;  damit  dann  g^ir^  von  Null  verschieden 
sei,  ist  also  noth wendig  und  hinreichend,  dass  sammtliche  Determi- 
nanten Sq^'  Ordnung  des  Systems  (37)  verschwinden.  Unter  diesen 
letzteren  könnte  nur 


(^o)  =  \_,(0 


IS 


X  — 1 


s      1  +  1 
^    X — 1     » 


•  •  •  «0  —  1 


0 


von  Null  verschieden  sein;  soll  auch  diese  Determinante  verschwinden, 

so  muss  demnach 

h        (r)  =  0 

'x-l^  x/ 

sein,  diese  letztere  Bedingung  ist  also,  falls  (0)  vom  Range  s^  —  1  ist, 
nothwendig  und  hinreichend  dafür,  dass  g^^(r^  ={=  0  sei.     Ist 


^x-l 

^x_i  +  1 


•  •  •  ^0  —  1 


=  0, 


so  sind  alle  Subdeterminanten  (s^  —  1)*®"^  Ordnung  von  (0)  gleich  Null, 
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dieses  System  wird  also  vom  Range  s^^  —  2  sein,  wenn  die  darin  ent- 
kaltene  Determinante  (s^  —  2)*'''  Ordnung 


( 


0    ^'O  ^x-l 


s     ^  s     ^ 

X  — 1      X — 2, 


ßiclat    verschwindet.     Setzen  wir 


^'  =  \-i+U^,-i+i  '  '  '  \_,_-i-l.*,-,_i-l  0=0,l,-x-l), 


X  —  I  0 

(.•  =  1,2,.  -x-l), 


^^     lüsst  sich  jene  Determinante  (s^  —  2)**''  Ordnung  in  der  Form 


AA^. 


^"■^*^*^ "teilen,  und  es  ist  also  (0)  vom  Range  s^  —  2,  wenn 

ist«  Damit  dann  das  ganze  System  (37)  vom  selben  Riinge  sei,  müssen 
ai-l  o  Subdeterminanten  (s^  —  l)^**""  Ordnung  der  Determinanten  (1),  (2),  •  •  •  (s^) 
^^^^^Schwindon.     Also  ist  hierzu  nothwendig 


( 


*'o   *x— 1 


.       «X-«. 


«U    «x-1 
«x-1. 


=  A\_,(r.)^.  =  0, 


*x— 2^  *  'x  — 1      ^ 


0  h        (r  )         die  Determinante  bedeutet,  die  aus  A        (r  )  entsteht, 

^Videm  man  Zeile  und  Reihe  s^_^  weglässt;  d.h.  aber,  da  yl^,  Z^  nicht 
^Verschwinden,  es  ist  nothwendig 


h 


*x 


(r)  =  0,     h        (r)         =0. 


US  der  Form  des  Systems  (37)  ist  nunmehr  leicht  zu  übersehen, 
<lass  diese  beiden  Bedingungen  auch  hinreichend  sind;  dieselben  sind 
^Iso,  wenn  (0)  vom  Range  s^ — 2  ist,  nothwendig  und  hinreichend 
^afür,  dass  g^ir^  von  Null  verschieden  sei. 

Sei  allgemein 
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W 


1  —  1 


0,   2:.  4=0      (.•>2), 


so  folgt  aus  der  Gleichung 


'0  s 


0 


X— 1 


S 


X  — 1 


S 


X  — /  +  ! 


X  —  l-f-l         X — I 


=  ^oA---A-i-^.-; 


dass  der  ßang  des  Systems  (0)  mindestens  gleich  s^  —  i  sein  muss. 
Es  handelt  sich  dann  noch  um  die  Aufstellung  von  Bedingungen  dafür, 
dass  der  Rang  des  ganzen  Systems  (37)  mit  dem  Range  des  Systems  (0) 
übereinstimmt.     Aus  den  Gleichungen 


^0    ^x-l    ^x-2 
^x-2    ^x-3 


^0    ^x-1    ^x-2 
^x-1    ^x-3 


>        •  I  <  \ 
X — i  +  l   i  


X— I 


'x— l-f-l 


X— t 


=  Ä,''Ä.    Ji       (r)Z!., 

1  I  —  1      *^ 1^    X/         I  ' 


A^-Ä.    ,h       (r)        2;., 

^  1  —  1    *x-2^  «^'x— 1      *' 


^0  ^x-1  ^'^x-a 

^x-1    ^x-2 


'  •  *    *        •  I  «  \ 

...    o  /  *x— A  ''♦x— l'*X— 2»"*x— t-f-l      »' 


'x— l-f-l. 


wo  '^.(Oa /?  diejenige  Determinante  bedeutet,  die  entsteht,  wenn 
man  in  h^(r^  die  Reihen  und  Zeilen  a^  ß,  •  •  y  weglässt,  folgt,  dass, 
wenn  die  sämmtlichen  Determinanten  (s^  —  i  -\-  1)^®^  Ordnung  des  Sy- 
stems (s^  verschwinden  sollen,  jedenfalls  die  Determinanten 

(ß)        h       (r),h        (r  X       ,  •  •  •  Ä       (r) 

V^/  *x-l^  «'^'      *x-2^  *^*x-l'  *x-i^  «^'x-l.*x-2»-    -'x-iH-l 

gleich  Null  sein  müssen.  Andererseits  ist  leicht  einzusehen,  dass,  unter 
Festhaltung  der  Voraussetzungen  (a),  das  Verschwinden  der  Determi- 
nanten (ß)  stets  hinreichend  ist  dafür,  dass  das  System  (37)  vom  selben 
Range  sei  wie  das  System  (0);  wenn  also  insbesondere  das  System  (0) 
vom  Range  s^  —  i  ist,  so  sind  diese  hinreichenden  Bedingungen  zu- 
gleich nothwendig. 

Die  Voraussetzungen  (a)  lassen  sich  aber  noch  etwas  anders  dar- 
stellen, wenn  wir  beachten,  dass  wir  in  unserem  Gleichungssysteme 
für  die  Coefficienten  die  Ausdrücke 


und  folglich  die  Beziehungen 


63.  Exifltenz  eines  in  Reihenform  darsb^llbarcu  Intc^ralD. 


189 


iaben.     Hiernach  ist  nämlich 


Ü 


* +1 


.<? 


0 


H 


^i-X 


—  1 


S.+  1 


•  •  •  s 
1—1 


=  Ä        (r  +s.), 


^s      esrgiebt  sich   also  das  folgende  Kriterium  dafür,  dass  (f^ir^  einen 
von     Null  verschiedenen  Werth  habe. 

Man  bilde  die  Reihe  der  Determinanten 

h«i.t;     unter  diesen 

al  f*       erste  einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  während 

h  (r     . . ,)  =  0 

1^  *^  >    80  ist  das  System  (0)  vom  Range  r^  —  r^  —  i;    insbesondere 
'*^  ^       (0)  vom  Range  r^^  —  r^  —  1,  wenn 

ro-r,_iV  x-1/  n- 

■^T" -^  ^iebt   sich,    dass  (0)  vom  Range  r^  —  r^ — i  ist,    so  ist  für 
^  ^      Existenz    einer    zum    Exponenten    r^    gehörigen    Reihe 

'^  S'^^-"?  0?  ^'  ^-  ^^^  /^oCOH^^?  nothwendig  und  hinreichend,  dass 
^  ^^    Determinanten 

h  Cr),     h  (r)  ,     ..-, 

h  (r) 

Xoimtlich  verschwinden. 
Wenn 


Xs 


V, 


h         (r  )  +  0 
^  ,  SO  beachten  wir  die  Gleichung 

Iglich  ist  in  diesem  Pralle  einerseits 

h  (g  +  r     ,— r)4=0, 

rQ  —  rjf__i\^     '       X— 1  x/     I         ' 

^Xso  das  System  (0)  vom  Range  r^  —  r  —  1,  und  da  andererseits  auch 
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SO  ist  dann  jedenfalls 

d.  h.  es  kann  keine  zum  Exponenten  r    gehörige  Reihe  geben. 


54.   Aufstellniig  der  Hambnrger'BOhen  Untergrappen  im  Fi 

der  Bestimmtheit. 

Wenn   das  angegebene  Eriteriom  die  Existenz  einer  zum 
nenten  r^  gehörigen  Reihe  g  (x,  r^  erkennen  lässt^  so  stellt  diesell 
I  a?  I  <  JJ  ein  Integral 

<X) 

unserer  Differentialgleichung   dar.     Dieses  Integral   muss,    da  es 
Exponenten  r    gehört,  durch  die 


^a/*  (a=0,l,       x;    /*=0,1,-      i^-1), 

homogen  linear  mit  constanten  Coefficienten  darstellbar  sein;  d£ 
in  den 

der  CoefScient  von  loga?  nach  einer  oben  (S.  175)  gemachten  I 
kung  zum  Exponenten  r^  gehört,  so  ist  u^^  eine  homogene  1 
Function  der  Integrale 

^o/*  (flr  =  0,l,.      x-l;    /?  =  0,1,.      1„-1), 

^0  7 

mit  constanten  Coefficienten,  es  kann  folglich  in  dem  Systeme  d< 
Wurzelgruppe  (R)  gehörigen  Integrale  v^^,  u^^  an  die  Stelle  v< 
gesetzt  werden.  —  Zu  der  grössten  Wurzel  r^  der  Gruppe  (R)  \ 
allemal  eine  Reihe;  um  die  Anzahl  der  in  Reihenform  darstel 
Integrale  zu  finden,  die  zu  Wurzeln  dieser  Gruppe  als  Exponent« 
hören,  kann  man  das  der  kleinsten  Wurzel  r  entsprechende  Gleicl 
System 

(1^  =  1,  2,.  .(yo) 

betrachten.  Es  muss  dann  nändich  jede  zu  einer  der  Zahlen  r^,  r^. 
als  Exponenten  gehörige  Reihe  in  der  Form 

r=0 
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darstellbar  sein,  und  umgekehrt  gehört  offenbar  jede  in  dieser  Form 
ckrstellbare  Reihe  zu  einer  Wurzel  der  Gruppe  (R)  als  Exponenten. 
Sedeutet  also 

den  Rang  des  Gleichungssystems  (39),  d.  h.  den  Rang  des  Systems 

KM     C=o;!:..'°'J, 

so     besitzt  das  Gleichungssystem  (39)  genau  r  +  1  linear  unabhängige 
I/ösungssysteme 

9o(r^)y    9,(r^),     ...     //Jr^). 

Sines  dieser  Systeme  ist  wegen 
von    der  Form 

^o    c  eine  willkürliche  Constante  bedeutet,  dasselbe  liefert  die  zum  Ex- 
ponenten r^  gehörige  Reihe.    Den  r  +  1  linear  unabhängigen  Systemen 

9o(^^\  9i(rp,  •••  9M 
6n.tsj>Techend  liefern  die  Gleichungen  (39)  für  v  >  g^  'P  +  1  Werth- 
^steine  der  g^(r  ),  wir  erhalten  also  auf  diese  Weise  genau  r  +  1 
*^  Iteihenform  darstellbare  Integrale,  und  diese  sind  nothwendig  linear 
^^^Äbiängig,  da  ihre  g^  +  1  ersten  Coefficienten  linear  unabhängige 
^^^t^me  bilden.  Wenn  nicht  alle  Wurzeln  der  Gruppe  (R)  einfache 
^^^^^irzeln  der  Gleichung  (7)  sind,  so  muss 

^^^^■^  da  ja  das  allgemeinste  zu  einer  A-fachen  Wurzel  gehörige  Integral 
^^^•^  log  X  mindestens  zur  (A  —  1)*®"  Potenz  enthält.  In  diesem  Falle, 
^^^^  auch  überhaupt,  wenn  die  Ungleichung  (40)  besteht,  muss  es  also 
^ooli   Integrale  von  der  Form 


00 


»-=0 

8öl>^^  die  Anzahl  Tj  +  1  der  linear  unabhängigen  unter  denselben,  so- 
^^^     die  Exponenten,  zu  denen  sie  gehören,  findet  man  durch  Discussion 

^^      sich   aus   den  Gleichungen  (11)  (S.  160)  für  m=  1  ergebenden 

^^icihungssysteme,  denen  die  Coefficienten 

fl'oW      9i  ("  =  0,1.2,...) 

S^^tlgen  müssen.    Ist 
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was  jedenfalls  stattfinden  muss,  wenn  eine  der  Zahlen  X^,  A^,  •  •  •  X 
grösser  als  Zwei  ist,  so  giebt  es  auch  noch  Integrale  von  der  Form 


OD 


Die  Gleichungen,  denen  die  Coefficienten  derselben  zu  genügen  haben, 
folgen  aus  den  Gleichungen  (11)  für  w  =  2,  ihre  Discussion,  die  auf 
Grund  des  Satzes  über  lineare  Gleichungssysteme  (Nr.  52)  ohne  Schwie- 
rigkeit durchgeführt  werden  kann,  lehrt  uns  die  Anzahl  r^  -|-  1  der 
linear  unabhängigen  Integrale  dieser  Form  sowie  die  Exponenten 
kennen,  zu  denen  sie  gehören.     Ist  auch  noch 

r  +  1  +  T,  +  1  +  r,  +  1<  A„  +  A,  +  •  •  •  +  A^, 
SO  giebt  es  Integrale  von  der  Form 


OD 


^'^^(ffov  +  9iv  logx  +  g^^  log'a;  +  g^^  log'x)a;% 

und  auf  diese  Weise  hat  man  fortzufahren,  bis  noian  endlich  zu  Inte- 
gralen 

(41)      .  x'->^^(2g,^log'x)x* 

v=0     \i=0  / 

kommt,  für  welche,  wenn  r^  +  1  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen 
unter  ihnen  bezeichnet, 

T  +  1  +  r,  +  1  +  T,  +  1  +  •  •  •  +  r„.  +  1  =  A,  +  Aj  +  . . .  +  A^ 

ist.    Die  80  erhaltenen  ^^  +  ^i  H~  •  * '  +  ^    Integrale  sind  auch  sämmi- 
lieh   linear   unabhängig   von   einander,    da  ja   eine   lineare  Beziehung 
zwischen  Integralen,  die  den  loga;  zu  verschiedenen  Potenzen  enthalten, 
nicht   möglich   ist;   wir  finden  also  auf  diese  Weise  ein  System   von. 
genau  so  vielen  linear  unabhängigen  und  zu  den  Wurzeln  der  Gruppe 
(R)  als  Exponenten  gehörigen  Integralen,  als  die  Gruppe  (R)  Wurzeln 
der    determinirenden    Fundamentalgleichung    (7)    repräsentirt.      Diese 
Integrale   können   an  Stelle    der   oben   aufgestellten   v^^    als    die    zur 
Wurzelgruppe  (R),   d.  h.  zur  (^t^  +  A^  +  *  • '  +  ^  )-facnen  Wurzel  co^ 
der  Fundamentalgleichung  gehörige  Integralgruppe  angesehen  werden- 
Bemerken  wir  dann,  dass  nach  dem  in  der  Nr.  42  (S.  148)  aufgestellten. 
HüKssatze  die  Ausdrücke,    die  sich  durch  formale  Difl'erentiation   der" 
Integrale  (41)  nach  loga?  ergeben,  auch  wieder  Integrale  der  DifiPeren- 
tialgleichung  sind,  so  erkennen  wir,  dass 

r    +l<r      ,  +  1 
sein  muss,  und  die  gleiche  Ueberlegung  lehrt,  dass  allgemein 
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r^^t^^t  ist,     wenn     a  >  /J. 

Damit  ist  die  Eintheilung  der  zur  Wurzelgruppe  (R)  gehörigen  Inte- 
gralgruppe in  Untergruppen  vollzogen;  wir  erhalten  nämlich 

^  —  '^1,      ^l  —  ^i7       •••       ^m  +  1 

Untergnippen  von  je  einem,  zwei,  •  •  •  beziehimgsweise  (w  +  1)  Ele- 
menten. Eine  aus  l  Elementen  bestehende  Untergruppe  enthält  je  ein 
Integral,  in  welchem  der  Logarithmus  bis  zur  nullten,  ersten,  zweiten, 
...  Q  —  i)ten  Potenz  ansteigt,  und  wenn 

M,  =  ixrf'((p^(x)  +  <p^{x)  loga?  H h  9,_i(^)  log -'(.r)) 

das  die  höchste  Potenz  von  log  x  enthaltende  Integral  dieser  Unter- 
gruppe bedeutet,  wo  9^,  9^,  •  •  •  9>^_i  in  der  Umgebung  von  x  =  0 
reguläre  P^unctionen  sind,  so  können  wir 

'—1        c(logx) 

=  a;"^  (q>,(x)  +  2q>^(x)  logx  +  ...  +  (I-  l)q>^_^{x)  log'-'x)  , 

u„  = -^  =  (Z  —  1)(Z  —  2)  . . .  2  .  Ix'f^q)^    ,  (x) 

als  die  übrigen  dieser  Untergruppe  angehörigen  Integrale  nehmen. 
Lassen  wir  die  unabhängige  Variable  x  den  einfachen  Umlauf  U  um 
den  Punkt  x  =  0  vollziehen,  so  ist: 


/  /ü    0     1^      11    1     «^  1^       Ol  ' 

die  Constanten  Coefficienten  a^^  sind  auf  Grund  der  gefundenen  Form 
der  Integrale  leicht  explicite  angebbar.  Bildet  man  entsprechend  den 
verschiedenen  Wurzelgruppen  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 
diese  in  Untergruppen  gesonderten  Integralgnippen  und  bestinmit  die 
Coefficienten  der  Substitution,  die  das  so  entstehende  Fundamentalsystem 
beim  Umlaufe  U  erfährt,  so  erkennt  man,  dass  die  Zahlen 

^Xut   den  in  der  Theorie  der  Fundamentalgleichung  gefundenen  Zahlen 

0.ie    der  A  =  A^  +  A^  +  •  •  •  +  A  -fachen  Wurzel  o^  der  Fundamental- 
f^leichung  entsprechen,  identisch  sind.    Wir  finden  also  ein  zum  Punkte 

Sclilesingor,  Ditfercntialgleichungen.    L  13 
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X  =  0  gehöriges  canonisches  Fundamentalsystem,  dessen  einzelne 
Elemente  zu  den  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 
als  Exponenten  gehören  (wir  werden  dasselbe,  wenn  kein  Missverstand- 
niss  zu  befürchten  ist,  als  das  zu  dem  Punkte  x  =  0,  wo  sich  alle  In- 
tegrale bestimmt  verhalten,  gehörige  canonische  Fimdamentalsystem 
schlechtweg  bezeichnen).  Und  damit  ist  in  der  That,  wie  wir  be- 
hauptet hatten,  in  dem  Falle,  wo  sich  sämmtliche  Integrale 
der  Differentialgleichung  im  Punkte  a;  =  0  bestimmt  ver- 
halten, alles  das,  was  im  allgemeinen  Falle  mit  Hülfe  der 
Fundamentalgleichung  beziehungsweise  der  zum  Umlaufe  U 
gehörigen  Substitution  geleistet  werden  kann,  durch  die  aus 
den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  in  algebraischer 
Weise  zu  bildenden  Gleichungssysteme,  die  aus  den  Glei- 
chungen (11)  hervorgehen,  d.  h.  wie  wir  kurz  sagen  können, 
durch  die  für  die  Reihenentwickelungen  der  Integrale  in  der 
Umgebung  von  x  =  0  bestehenden  Recursionsformeln  und 
durch  die  determinirende  Fundamentalgleichung  geleistet. 


Viertes  Kapitel. 

5S.       Das  allgemeinste  zu  einer  Wurselgrappe  gehörige  Integral  ist 
losc^xrithmenfrei.    Scheinbare  und  ausserwesentliehe  singulare  Stellen. 

"Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  es  nun  noch,  den  Fall  zu  be- 
traoliten,  wo  das  allgemeinste  zu  einer  Wurzel  r^  der  Gruppe  (R)  als 
Ex:j>onenten  gehörige  Integral  von  Logarithmen  frei,  d.  h.  in  Reihen- 
foi-m  darstellbar  wird.  Hierzu  ist  oflfenbar  erforderlich,  dass  die 
W^xxi-zeln 

ro,  ^,  •  •  •  ^_i,  r^ 

eirxfSaohe  Wurzeln  der  Gleichung  (7)  seien,  und  wenn  dies  der  Fall  ist, 
l^irix-eichend,  dass  zu  jeder  dieser  Wurzeln  als  Exponenten  ein  in  Reihen- 
forxn  darstellbares  Integral  gehöre.  Da  jedes  solche  Integral  in  der 
Foi-nx 

»-=0 

entlxt^lten  sein  muss,  so  wird  also  in  diesem  Falle  das  Gleichungssystera 
(^^)  far  1/  =  1,  2,  •  •  •  (r^j  —  rj  oder,  was  dasselbe  ist,  das  System  (37) 
(N^x-.    53^  S.  185)  vom  Range 


r^-r^-oc 


^*^^^,     folglich  ist  dann  auch  das  System  (0)  von  diesem  Range.     Das 
^^^"^t^iium  der  Nr.  53  liefert  also  als  noth wendige  und  hinreichende  Be- 

^*^?!?vxngen   fQr   das  Eintreten  dieses  Falles    die  *  — ,1^--    Gleichungen, 
^^     0.xirch  das  Verschwinden  der  Determinanten 


(4a> 


h         (r) 

(a  =  l,2,.-.x) 


^  ^^^isteUt  werden.  In  dieser  Form  hat  zuerst  Herr  Heffter  diese 
'^itigungen  aufgestellt,  und  ihre  Identität  mit  den  von  Herrn  Fro- 
^^ius  gegebenen  Bedingungen 

13* 
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(a  =  l,a,        X), 
WO 

gesetzt  wurde,  nachgewiesen. 

Wenn  insbesondere  alle  fi  +  1  Wurzeln  der  Gruppe  (R)  einfache 

Wurzeln  von  (7),  und  die  ^^t_J  Bedingungen  (42)  für  a  =  1,  2,  •  •  •  f* 

erfüllt  sind,  so  sind  die  sammtlichen  Integrale,  die  der  Wurzeigrappe 
(R)  entsprechen,  von  Logarithmen  frei,  also  in  Reihenform  darstellbar, 

und  umgekehrt  sind  diese  ^7^       Bedingungen    hierfclr    auch    noth- 

wendig.  Dieselben  stimmen  dann  bis  auf  die  Bezeichnung  mit  den 
Bedingungen  überein,  die  Herr  Fuchs  für  das  Eintreten  dieses  Falles 
in  der  zweiten  seiner  grundlegenden  Arbeiten  au%estellt  hat. 

Ton  besonderem  Interesse  ist  noch  der  Fall,  wo  die  nunmtlichen 
n  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  (7)  eine  einzige 
Gruppe  bilden,  d  h.  sich  nur  um  ganze  Zahlen  von  einander  unter- 
scheiden, ohne  dass  aber  irgend  zwei  dieser  Wurzeln  einander  gleich 
wären.  Seien  diese  Wurzeln  der  Grosse  ihrer  realen  Theile  nach  ge- 
ordnet 

so  sind,  damit  die  sammtlichen  zu  denselben  als  Exponenten  gehörigen  ^^^ 
Integrale   von  Logarithmen   fr^i   seien,   die  — -  Bedingungen   er— -^ 

forderlich    und    hinreichend,    die    durch    die    Gleichungen    (42)    föir^^j 


a  =  1,  2,    •  •  n  —  1  dargestellt  werden.     Sind  diese  erfüllt,  so  hat 
zum   Punkte   x  =  0   gehörige   canonische    Fundamentabystem,   desse: 
Elemente  zu  den  W^urzeln  der   determinirenden  Fundamentalgleichui 
gehören,  die  Gestalt: 

wo  q)  (x)  in  der  Umgebung  von  a*  =  0  in  eine  gewöhnliche  rntrr  ^il 
reihe  entwickelbar  ist,  die  mit  der  (r     ,  —  r      ,)**^"  Potenz  von  x       ^ 
ginnt.     Die  Quotienten 


Ui  Ug  li^__i 


verhalten  sich  also  in  der  Umgebung  von  x=0  regulär;  man  n^:w2nt 
in    diesem    Falle    den    Punkt   .r  =  0    einen    scheinbar    singula:are/? 
Punkt  der  Ditferentialgleichung,  weil  es  bei  manchen  Untersuchung/? 
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weniger  auf  die  Integrale  selbst,  als  auf  die  Quotienten  derselben  an- 
kommt. Damit  der  Punkt  x  =  0  ein  scheinbar  singulärer  Punkt  sei, 
ist  also  erforderlich  und  hinreichend,  dass 

1)  die  n  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 
sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  das  giebt  (n  —  1)  Be- 
dingungen, 

2)  dass  die  ^^  ~         Bedingungen  erfüllt  sind,  die  das  Auftreten 

von  Logarithmen  verhindern; 
im    GFanzen  sind  also 

ti(n-l)    ,    ^         .         (n  +  2) (n  -  1) 

Bedingungen  vorhanden. 

Ist  insbesondere  noch  r^__j  eine  nicht  negative  ganze  Zahl,  so  ver- 
halten sich  die  n  Integrale  m^,  u^,  •  •  •  u^  selbst  und  folglich  alle  Inte- 
gral© der  Differentialgleichung  in  der  Umgebung  von  x  =  0  regulär;  in 
diesorn  Falle  sagt  man  mit  Herrn  Weierstrass,  der  Punkt  x  =  0  sei 
^in  ^usserwesentlich  singulärer  Punkt  der  Differentialgleichung, 
wenn  er  kein  regulärer  Punkt  derselben  ist.  Im  Gegensatze  hierzu  be- 
z^iclmet  man  einen  singulären  Punkt  der  Differentialgleichung,  der  für 
die  Ixitegrale  ein  wirklicher  Unstetigkeits-  oder  Verzweigungspunkt  ist, 
als    oinen  wesentlichen  singulären  Punkt. 

^6*      Exponenten,  zn  denen  die  Elemente  des  durch  das  Reducüons- 

verfahren  erlialtenen  Fundamentalsystems  gehören. 

TJm  die  FäUe,  wo  der  Punkt  a:  =  0  wesentlich  oder  ausserwesent- 

iclx    singulärer  oder  regulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  ist,  genau 

^^^      einander  scheiden  zu  können,  wollen  wir  auf  die  bereits  in  der 

46  (S.  162)  berührte,  aber  noch  nicht  erledigte  Frage,  nach   der 

^^i^hung  der  Exponenten,  zu  denen  die  Elemente  des  durch  das  Sub- 

^^''^^tionsverfahren  in  der  Nr.43(S.  150 ff.)  erlangten  P\indamentalsystems 

^.^^öx-en,   zu  den  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 

^^^»^hen. 

lEs  seien 


Nr. 
B 


f        Y        .  '  .    Y 


^  <ier  Grösse  ihrer  realen  Theile  na<5h  geordneten  Wurzeln  der  deter- 
^^^'^^ü^nden  Fundamentalgleichung  (7)  der  gegebenen  Differentialglei- 
J^^^g  (E).     Zu  der  ihrem  realen  Theile  nach  grössten  Wurzel  r^  als 

^Ponenten  gehört  dann  jedenfalls  ein  in  Keihenform  darstellbares 
^^gral 
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^  =  ^'''9'iW,  9i  (0)4=0; 

gjj  (x)  eine  in  der  Umgebung  von  x  =  0  reguläre  Function.    Setzen  wir 

y  =  Mj  1  zdx 

in  die  Differentialgleichung  (E)  ein,  so  genügt  s  der  linearen  homo- 
genen Differentialgleichung  (ti  —  1)**^  Ordnung 

deren  Coefficienten  sich  in  der  Umgebung  von  x  =  0  wie  rationale 
Fimctioneu  und  deren  sämmtliche  Integrale  sich  in  diesem  Punkte  be- 
stimmt verhalten.  Denken  wir  uns  ^  (^)  =  0  auf  die  Normalform 
gebracht,  also 

so  ist  (yergl.  Nr.  18,  S.  48) 


(2_,(x)  =  nx"|+P_.(:r), 

Qn     3(^)-»».^'ü;-  +  (»-1)^'„'^«     .(^)  +  Pn     ,(^)> 

Q^ix)     -  n^.x"-' -^~  +  {n  -  IX    .x""*^  P  . 

.i(^)+-- 

+  P^  (^)- 

Die  determinirende  Function  von  (?  =  0  lautet 
'Poi9)  =  ''^QMQ(Q-'^)  •    •  (P  -  X  +  1)  +  QoiO),  (?„_,  =  1, 

x=l 

und  wie  eine  leichte  Rechnung  ergiebt,  ist 

(<»  +  i)9'„((»)=/;((>  +  ^  +  i)- 

Folglich  sind 

T   —  r   —  1       r   —  T  —  1       •  •  •     T    —  r   —  1 

die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 

%  (q)  =  0 

der  Differentialgleichung  Q  =  0,  und  zwar  sind  sie  in  der  angegebenen 
Reihenfolge  schon  so  geordnet,  dass  der  reale  Theil  jeder  folgenden 
nicht  grösser  ist  als  der  reale  Theil  irgend  einer  vorhergehenden.  Es 
gehört  folglich  zum  Exponenten  r^  —  r^  —  1  ein  in  der  Umgebung 
von  X  =  0  in  Reihenform  darstellbares  Integral 

v^  =  x^-'-' <p,ix) ,        9.(0) +  0. 
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Setzen  wir  wieder 

dx 


=  vju, 


in  die  Differentialgleichung  ^  =  0  ein,  so  ergiebt  sich  für  u  eine  Dif- 
ferentialgleichung (m  —  2)*®'  Ordnung,  R  (u)  =  0,  die  aus  Q  =  0  ebenso 
hervorgeht,  wie  diese  aus  (E);  es  verhalten  sich  also  alle  Integrale  von 
iJ  =  0  im  Punkte  x  =  0  bestimmt,  und  die  Coefficienten  dieser  Diffe- 
rentialgleichung in  eben  diesem  Punkte  wie  rationale  Functionen.  Die 
determinirende  Function  von  JJ  =  0  hat  die  Form 

die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 

sind  also,  der  Grösse  ihrer  realen  Theile  nach  geordnet, 

r^-r,  — 1,    r^  — r,  — 1,       •.     r^  —  r^  —  h 

folglich   gehört   ein  in  der  Umgebung  von  x  =  0  von  Logarithmen 
freies  Integral  von  JJ  =  0  zum  Exponenten  r^  —  r^  —  1.     Sei  dieses 

dann    machen  wir  in  JJ  =  0  wieder  die  Substitution 

u  =  v^  I  tdx 


=  vj 


^n.ci      fahren  so  fort,  indem  wir  die  v    immer  als  die  zu  der  in  ihrem 


Theile  grössten  Wurzel  der  determinirenden  Fundamentalglei- 
^Iix.xixgen  der  successive  gebildeten  Differentialgleichungen  (n  —  x  + 1)*®' 
^^^^iti-ung  als  Exponenten  gehörigen  von  Logarithmen  freien  Integrale 
^^ÄixX^n.  Dann  gehört,  wie  man  leicht  übersieht,  v^  zum  Exponenten 
*"x r^_j  —  1  für  X  =  2,  3,  •  •  •  n,  und  wenn  wir  die  Integrale 

U^  =  U^  I  V^dx  I  V^dx  '  '  •    1  V^dX  (x  =  2,8,    .n) 

^^     Differentialgleichung  (E)  bilden,  so  gehört  u^  zufolge  der  Sätze  3 
'^^^      1  der  Nr.  40  (vergl.  Nr.  43,  S.  151)  zum  Exponenten  r^,  d.  h. 
*^      erhalten  durch  unser  Substitutionsverfahren  in  der  That 
^■^       Fundamentalsystem   w^,   u^,   •••   u^   der  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichung   (E),    dessen    Elemente    zu    den    w    Wurzeln 
^^     determinirenden  Fundamentalgleichung  gehören.    Die  De- 
*"^=0.inante 

—  I   (ix 
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C  eine  Constante,  gehört  folglich,  wie  in  der  Nr.  43  (S.  152)  gezeigt 
wurde,  zum  Exponenten 

n=0 

WO  also  jetzt  r^,  r^,  •  •  •  r^  die  Wurzeln  der  determinirenden  Funda- 
mentalgleichung bedeuten.  Dieses  Resultat  ergiebt  sich  auch  direct, 
wenn  wir  beachten,  dass  der  Coefficient  von  (j"—^  in  der  determinirenden 
Fundamentalgleichimg  (7)  den  Werth 

besitzt. 

57.    Exiterien  für  die  atlsserwesentliohen  Bingolären  Stellen. 
Die  Differenüalgleiohiing,   der  die  Ableitungen  der  Integrale  einer 

gegebenen  Differentialgleichnng  genügen. 

Es  sei  nun  a;  =  0  ein  Punkt,  in  dessen  Umgebung  sich  sammt- 
liche  Integrale  der  Diflferentialgleichung  (A)  regulär  verhalten,  dann 
verbalten  sich  dieselben  also  in  a;  =  0  bestimmt,  und  wenn  y^,  y^,  ••  •  y^ 
ein  Fundamentalsystem  bedeutet,  so  erkennt  man  aus  der  Form 

in  die  sich  (A)  setzen  lässt,  dass  die  Coefficienten  p^,  p^  ' ' '  P^  von  (A) 
in  der  Umgebung  von  x  =  0  den  Charakter  rationaler  Functionen  be- 
sitzen. Folglich  ist  X  =  0  für  diese  Differentialgleichung  entweder 
ausserwesentlich  singulärer  oder  regulärer  Punkt,  je  nachdem  nämlich 
die  J)i,  i>2,  ' '  '  P^  für  x  =  0  unendlich  werden  oder  nicht.  Da  aber 
(vergl.  S.  52) 

P     =  ( 1)      - (x=  1,  2,        w) 

ist,  und  zufolge  der  über  die  Integrale  von  (A)  gemachten  Voraus- 
setzung die  Functionen 

sich  in  der  Umgebung  von  x==0  regulär  verhalten,  so  können  einige 
der  p    nur  dann  unendlich  werden,  wenn  die  Determinante 

J^ivv  y^y  •  •  •  yJ 

für  x  =  0  verschwindet;  umgekehrt,  wenn  diese  Determinante  für 
x  =  Q  verschwindet,  so  ist  jedenfalls 

Pi  =  (-  1)    di 


f 
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flir  jc  =  0  unendlich,  d.  h.  wenn  x  =  0  ausserwesentlich  sin- 
^ulä Ter  Punkt  der  Differentialgleichung  ist,  so  verschwindet 
die    Determinante  jedes  Fundamentalsystems  für  x  =  0. 

Dies  macht  den  charakteristischen  Unterschied  zwischen  einem 
ausseTwesentlich  singulären  und  einem  regulären  Punkte  der  Diflferential- 
gleioliung  aus,  denn  in  einem  regulären  Punkte  kann  ja  bekanntlich 
die  Determinante  eines  Fundamentalsystems  niemals  verschwinden. 
Dieser  Unterschied  lässt  sich  aber  auf  Grund  des  vorhin  gefundenen 
Sai^^^s  über  den  Exponenten,  zu  dem  die  Determinante  eines  Fimda- 
mexx-fcAlsystems  gehört,  noch  etwas  anders  darstellen.  Unter  der  ge- 
ma^oliten  Voraussetzung  haben  die  Coefficienten  Pi,P2,  "  P^  ^^®  Form  (D), 
unci  die  determinirende  Fundamentalgleichung  hat  n  verschiedene,  ganz- 
zaliüge  nicht  negative  Wurzeln;  seien  diese  der  Grösse  nach  geordnet 

daruEx    ist  also 

r  >  0,     r  >«  —  X         (x=i,2, ••  »-1). 

■Dti      J)(if^^  y^f  '  '  '  y«)  zum  Exponenten 

a=l 

geti<>^^   go    ^wird   diese  Determinante  dann  imd   nur  dann  für  x  =  0 
^^^'"'^c^hwinden,  wenn 

^-■^     mlso  a?  =  0  ein  regulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  sein,  so  muss 

-  Umgekehrt  ist  dies  auch  stets  der  Fall,  wenn  a;  =  0  ein  regulärer 
"^  ..''^■•^^^It  der  Differentialgleichung  ist,  da  alsdann  für  die  Normalform  (E) 
"^^  EntWickelung  von 

n — X  ^    / 

Potenzen   von  x   mit   der   x*®^  oder  einer  noch  höheren  Potenz 
len  muss,  so  dass  also  die  determinirende  Fimdamentalgleichung, 
n  a?  =  0  ein  regulärer  Punkt  ist,  die  Form  hat 

p(p_l)...(p_n+l)  =  0. 

^         ^^0  dann  und  nur  dann,  wenn  unter  der  über  die  Integrale 
Differentialgleichung  (A)  gemachten  Voraussetzung  die 
rzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  mit  den 
4ilen  0,  1,  •  •  •  n  —  1  übereinstimmen,  ist  x  =  0  ein  regulärer 


se? 


L 


202  IV.  Singulare  Stellen  der  Bcjsthnmtheit.   Kapitel  4. 

Punkt  von  (A);  anderenfalls  ist  es  ein  ausserwesentlich  sin- 
giilärer  Punkt,  und  dann  ist  stets  für  die  Normalform  (E): 


a=l 

Daraus  dass,  wenn  x  =  0  ein  ausserwesentlicher  singularer  Punkt 
der  Diflerentialgleichung  ist,  in  demselben  die  Determinante  jedes  Funda- 
mentalsystems verschwinden  muss,  folgt,  dass  es  im  Allgemeinen  nicht 
möglich  ist  ein  Integral  y  der  Differentialgleichung  zu  finden,  welches 
mit  seinen  (n  —  1)  ersten  Ableitungen  im  Punkte  x  =  0  die  will- 
kürlich vorgeschriebenen  Werthe  6^,  ^g?  •  *  •  ft,_i  annimmt.  Denn 
bedeutet 

ein  Fundamentalsystem,  so  sind  in 

die  Gonstanten  r^,  •  •  •  c^  so  zu  bestimmen,  dass 


n 


K=^cj;;\o)      (x=o,i,...«). 

a=i 
Wenn  x  =  0  ein  regulärer  Punkt  ist,  so  lassen  sich  diese  n  Gleichungen 
für  willkürliche  h^,  6^,  •  •  •  6^_j  durch  ein  wohlbestimmtes  System  end- 
licher Werthe    der  c^,  •  •  •  c^  befriedigen,  da  in  diesem  Falle  die  De- 
terminante 

■  !^\o)  =  mtu.  !/.,•••  yjL=o    (rr;;^^.■  r '") 

einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat;  ist  dagegen  x  =  0  ausser- 
wesentlich singularer  Punkt,  so  ist  diese  Determinante  gleich  NulL 
Damit  also  die  angegebenen  Gleichungen  eine  Auflösung  zulassen,  d.  h. 
ilamit  die  fe^,  fe^,  •  •  6^  die  Werthe  eines  Integrals  und  seiner  (n  —  1) 
ersten  Ableitungen  im  ausserwesentlich  singidären  Punkte  x  =  0  dar- 
stellen können,  müssen  die  fe^^  ?>j,  •  •  •  b^  eine  lineare  homogene  Rela- 
tion erfÖDen. 

Wir  bemerken,  dass  wir  im  Folgenden  oft  auch  von  dem  zu  einem 
regulären  Punkte  x  =  0  gehörigen  canonischen  Fimdamentalsvsteme, 
welches  zu  den  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 
jrehört,  sprechen  werden.  Darunter  ist  dann  einfach  ein  System  von 
»  gewöhnlichen  Poteuzn*ihen  von  x  zu  verstehen,  die  der  Differential- 
gleichung genügi?n,  und  beziehungsweise  mit  der  0**^,  l**"",  •  •  (w  —  1)*"* 
Potenz  von  x  beginnen.  Die  Anfangsbedingungen  dieses  Fundamental- 
svstems  i/,,  w^,  •  •  w  ,  d.  h.  also  die  Werthe  der  f/  imd  ihre  (ti  —  1) 
ersten  Ableituiuren  für  x  =  0,  bilden  dann  das  Schema 


57.  Kriterien  für  ausserwesentlich  singulare  Stellen.  203 

/  Cj     0   •  •  •  0 
0     c^  '-  0 

•         •         •         ■         • 

0     0  '"  c 

c^j  r,,  •  •  •  c^  willkürliche  von  Null  verschiedene  Constanten. 

Die  Kriterien  dafür,  dass  j:  =  0  ausserwesentlich  singulärer  Punkt 
ist,  können  wir  nunmehr  wie  folgt  zusammenfassen:  es  muss 

1.  in  der  Normalform  (E)  P^(x)  =  1  und  P^_j(0)  eine  negative 
ganze  Zahl  sein, 

2.  die  Wurzeln  r.,  r^,  •••  r  der  determinirenden  Fundamental- 
gleichung  (7)  müssen  von  einander  verschiedene  nicht  negative  ganze 
Zahlen  sein, 

3.  es  müssen  die  —^ — -  Bedingungen 


\^-'-«(^«)-a-l-'-a,    •-.V+l-'-«  ^''""'    "^'*'' 


n) 


erfüllt  sein,  die  das  Auftreten  von  Logarithmen  in  den  Entwickelungen 
<ler  Integrale  verhindern. 

Diese   sub  3   angeführten  Bedingungen   lassen  sich  durch  andere 
ersetzen,   die  in  manchen  Fallen  brauchbarer  sind  als  jene.     Nehmen 
wir  an,  die  Bedingungen   1    und  2  seien  erfüllt,  dann  können  in  den 
Entwickelungen   des   zu   ic  =  0   gehörigen   canonischen   Fundamental- 
systems noch  Logarithmen  auftreten.     Bedeutet  r^  die  grösste  Wurzel 
der  determinirenden  Fundamentalgleichung,  so  gehören  die  Ableitungen 
spätestens   der  (r^  +  1)**"*  Ordnung  eines  mit  Logarithmen  behafteten 
-Elementes  dieses  canonischen  Fundamentalsystems  zu  negativen  Expo- 
nenten, während   die  sämmtlichen  Ableitungen  eines  von  Logarithmen 
freien  Elementes  stets  zu  positiven  Exponenten  gehören.     Bildet  man 
also  diejenige  Differentialgleichung,  der  die  s^^  Ableitungen  der  sämmt- 
lichen Integrale  der  Differentialgleichung  (E)  und  nur  diese  genügen, 
sio   verhalten  sich  alle  Integrale  dieser  Differentialgleichung  im  Punkte 
^^  ==  0  bestinmit,  dieselbe  hat  also  die  Gestalt 

CE.)  x"'/">  +  <?„._,(.f)x""-*^""-"  +  . .  •  +  Q^(s)z  =  0; 

Avählt  man  8  =  r^ -|-  1,  so  sind  Integrale  der  Differentialglei- 
chung  (E)    mit   Logarithmen    behaftet    oder   nicht,    d.  h.    der 
Punkt  x  =  0  ist  wesentliche  oder  ausserwesentliche  singulare 
Stelle  dieser  Differentialgleichung,  je  nachdem  die  determi- 
iiirende  Fundamentalgleichung  der  Differentialgleichung  (E,) 
negative  Wurzeln  enthält  oder  nicht. 

Es  ist  also  nur  noch  ein  Verfahren  anzugeben,  welches  lehrt,  wiq 
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man  diejenige  Differentialgleichung  finden  kann^  der  die  s**°  Ablei- 
tungen der  Integrale  einer  Differentialgleichung 

(A)  pj"^  +pJ''~'^+-+P^y  =  o, 

und  nur  diese  genügen. 

Differentürt   man  die  Gleichung  (A)  ^mal  nach  x  und  elindnirt 

aus  den  so  entstehenden  Gleichungen  und  (A)  die  Grössen 

/  («—1) 

so  erhalt  man  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  n*®'  Ord- 
nunir  für 

^  =  y'\ 

die  durch  die  s^  Ableitungen  der  Integrale  von  (A)  befriedigt  wird. 
Bedeutet  J/j,  J/g?  * "  y»  ®^^  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (A), 
so  genügen 

(43)  yr,  y«  •  •  •  yL" 

jener  Differentialgleichung  w*®'  Ordnung  für  ig?,  sind  diese  n  Ausdrücke 
linear  unabhängig,  so  bilden  sie  ein  Fundamentalsystem  der  genannten 
Differentialgleichung  und  in  diesem  Falle  wird  dieselbe  auch  nur  durch 
die  s^"^  Ableitungen  der  Integrale  von  (A)  befriedigt.  Dies  ist  aber 
nicht  immer  der  Fall,  denn  wenn  z.  B. 

f{x)  =  c^y^  +  c^y^-\ h  c^y^ 

eine  Lösung  von  (A)  darstellt,  die  eine  ganze  rationale  Function  von 
X  von  niedrigerem  als  dem  s^^  Grade  ist,  so  wäre 

«i^i"  +  ''^y^'  +  ■  •  •  +  cJ'J  =  0, 

d.  h.  es  bestünde  zwischen  den  Ausdrücken  (43)  eine  homogene  lineare 
Beziehimg  mit  constanten  Goefficienten. 

Um  die  Differentialgleichung  (E,),  der  die  s^^  Ableitungen  der 
Integrale  von  (A)  imd  nur  diese  genügen,  herzustellen,  verfährt  man  nun 
folgendermassen.  Es  sei  unter  den  Goefficienten  von  (A)  1?^_,  der 
letzte  der  nicht  identisch  verschwindet,  so  dass  also  alle  folgenden 
Goefficienten  (wenn  ^  >  0)  p^_^.^,  '  '  '  Pn  identisch  Null  sind.  Setzt 
man  dann 

/'  = «, 

so  genügt  ii  der  Differentialgleichung 

(44)  py-'^  +  py-'-'^  +  ■■■+  P„_,  u  =  0; 

sei  Uj,  Wg,  •  •  M^_^  ein  Fundamentalsystem  dieser  Differentialgleichung. 
Die  Ausdrücke 

U^dx  (o  =  l,  2,  ■••  n  —  X) 


ß 


f 
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die  durc^}  A-mal  wiederholte  Integration  aus  den  u^  hervorgehen,  ge- 
nügen der  Differentialgleichung  (A),  es  lassen  sich  folglich  die  u^ 
selbst  durch 

AX)     AX)  AX) 

Vi  y  y%y     "  Vn 
linear    homogen    mit    constanten    Coefficienten    darstellen,    d.  h.    der 
Differentialgleichung  (44)   genügen  die  k^^  Ableitungen  der 
Integrale  von  (A)  und  nur  diese. 

Dividirt  man  (44)  durch  jp^^.^^  differentiirt  und  setzt 

so  erhält  man  eine  Diflferentialgleichung 
C-^)  ä„t;<"-''>  +  q.v^"-'-''  +  •  •  •  +  q^_,v  =  0, 

ie  durch 

a  a 

«friedigt  wird.     Diese  n  —  A  Integrale  sind  aber  auch  linear  unab- 
ngig,  denn  aus  einer  Relation 

it  constanten  c^,  •  •  •  c^_x  würde  durch  Integration  folgen 

CiW,  +  •  •  •  +  c     .u     ,  =  C, 

11'  '        n  —  A     n — A  f 

"%v^o  C  eine  Constante  bedeutet,  die  von  Null  verschieden  sein  muss,  da 
^*i7  *  *  •  "^  —X  öi^  Fundamentalsystem  von  (44)  bilden.     Diese  letztere 

Crleichung  besässe  also  ein  nicht  verschwindendes  constantes  Integral, 

"was  wegen 

ausgeschlossen  ist;  der  Gleichung  (45)  genügen  somit  die  ersten  Ab- 
leitungen der  Integrale  von  (44),  d.  h.  die  (A  +  1)**°  Ableitimgen  der 
Integrale  von  (A)  und  nur  diese. 

Dividirt  man  also  die  gegebene  Differentialgleichung  (A) 
durch  den  Coefficienten  der  niedrigsten  in  ihr  wirklich  auf- 
tretenden Ableitung,  differentiirt  die  so  erhaltene  Gleichung, 
wendet  auf  diese  dasselbe  Verfahren  an,  und  setzt  dies  so 
lange  fort  bis  man  eine  Differentialgleichung  erhält,  in  der 
die  niedrigste  der  wirklich  in  ihr  vorkommenden  Ableitungen 
von  gleicher  oder  höherer  Ordnung  ist  wie  if*\  so  ist  diese 
Differentialgleichung  die  gesuchte  (E,). 


Fünftes  Kapitel. 

58.    Die  nicht  homogene  Differentialgleiohnng  in  der  Umgebung 

einer  Stelle  der  Bestimmtheit. 

Es  werde  nunmehr  noch  der  Fall  einer  nicht  homogenen  DifiFe- 
rentialgleichung 

(1)  .     P(y)=i'(^) 

betrachtet,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  reducirte  Differential- 
gleichung 

(E)  P(i/)  =  a;"P,(a;)/^  +  •  •  •  +  P,{x)y  =  0 

die  Normalform  besitzt,  imd  dass  sich  P  .  P  ,,  •  •  •  P,  in  der  Um- 
gebimg  der  Stelle  x  =  0  regulär  verhalten.  Wir  sagen  dann,  dass 
auch  die  nicht  homogene  Differentialgleichung  die  Normalform  habe, 
imd  bemerken,  dass  sich  eine  nicht  homogene  Differentialgleichung 

(I)  y"^  +  Pi(^)y^"-''  +  •  •  •  +  P,(aj)y  =p(x), 

in  der  p^{x),  •  •  •  p^(x)  in  der  Umgebimg  von  a;  =  0  den  Charakter 
rationaler  Functionen  haben,  stets  auf  diese  Form  bringen  lasst,  indem 
man  dieselbe  mit  einer  in  der  Umgebung  von  x  =  0  regulären  Func- 
tion und  mit  einer  geeigneten  Potenz  von  x  multiplicirt.  Damit  die 
sämmtlichen  Integrale  von  (E)  im  Punkte  x  =  0  bestimmt  seien,  ist 
nothwendig  imd  hinreichend,  dass 

-P,(0)  +  0. 

Dies  möge  der  Fall  sein,  wir  fragen  nach  der  Beschaffenheit  von  p(x), 
wenn  sich  auch  sämmtliche  Lösungen  von  (1)  im  Punkte  x  =  0  be- 
stimmt verhalten  sollen.  Die  Integrale  der  homogenen  Differential- 
gleichung (n  -f  1)**'  Ordnung 

sind,  wie  in  der  Nr.  26  (S.  80)  gezeigt  wurde,  entweder  Lösungen  von  (E) 
oder,  abgesehen  von  constanten  Factoren,  Lösungen  von  (1);  sollen 
also    die   sämmtlichen  Lösungen   von  (1)  und  (E)  im  Punkte  x  =  0 
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bestimmt  sein,  so  muss  das  Gleiche  von  den  Lösimgen  der  Differential- 
gleichung  (2)    gelten.     Diese    Differentialgleichung    lässt    sich    durch 

Miütiplication  mit 

1 

in  die  Form  setzen 
(3)  B(y)  =  '■^x''liS^)y"\ 

x=0 


o 


X 

; 


(x  =  l,2,-.n), 


ie  Integrale   von  (3)  werden  also  im  Punkte  a:  =  0  bestimmt  sein, 
enn    sich  R^{x),  R^_^{x),  •  •  •  Bq(x)   in  deV  Umgebung  von  x  =  0 

^gular    verhalten.    Für    x  =  n    ergiebt    sich   unter   dieser  Annahme 

^is  (4) 

dlogpjx)  ^  K  —  ^n^l—'^^n  —  ^^n 
dx  XF^  ^ 

Iso  haben  wir,  da  P^(0)  =f=  0  ist,  wenn  wir  nach  x  entwickeln, 

Vmd  folglich 

C5)  p{x)='3^-n{x),    «(0)4=0, 

^\vo  ft  eine  Constante,  n{cc)  eine  in  der  Umgebung  von  x  =  0  reguläre 
Function  bedeutet.    Hat  umgekehrt  J9(rr)  diese  Form,  so  sind  die  Coeffi- 
^ienten  JB^  der  Differentialgleichimg  (3)  in  der  Umgebung  von  x  =  0 
:i"egular.     Wir  haben  also  den  folgenden  Satz: 

Wenn  in  der  nicht  homogenen  Differentialgleichung  (I) 
die  Coefficienten  der  reducirten  Gleichung  und  die  loga- 
Tithmische  Ableitung  des  von  y  unabhängigen  Gliedes  in  der 
"Umgebung  von  rc  =  0  den  Charakter  rationaler  Functionen 
liaben,  und  es  sollen  sich  sowohl  die  Integrale  der  reducirten 
Differentialgleichung,  wie  auch  die  der  completten  im  Punkte 
x  =  0  bestimmt  verhalten,  so  muss  in  der  Normalform  P^ (0)4=0 
und  p{x)  von  der  Form  (5)  sein,  oder  wenn  der  Coefficient 
der  höchsten  Ableitung  gleich  Eins  gemacht  wird,  so  müssen 
i^(^)>  *  * '  i^n(^)  ^^®  Form  (D),  p{x)  die  Form  (5)  haben.  Diese 
Bedingungen  sind  zugleich  hinreichend. 
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Wir  machen  von  diesem  Qatze  gleich  eine  Anwendung  auf  die  nicht 
homogene  Differentialgleichung  (14),  Nr.4G  (S.  103),  der  die  Reihe  ^(x,  q) 
fQr  unbestimmtes  q  genügt,  wenn  die  Coefficienten  derselben  gemäss 
den  Gleichungen  (13)  (ebenda)  bestimmt  werden.     In  diesem  Falle  ist 

P{^)=f 0(9)90(9)^7    ' 

also  von  der  Form  (5),  d.  h.  die  Integrale  jener  nicht  homogenen 
Differentialgleichung  sind  im  Punkte  x  =  0  bestimmt.  Bilden  wir  die 
der  Gleichung  (3)  analoge  homogene  Gleichung  (n  +  1)**^'  Ordnung,  so  ist 

(x  =  l,2,     n), 

folglich  lautet  die  determinirende  Fundamentalgleichung  von  (3) 

'^\{0)6(.6  -  1)  •  •  •  (ff  -  X  +  1)  =  0, 

x=Ü 

oder  nach  leichter  Umformung 

(ff  -  p)^p,(o)ff(ff  - 1) . . .  (ff  -  X  + 1)  =  (ff  -  p)/;(ff)  =  0. 

x=0 

Die  zur  Differentialgleichung 

(E)  ^^)_9P(y)=0 

gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  besitzt  also 
neben  der  Wurzel  q  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  determi- 
nirenden  Fundamentalgleichung  von  (E)  zu  Wurzeln. 
Mit  Hülfe  dieser,  der  Gleichung  (E)  durch  die  Substitution 

zugeordneten  Gleichimg  (E)  hat  Herr  Fuchs  eine  nothwendige  und 
hinreichende  Bedingimg  dafär  entwickelt,  dass  die  zu  einer  Wurzel- 
gruppe der  Gleichung  /„(())  ==  0  gehörige  Integralgruppe  von  (E)  mit 
Logarithmen  behaftet  ist  oder  nicht. 

«59.    Die  Integrale  einer  homogenen  Differenüalgleiohnng  in  der 
tJmgebnng  des  onendlieh  fernen  Ponktes  nnd  eines  algebraischen 

Windnngspunktes. 

Nachdem  auf  diese  Weise  der  Fall,  wo  sich  die  Int^p-ale  der 
Differentialgleichung  (A)  im  Pimkte  x  =0  bestimmt  verhalten,  unter 
der  Voraussetzung  erledigt  ist,  dass  die  Coefficienten  von  (A)  in  der 
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Umgebung  von  x  =  0  den  Charakter  von  rationalen  Functionen  be- 
sitzen^ wollen  wir  die  analoge  Frage  für  einen  beliebigen  im  Endlichen 
gelegenen  Punkt  und  für  den  Punkt  x  =  <x)  behandeln,  in  dessen  Um- 
gebung die  Coefficienten  der  Dififerentialgleichung  den  Charakter  von 
algebraischen  Functionen  besitzen  mögen.    Bedeutet  x  =  a  einen  be- 
liebigen endlichen  Punkt,  so  lässt  sich  durch  die  einfache  Substitution 

X  —  a  =  x' 

die  Differentialgleichung  (A)  auf  eine  ebenfalls  homogene  lineare  Diffe- 
rentialgleichung n^^  Ordnimg  mit  der  unabhüngigen  Variabein  x'  zurück- 
ftiliren,  deren  Coefficienten  in  der  Umgebung  von  x' =  0  dieselbe 
Ueschaffenheit  zeigen,  wie  die  der  ursprüngliclren  in  der  Umgebung 
^von  X  =  a.  Wir  können  uns  demgemäss  nach  wie  vor  auf  die  Unter- 
siichung  des  Nullpunktes  beschränken,  nur  wollen  wir  jetzt  nicht  wie 
l>isher  annehmen,  dass  die  Coefficienten  P^,  p^,  -  -  J}^  in  der  Umgebung 
^'on  X  =  0  als  Quotienten  gewöhnlicher  nach  Potenzen  von  x  fortschrei- 
tender Reihen  darstellbar  sind,  sondern  allgemeiner  voraussetzen,  diese 

CUoefficienten  seien  Quotienten  von  convergenten  Reihen,  die  nach  positiven 

1 

l^^nzen  Potenzen  von  x^  fortschreiten.     Bedeutet  dann  A  eine  positive 

nze   Zahl,   so   verhalten   sich  p^,  p^,  '  '  '  Pn   ^^   ^^^  Umgebung  von 

r  =  0  wie  algebraische  Functionen,  für  die  x  =  0  ein  A-facher  Win- 

ungspunkt   ist,   wenn   dagegen   A   eine   negative   ganze   Zahl   ist,   so 

2s«igen  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  das  analoge  Verhalten 

:ff"^r  X*  =  oo;  der  Fall  X  =  —  1   wird  insbesondere  der  Annahme  ent- 

^rechen,  dass  p^j  p^j  -  -  -  p^  in   der  Umgebung  des  unendlich  fernen 

^unktes  den  Charakter  von  rationalen  Functionen  besitzen. 

Es  sei  also  die  Differentialgleichung  gegeben 

der  in  der  Normalform 


0  wir  jetzt,  um  die  unabhängige  Veränderliche  hervortreten  zu  lassen, 
en  Zeichen  5ß(y),  P(j/)  für  die  Differentialausdrücke  das  x  als  Index 
fti^^gehängt  haben.     Setzen  wir 

x  =  l 

"^n  (A)  beziehungsweise  (E)  ein,  so  verwandeln  sich,  wenn  man  die 
-Ableitungen  nach  x  durch  solche  nach  |  ausdrückt,  die  linken  Seiten 
>ron  (A)  und  (E)  in 

Schloiinger,  Differentialgleichungen.   I.  14 
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^.(j/)=3(|)D,(y)=  Jj  +  g^  ^y.  +  . . .  +  qj, 


dx' 


dar 


m  — 1 


PM  =    öi(y)  =  re„(i)  g+r-'<?,_,(i)f^  +  •••  +  Qoii)y: 


wo 


•n  —  nl 


gesetzt  wurde,  so  dass  wir  also  für  y  als  Function  von  |  die  ebenfalL 
homogenen  linearen  Differentialgleichungen  n*®'  Ordnung 

(A-)  0^(y)  =  0, 

(E')  •  Q^iy)  =  0 

erhalten,  von  denen  die  letztere  auch  bereits  die  Normalform  hat.  Di( 
Beziehungen  zwischen  den  Coefficienten  dieser  Differentialgleichungei 
und  denen  der  ursprünglichen  (A)  imd  (E),  ergeben  sich  am  über 
sichtlichsten,  wenn  wir  die  charakteristischen  Functionen  bilden 
Es  ist 

die  charakteristische  Function  von  (A)  und  (E),  also 

(1)       Q^m  =  r^.(i)o.(i^  =  p^y)  =  iv(i',  {) 

die    charakteristische   Function   von   (A')   und   (E').     Da   nun   (verg 
Nr.  44,  S.  156,  Gl.  (3)) 

P.(^  =  ^^PX^)9i9  -  1)  •  •  •  (p  -  X  +  1), 


x=0 
n 


ÖfCr)  =  l'^QM  9(9  -  1)  ■  •  •  (9  -  X  +  1) 


x=0 


gefunden  wird,  so  erhalten  wir  die  für  jedes  q  gültigen  Identitätei 

i'j"x(-)-i-(f-i)--(;-''+i) 


(2) 


X=:0 


=2'<?«(l)9(9  - 1)  •  •  •  (e  -  X  +  1), 


x=0 


(3) 


x=0 


=2^.-.m 


X    Q 


1)  •  •  •  (9  -  X  +  i; 


x=o 


wo 
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zu  nehmen  ist. 

Es  bedeute  nun  E  einen  sich  um  x  =  Oy  wenn  A  >  0,  um  rr  =  cx), 

Trenn  A  <  0  ist,  ]  A  -fach  windenden  Bereich  der  a:-Ebene,  der  durch  einen 

lim  d;  =  0  als  Mittelpunkt  beschriebenen,   |A|-fach  gewundenen  Kreis 

begrenzt  wird,  und  mögen  sich  die  Coefficienten  i^^,  i>27  •  •  *  P,^  innerhalb 

eindeutig  und  in  der  Umgebung  jeder  von  x  =  0  beziehungsweise 

.AT  =  oo  verschiedenen  Stelle  von  E  regulär  verhalten;   dann   wird  E 

durch  die  Beziehung 

a  iif  das  Innere  einer  um  |  =  0  als  Mittelpunkt  beschriebenen  schlichten 
reisfläche  S  der  |- Ebene  abgebildet,  und  die  Coefficienten  p^jP^j"  p^ 
ind  als  Functionen  von  |  innerhalb  (S  eindeutig  und  verhalten  sich 
ri  der  Umgebung  jeder  von  |  =  0  verschiedenen  Stelle  von  (S  regulär, 
ie   Identität  (3)   lehrt,   dass   sich    in    diesem  Falle   auch   die  Coeffi- 
-ienten  g^,  g^,  •  •  •  q^  innerhalb  @  eindeutig  und  an  jeder  von  |  =  0 
■verschiedenen  Stelle  von  @  regulär  verhalten.     Sollen  die  Integrale  der 
ifferentialgleichung  (A)  im  Punkte  a;  =  0,  wenn  A  >  0,  im  Punkte 
=  oo,  wenn  A  <  0  ist,  bestimmt  sein,  so  muss  fQr  dieselben,  also  auch 
die  Integrale  von  (A'),  der  Punkt  |  =  0  ein  Punkt  der  Bestimmtheit 
^in.    Hierfür  ist  aber  nach  den  Resultaten  der  Nunmiem  43,  50  noth- 
endig  und  hinreichend,  dass  in  der  Normalform  (E')  die  Coefficienten 
.1  j  Qn^if  * "  öü  i^  ^®^  Umgebung  von  |  =  0  regulär  sind  und  Q  =1 
d.  h.  aber  zufolge  der  Identität  (2)  nichts  anderes,  als  es 
üssen  in  der  Normalform  (E)  der  gegebenen  Differential- 
leichung    die    Coefficienten    -P„_i,  -^„_2>  * '  '  ^o    ^^^^   posi- 

dven  iranzen  Potenzen  von  x^  entwickelbar  und  P    eine  von 
unabhängige  Grösse  sein. 

Die  zu  I  =  0  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  von 
-A')  und  (E')  lautet 

^^x(0)p(p-i)--((>-«  +  i)  =  o, 

der 

o)       i'^«;(j-i)-(r-''+i)=o, 

1 
"^^0  P^  das  Anfangsglied  der  nach  Potenzen  von  x^    fortschreitenden 
-Blntwickelung  von  I^^(pc)  bedeutet,  also  insbesondere 

P  =  P  (x)  =  const. 

14* 
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ist.     Für  A  >  0  ist 

für  A  <  0  haben  wir  dagegen 

P    =P  (cK,). 

Aus  der  Form  der  Elemente  des  zii  |  =  0  gehörigen  canonischen 
Fundamentalsystems  der  Differentialgleichung  (A')  ergiebt  sich  un- 
mittelbar die  Entwickelung  der  zu  x  =  0  beziehungsweise  x  =  <x>  ge- 
hörigen canonischen  Integrale  der  Differentialgleichung  in  der  Umgebung 
des  betreffenden  Punktes.  Wir  nennen  die  Gleichung  (4)  die  zum  Punkte 
a*  =  0,  beziehungsweise  x  =  <x>  gehörige  determinirende  Fundamental- 
gleichung der  Differentialgleichung  (A)  und  übertragen  auch  aUe  im  Sinne 
der  vorigen  Kapitel  für  die  Differentialgleichung  (A')  geltenden  Be- 
zeichnungen unmittelbar  auf  (A).  So  wird  also  z.  B.,  wenn  X  =  —  1, 
d.  h.  der  Punkt  a;  =  oo  so  beschaffen  ist,  dass  sich  die  Coefficienten 
von  (A)  in  seiner  Umgebung  wie  rationale  Functionen  verhalten,  und 
die  Integrale  von  (A)  daselbst  bestimmt  sind, 

p  (X)  =      --—  (*  =  1,  2.  •  •  •  I.) 

ar 

sein,  d.  h.  p  {x)  muss  in  diesem  Falle  für  x  =  oo  von  der  x*®" 
Ordnung  verschwinden.  Wir  ersehen  hieraus,  dass  der  Punkt  a:  =  oo 
für  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  eine  wesentlich  andere 
Rolle  spielt,  wie  irgend  ein  im  Endlichen  gelegener  Punkt,  er  ist 
nämlich  im  Allgemeinen  singulärer  Punkt  der  Integrale,  auch  wenn 
sich  die  Coefficienten  p^^  p^y  ' ' '  Pn  ^^^  Differentialgleichung  in  seiner 
Umgebung  regulär  verhalten,  d.  h.  nach  fallenden  Potenzen  von  a:,^so 

nach  ganzen  positiven  Potenzen  von    ^  entwickelbar  sind. 


()0.    Windnngspunkt  der  Coefflleienten,  wo  dieselben  nicht  nnendlioh 

werden. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  noch  der  Fall,  wo  für  ein  positives 
X    die   Coefficienten  p^y  l^^y  ' ' '  Pn   ^^^  Differentialgleichung  (A)   nach 

positiven  ganzen  Potenzen  von  x^  entwickelbar  sind,  wo  also  der 
Punkt  X  =  0  für  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  zwar  ein 
algebraischer  Windungspunkt,  aber  keine  Unendlichkeitsstelle  ist.  Sei  also 

ec 
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und  demnach  in  der  Normalform  (E) 

(5)        P=l,     P^(a;)  =  |^<"-"J;'c„_,,J  («=o,, ..«-.). 

1=0 

dann  ist  aus  den  Identitäten  (2),  (3)  unmittelbar  ersichtlich,  duss 
5  =  0  im  Allgemeinen  ein  singulärer  Punkt  der  Diiferentialgleichungen 
(A'),  (E')  sein  wird.    Die  deteiminirende  Fimdamentalgleichung  lautet,  da 

P^(0)  =0  (x  =  0, 1,  2, ...  (»-!)) 

ist,  einfach 

j.(;_i)...(._.,  +  ,)_o, 

ihre  sämmtlichen  Wurzeln 

0,  A,  2A,  • .  •  («  —  1)1 

bilden  also  eine  einzige  Gruppe.  Zufolge  unserer  allgemeinen  Theorie 
Kiebt  es  jedenfalls  ein  zum  Exponenten  («  —  l)k  gehöriges  Integral 
Von  der  Form 


X 


1=0 

ciie  zu  den  anderen  Wurzeln  gehörigen  canonischen  Integrale  könnten 
it.ber  noch  Logarithmen  enthalten.  Wir  wollen  zeigen,  dass  dies 
x:iicht  der  Fall,  d.  h.  dass  der  Punkt  S  =  0  ausserwesentlich 
s=iingulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  (A')  bez.  (E')  ist. 
Zu  dem  Ende  entwickeln  wir  die  vom  Factor  5''  befreite  charakte- 
x-istische  Function  (E')  nach  Potenzen  von  |: 


dann  ist  zufolge  der  Gleichungen  (5) 

/.(!)- j(;-i)-(r-«+i).  t^^D-^'-fUD-o. 

iemer  enthalten  die  Coefficienten 
<ien  Factor 

-t^ie  Recursionsformel  für  die  Coefficienten  einer  Reihe 


i'=0 
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die  der  Differentialgleichung  (E')  genügen  soll,  lautet  zufolge  der  all- 
gemeinen Theorie 

«,o(^K(^)  +  <'rl(fi)UiiQ)  H h  (UX9)ifM)  =  Ö  (1=0,1,2.    - .), 

wo 

zu  nehmen  ist.  Denken  wir  uns  fiir  q  gleich  die  kleinste  Wurzel  der 
determinirenden  Fundamentalgleichung  gesetzt,  also  (>  =  0,  und  schreiben 
die  Werthe  der  u  ((>),  /;  (q)  für  diesen  Werth  von  q,  indem  wir  das 
Argument  q  weglassen,  so  erkennen  wir  zunächst,  dass  in  der  für 
die  Reihe 

gültigen  llecursionsförmel 

«.»  =  /o ( I)  =  0     ist,  für     V  =  0,  A,  •  • .  (»t  -  1)A, 

dass  dagegen 

a     +0, 

wenn  i/<wA  aber  kein  Multiplum  von  A  und  wenn  v>  nl  ist.  Es 
werden  sich  also  jedenfalls  die 

ff^y         v>nk 
durch  die  g^,  //^  •  •  •  //„^_,,  die  den  Gleichungen 

gemäss  zu  bestimmen  sind,  eindeutig  darstellen  lassen,  wir  haben  folglich 

nur  dieses  Gleichungssjst^m  genauer  zu  untersuchen.     Hier  bemerken 

wir,  dass 

u     .=/•       .(x)  =  0 

ist,  für 

X  =  0,   1,    •  •  •    M  —   1, 

V  =  xA,  xA  +  1,  •  •  •  nk  —  1; 
die  Coefficienten 

kommen  demnach  in  dem  Gleichungssysteme  überhaupt  nicht  vor,  sie 
bleiben  also  willkürlich.     Da  femer 

ri     4=0 

ist,  wenn  v  mit  keiner  der  Zahlen  0,  A,  •  •  •  (n  —  1)X  übereinstimmt,  so 
liefern  die  Gleichungen  (G)  für  alle 
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deren  Index  v  kein  Vielfaches  von  k  ist,  den  Werth  Null,  die  Reihe 
S/C^,  0)  hat  also  die  Form 


X 


Kl,  0)  =  */„  +  <7j^  +  •  •  .  +  9,„_,J'-'''  +2'^,r ; 

dies  n  ersten  Coefficienten  g^,  (f^^  •  •  •  ^/,,_i)2  bleiben  willkürlich,  die 
foljjr-^nden  bestimmen  sich  eindeutig  als  lineare  homogene  Ausdrücke 
di^^cr  willkürlichen  <7o?  ^i>  '  * '  ^(«-i);i-  Wählen  wir  nun  für  diese 
lefcas^ren  die  n  Werthsysteme 

^0  =  0,  ^,  =  1,    •••   i/(„_i),  =  0, 

.^0  =  0,  ^,  =  0,    •••    (7(^_,j,=  l, 

^•^       Erhalten  wir  n  linear  unabhängige  nach  positiven  ganzen  Potenzen 
5  fortschreitende  Reihen,  die  beziehungsweise  zu  den  Exponenten 

0,  A,  2A,  ...  (w  —  1)1 

Sren  und  die  also  das  zu  5  =  0  gehörige  canonische  Fundamental- 

*^y ^t^m   der   DiflFerentialgleichung  (E')    darstellen.     Die   Reihe   //(l,  0) 

'^^^'fc      den  willkürlichen  g^,  g^,  •  •  .  (/,^_i^;^  liefert  das  allgemeine  Integral 

(E').     Es  ergiebt  sich  somit  das  folgende  Theorem,  welches  als 

sllgemeinerung  des  Fundamentalsatzes  der  Nr.  9  (S.  25)  angesehen 

^en  kann: 

Wenn  in  der  Differentialgleichung  (A)  die  Coefficienten 

-^'x  ^      _Pj,  •  • '  2^n  ^^^^  positiven  ganzen  Potenzen  von'j;^  ,    A  eine 

l^  ^^^  ^  itive  ganze  Zahl,  entwickelbar  sind,  so  ist  das  allgemeine 

1 

^gral  von  (A)  auch  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x^ 
wickelbar  und  diese  Entwickelung  hat  die  Form 


V9^ 


I 
e 


CK.  V 


ffo  +  ffi^  +  y^x^  H (-  .'A— i)i*"~'  +  y.oy, 


(n-iji"-         I   y,- 


vs=nX 


de-* 


JL- 


^0?  ^Xi  '  '  '  (hn—DX    willkürlich   zu    wählende    Constante   be- 
ten.    Es  lässt  sich  also  stets  ein  Integral  finden,  welches 
seinen    (w  —  1)    ersten    Ableitungen    nach   x    im   Punkte 
0  willkürlich  vorgeschriebene  Werthe  annimmt. 
Damit  wäre  denn  der  Fall,  wo  sich  die  Integrale  einer  DiflEerential- 
^_^i<hung  an  einer  beliebigen  Stelle  x^   die  für  die  CoefBcienten  ent- 
er eine  Eindeutigkeitsstelle  oder  ein  Windungspunkt  ist,  bestimmt 
Xialten,  erledigt.    Wir  haben  gefimden,  dass  die  Coefficienten  an  einer 
^hen  Stelle  stets  den  Charakter  von  algebraischen  Functionen  haben 


V- 
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müssen,  iind  wir  haben  auch  die  nothwendige  und  hinreichende  Form 
der  Entwickelung  dieser  Coefficienten  in  der  Umgebung  dieser  Stelle 
angegeben.  Das  canonische  Fundamentalsystem,  welches  zu  einer  solchen 
Stelle  gehört,  kann  stets  durch  rein  algebraische  Processe  hergestellt 
und  sein  Verhalten  bei  einem  Umlaufe  der  unabhängigen  Variabein  um 
diese  Stelle  aus  seinen  Entwickelungen  unmittelbar  entnommen  werden. 
Wir  bemerken  aber  gleich  hier,  dass  damit  die  Frage,  wie  sich  ein 
beliebiges,  etwa  durch  seine  Anfangswerthe  bei  einer  regulären  Stelle 
definirtes  Fundamentalsystem  verändert,  wenn  x  einen  Umlauf  um 
einen  singiüären  Punkt  x  =  a  vollzieht,  auch  in  dem  Falle,  wo  die 
Coefficienten  in  x  =  a  den  Charakter  algebraischer  Functionen  haben 
und  alle  Integrale  in  diesem  Punkte  bestimmt  sind,  nicht  berührt  ist; 
denn  um  diese  Frage  zu  beantworten  müsste  man  im  Stande  sein,  die 
Coefficienten  der  linearen  Beziehungen,  die  das  gegebene  Fundamental- 
system mit  dem  zu  x  =  a  gehörigen  canonischen  Fundamentalsysteme 
verknüpfen,  anzugeben.  Diese  Aufgabe  soU  in  einem  der  folgenden  Ab- 
schnitte gelöst  werden;  ist  dieselbe  aber  gelöst,  so  sind  wir  nach  den 
vorhergegangenen  Erörterungen  auch  wirklich  im  Stande  die  Substi- 
tution anzugeben,  die  jenes  Fundamentalsystem  bei  einem  Umlaufe  um 
X  =  a  erfährt,  wenn  sich  die  Integrale  der  DiflFerentialgleichung  in 
diesem  Punkte  bestimmt  verhalten,  und  zwar  bedarf  es  hierzu,  wie  wir 
wiederholt  betonen,  nur  rein  algebraischer  Operationen  mit  den  in  den 
Coefficienten  der  Differentialgleichung  auftretenden  Parametern. 


Fünfter  Abschnitt. 
Differentialgleichungen  der  Fachs'scben  Classe. 

Erstes  Kapitel. 

61.   Differentialgleiohungen  mit  algebraischen  Coeffloienten. 

Wir  haben  in  unseren  bisherigen  Betrachtungen  nur  über  die  Be- 
s(^li«,flenheit  der  Coefficienten  p^y  p^j  ' ' '  Pn  ^^  ^^^  Umgebung  einer  ge- 
^is«en  Stelle  besondere  Voraussetzungen  gemacht  und  demgemäss  auch 
nui-  Jas  Verhalten  der  Integrale  in  dieser  Umgebung  untersucht.  Wenn 
^^  sich  um  das  Studium  der  Integrale  für  alle  Werthe  der  complexen 
^  **-i"iabeln  x  handeln  soll,  so  muss  das  Verhalten  der  Coefficienten 
i\^    -^-^2»  '  *  '  Pn^^  ^®^  ganzen  Ebene  als  bekannt  vorausgesetzt  werden. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  und  einer  eingehenderen  Erforschung 
"^^l^ter  allein  zugänglich  ist  der  Fall,  wo  die  Coefficienten  p^y  V^j"  P„ 
dex-  Differentialgleichung  (A)  entweder  in  der  ganzen  Ebene  oder  auf 
^^^^>x-  über  der  a;-Ebene  ausgebreiteten  Riemann'schen  Fläche  T,  die 
^^^     Einern  algebraischen  Gebilde 

(>-)  •      F(XyS)  =  0 

m 

^^*^<>rt,   eindeutig   sind  und  sich  in  der  Umgebung  jeder  Stelle,   mit 

^^is^xiahme  einer  endlichen   Anzahl  solcher,   regulär  verhalten.     Setzen 

^^     <lann  überdies  voraus,  dass  die  sämmtlichen  Integrale  der  gegebenen 

^Differentialgleichung  (A)  an  jeder  Stelle  der  Riemann'schen  Fläche  T 

^^"timmt  sind,  so  folgt  hieraus,  dass  die  Coefficienten  p^^  p^y  '  ' '  Pn 

^^^Ix   in   denjenigen  Punkten  :c,   wo  sie  sich  nicht  regulär  verhalten, 

^^      Charakter  von  algebraischen  Functionen  besitzen  müssen,  dass  sie 

Sio    selbst  algebraische  Functionen  von  x  sind.  Da  dieselben  femer 

5^^  mutige  Functionen  des  Ortes  in  der  Fläche  T  sein  sollten,  so  schliessen 

_*^^>     dass  die  p^y  p^y  -    •  p^  als  rationale  Functionen  der  beiden  durch 

^       Crleichung  (1)  verknüpften  Variabein  x,  s  darstellbar  sein  müssen: 

*^     deuten  dies  an,  indem  wir  sie  in  der  Form 

ü    (a;,  S)  (x=l,2,  •      n) 
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schreiben,  wo  also  p^  den  Algorithmus  einer  rationalen  Function  be- 
zeichnet. Wir  wollen  nun  zuvörderst  zeigen,  dass  sich  die  Untersuchung* 
einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  n*®'  Ordnung  (A),  deren. 
Coefficienten  rationale  Functionen  von  s  und  x  sind,  stets  auf  die  einer 
ebenfalls  homogenen  und  linearen  Differentialgleichung  mit  in  x  allein 
rationalen  Coefficienten  zurückführen  lässt. 

In  der  That  sei  die  Gleichung  (1)  eine  irreductible  algebraische 
Gleichung  w*®°  Grades  für  s,  und  mögen  einem  willkürlichen  Werthe 
von  X  die  m  Werthe 

entsprechen.    Dann  lassen  sich,  nach  dem  Puiseux'schen  Fundamental- 
satze der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  einer  Variabein,  in  der 
a:-Ebene  m  —  1  geschlossene  Wege  C^,  •  •  •  C^^  so  angeben,  dass,  wenn 
X  den  Weg  C^  durchläuft,  der  Zweig  s^  in  s^  übergeht. 
Bedeute  nun 

Viv  Vi^y  '  ' '  ^1« 
ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung 

(A,)  «/""  + 1).  (X,  s^) «/'"-«  +  ...+p^(x,s;)y  =  0, 

und  mögen  die  Elemente  dieses  Fundamentalsystems,  w^n  x  den  Weg 
C   beschreibt,  in 

y^cV   y^ciy       "    y^n  («  =  2,8...  m) 

übergehen,  dann  bilden  diese  n  Functionen  ein  Fundamentakystem  der  - 
Differentialgleichung 

(AJ  !/<">  +i,,(x,  sjy<"-"  +  . . .  +  j,„(:c,  sjy  =  0. 

Bildet  man  aus  den  m  •  n  Functionen 

(2)  y^.  (x=1.2,-m;  1  =  1,2,..  !•) 

und  der  unbestimmten  Function  y  den  Determinantenquotienten 

^(yii»  ■  •  •  viny  •  •  '>  ymi»  •  •  •  ymj~        ^^^' 

so  stellt  derselbe  einen  Differentialausdruck  m  •  n**'  Ordnung  in  y  da 
und  die  Functionen  y^.  bilden,  wie  leicht  einzusehen  ist,  ein  Syste 
linear  unabhängiger  Lösungen  der  Differentialgleichung 

(3)  n(y)  =  0. 

Zufolge  des  Appeirschen  Satzes  (Nr.  15,  S.  40)  sind  die  Coeffi 
cienten  von  i7(y)  rational  zusammengesetzt  aus  den  Coefficienten  de^ 
Differentialgleichungen  (Aj),  •  •  •  (A^")  und  deren  Ableitungen,  sie  sin^ 
folglich  rational  in  x  imd  den  s^,  5^,    •  •  s^^^.    Da  aber  bei  irgend  eineii:i 
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Umlaufe  von  Xj  der  die  algebraische  Function  s  zu  ihrem  Ausgangs- 
^erthe  zurückführt,  die  Functionen 

in  lineare  Functionen  ihrer  selbst,  bei  einem  Umlaufe  von  x  dagegen, 
der  den  Zweig  s  in  s.  verwandelt,  in  eine  lineare  homogene  Func- 
tion der 

öbergehen,  so  sind  die]  Coefficienten  von  n(y)  überdies  symmetrische 
Functionen  der  5,,  s^,  •  •  •  5  ,  also  rationale  Functionen  von  x  selbst. 
DiG  Diflferentialgleichung  vi  •  n^'  Ordnung  (2).  mit  in  x  rationalen  Coef- 
ficienten kaim  also  an  Stelle  der  Differentialgleichung  (A)  der  Unter- 
sueliiing  zu  Grunde  gelegt  werden;  wir  wollen  darum  von  vorneherein 
aanelimen,  es  sei  eine  Diflferentialgleichung  (A)  vorgelegt,  deren  Coef- 
ficienten p^y  p^y  •  •  '  p^  rationale  Functionen  von  x  sind. 

<)2.      Differentialgleiohiingen,  deren  Integrale   überall  bestimmt  sind. 

Die  Fuohs'sohe  Classe. 

^Venn  wir  voraussetzen,  dass  die  Coefficienten  von  (A)  in  der 
^iisfien  ;r- Ebene  eindeutig  und  nur  in  der  Umgebung  einer  endlichen 
Anza.lil  von  Stellen  a^,  a^,  •  •  •  a^  nicht  regulär  sind,  dass  sich  femer 
"^®  Integrale  dieser  Diflferentialgleichung  für  alle  Werthe  von  x  be- 
^'^^ttitnl  verhalten,  so  sind  die  Coefficienten  von  (A)  rationale  Functionen 
^  on  ;r,  denn  sie  haben  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  den  Charakter 
"^ou  rationalen  Functionen.  Die  Stellen  a^,  a^,,  '  '  '  ^a  ^^^^  d^nu  Un- 
^^^üchkeitsstellen  der  Coefficienten,  wo  dieselben  von  endlicher  ganz- 
^'^iiliger  Ordnung  unendlich  werden,  diese  Stellen  und  der  Punkt  x  =  cx> 
**^Hclien  die  einzigen  singulären  Stellen  der  Difllerentialgleichung  aus. 

Betrachten  wir  die  im  Endlichen  gelegene  singidäre  Stelle  x  =  a. , 
**^    ixiuss,  da  die  Integrale  von  (A)  an  dieser  Stelle  bestimmt  sein  sollen, 

$        (x  a.) 

'  "^*^,    wo    ^^_j^{x    a.)    eine    in    der  Umgebung   von   x  =  a.   reg^iläre 
^*^etion  bedeutet.     Setzen  wir  also 

^'*)  {x  —  a^{x  —  ttg)  .  •  •  {x  —  a)  =  tl^(x), 

^^    xnüssen  sich  die  Producte 

il;\x)  -pjx)  =  ^„_.^(x)  (x  =  i,'j,.  ») 

^    der  Umgebung  jeder  endlichen  Stelle  x  regulär  verhalten.    Da  aber 
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die  Integrale  auch  für  a;  =  cx)  bestimmt  sein  sollen^  so  müssen  die 
Producte 

x'pJ^X)  (x  =  l,2,-..n) 

für  hinreichend  grosse  Werthe  von  x  nach  positiven  ganzen  Potenzen 
von     -  entwickelbar  und  also  die  Ausdrücke 

X 

für  X  =  oo  endlich  sein.  Die  ^^_^{x)  sind  ganze  rationale  Functionen 
von  Xj  denn  sie  sind  in  der  Umgebung  jedes  endlichen  a;-Werthes  re- 
gulär, und  die  1>^(^)  waren  rationale  Functionen,  folglich  ist 

eine  ganze  rationale  Function  vom  höchstens  x{p  —  1)**^"  Grade  von  :r; 
eine  Differentialgleichung  (A),  deren  Coefficienten  rational  und  deren  In- 
tegrale allenthalben  bestimmt  sind,  hat  also  die  Form 


^'(n— i)(g— 1)(^')  dy    .    ;^»^c7— 1) 


wenn  -F„(.^)  eine  ganze  rationale   Function  vom  höchstens  a**°  Grade 
in  Xy  ^{x)  eine  ganze  rationale  Function  <y*®°  Grades  in  Xy  die  für  <y 
verschiedene    Stellen   a^,  a^,  •  •  •  a^   verschwindet,    darstellt.     Diese 
Form  ist  noth wendig  und  nach  den  Resultaten  der  Nummern  43,  50^ 
auch  hinreichend  daflir,  dass  sich  sämmtliche  Integrale  einer  Differen- 
tialgleichung mit  in  x  rationalen  Coefficienten  allenthalben  bestimmte 
verhalten.     Dies  ist  die  Classe  von  Differentialgleichungen,  die  wir  am- 
Eingange  des  vierten  Abschnittes  (S.  138)  erwähnt  und  als  diejeniger 
bezeichnet  haben,  an  welche  fast  alle  tieferen  Untersuchungen  unserer- 
Theorie  anknüpfen;  sie  wurde  von  Herrn  Fuchs  zum  ersten  Male  auf- 
gestellt und  eingehend  studirt,  wir  wollen  sie  deshalb  die  Fuchs'schea 
Classe  linearer  homogener  Differentialgleichungen  nenp^n. 
Betrachten  wir  die  nicht  homogene  Differentialgleichung 

(I)        ^(y)  =  2/'"'  +  j^.C-^)!/""-"  +  •  •  •  +i'.(^)y  ^i'C^), 

worin  i\{x)y  •  •  •  pj^x)  und  — ^^-^^-1  in  der  ganzen  Ebene  eindeutig  unÄ 

mit  Ausnahme  der  Punkte  a^,  a^,  •  •  •  a^  in  der  Umgebung  jeder  in^ 
Endlichen  gelegenen  Stelle  regulär  sind.  Sollen  sich  die  sämmtUcherr 
Integrale  dieser  Differentialgleichung  ebensowohl  wie  die  der  zugehcW 
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rigen  reducirten  überall  bestimmt  verhalten,  so  muss  (vergl.  Nr.  58) 
das   gleiche  von  den  Integralen  der  DiflFerentialgleichung 

gelten,  d.  h.  es  müssen  die  beiden  Differentialgleichungen 

der  Fuchs'schen  Classe  angehören.  Hieraus  ergiebt  sich  als  noth- 
vendige  und  hinreichende  Bedingung  für  das  Eintreten  dieses 
Falles,  dass  5ß(y)  die  Form  der  linken  Seite  von  (F)  und  p(x) 
di©    l'orm 

p  (x)  =  C  (x  -  «,)">  {X  -  «/*  ■■■(x-  af" 

habe,  wo  C\  ft^,  ft^,  •••  ft^^  Constanten  bedeuten. 

t>3.    BeouTsionsfonnel  für  Differentialgleiohungen  mit  rationalen 

Coeffloienten« 

Eine  homogene  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten 
lä-sst  sich  durch  Multiplication  mit  einer  ganzen  rationalen  Function 
von    ^  stets  auf  die  Form  bringen 

^^^  €f>^{x),  9>^_j(^),  •  •  •  9>o(^)  m^^'^*^  rationale  Functionen  ohne  gemein- 
^^^'^aen  Theiler  bedeuten;  die  singulären  Punkte  der  Differentialgleichung 
^^^^<i    dann  die  Lösungen  der  Gleichung 

^^Tien  im  Allgemeinen  noch  der  Punkt  x  =  od  hinzuzufügen  ist.  Diese 
i^eÄ-»-»^   einer  Differentialgleichung  ist  besonders  zweckmässig,  wenn  es 


^^Ix  um  die  Berechnung  der  Coefficienten  der  Entwickelungen  eines  zu 
®*^^^m  Punkte  X  =  a  gehörigen  canonischen  Fundamentalsystems  aus 

^^  Xlecursionsformeln  handelt,  und  felis  dieser  Punkt  so  beschaffen  ist,  dass 
^^^*x    in  demselben  alle  Integrale  der  Differentialgleichung  bestimmt  ver- 

^^^c^n.  Denken  wir  uns  nämlich  für  einen  solchen  Punkt  die  Diffe- 
'^^^'fcialgleichung  (5)  auf  die  Normalform  gebracht,  d.  h.  in  der  Form 

(G>        (^  _  a)>,(:r)y^'"  +  {x  -  a)''-\_^{x)y"'-''  +  .••  +  Vo(^)j/  =  0 

S^s^otrieben,  was,  falls  q)^(x)  den  Factor  x —  a  zu  einer  niedrigeren 

^*^     der  n**°  Potenz  enthält,  durch  Multiplication  mit  einer  Potenz  von 

—  a  stets  geschehen  kann.    Dann  muss,  damit  sich  alle  Integrale  in 

""**=  a  bestimmt  verhalten,  nach  den  Ergebnissen  der  Nummern  43,  44, 
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sein,  wie  man  sofort  übersieht,  wenn  man  sich 

X  —  a  =  x'    , 

als  neue  unabhängige  Variable  in  die  Diiferentialgleichung  eingei 
denkt.  Enthält  g?^  (x)  den  Factor  x  —  a  überhaupt  nicht,  so  ist  x 
ein  regulärer  Punkt  der  DiflFerentialgleichung  und  es  ist  in  diesem  1 

Die  charakteristische  Function  der  Differentialgleichung  (6)  wirc 
halten,  indem  wir  in  die  linke  Seite  derselben  {x  —  (if  an  die  S 
von  y  setzen;  sei  das  Ergebniss  dieser  Substitution 


(7)    (x-affix-a,Q)  =  (x-ay'^t^{x)Q{Q-\)-.{Q-7c-\ 

x=0 

dann  sehen  wir  also,  dass  in  diesem  Falle  f{x  —  a,  q)  eine  ganze  r 
nale  Function  von  x  wird,  deren  Grad  mit  dem  höchsten  der  G 
der  ganzen  Functionen  ilf^ipo),  '^^^^ix),  •  •  •  ^q{x)  übereinstimmt, 
dieser  höchste  Grad  der  w^,  dann  ist  also  nach  Potenzen  von  x 
entwickelt 


m 


f{x-a,(f)=yfXQ){x-a)\ 


Für  die   Coefficienten  einer  der  Differentialgleichung  formal  genü 
den  Reihe 


00 


»'=0 

ergiebt  sich  hiemach  die  Recursionsformel  , 

(8)     %M)9M)  +  \. -1(0)9,-1(9)  H h  \,^„X(f)9r-m(Q)  = 

(»=0,1,2,...), 
wo 

ist;  wir  haben  also 

was  in  der  Formel  (8)  schon  dadurch  zum  Ausdrucke  gebracht  ist, 
wir  die  verschwindenden  %^(q)  weggelassen  haben.  Die  Recursi 
formel  ist  also  in  diesem  Falle  so  beschaffen,  dass  sie,  wie  gross  t 
V  sein  mag,  stets  nur  m  -\-  \  Glieder  enthält,  sie  ist,  wie  wir  \ 
sagen  wollen,  eine  (w  +  l)"gli^<lrige,  und  dieser  Umstand  erleid 
natürlich  die  Coefficientenberechnung  nicht  unwesentlich.  Allerd 
stinmit  diese  Gestalt  der  Recursionsformel  nicht  vollständig  mit 
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jenigen  überein,  auf  die  wir  im  vierten  Abschnitte  die  Untersuchung  der 
Möglichkeit  einer  Coefficientenberechnung  und  den  Convergenzbeweis  ge- 
g^Qndet  haben.  Wir  hatten  nämlich  daselbst  vorausgesetzt,  dass  in  der 
jNTormalform  (E)  der  Coefficient  P^(x)  den  Werth  Eins  habe,  wir  müssten 
also^  um  vollständige  Uebereinstimmung  zu  erzielen,  die  DiflFerential- 
gleieliung  (6)  durch  tlf^(x)  dividiren.  Dann  ergäbe  sich  für  die  charakte- 
ristische Function  der  Ausdruck 

die  Entwickelung  des  Factors  von  (x  —  a/  nach  Potenzen  von  x  —  a  ent- 
hielte also  unendlich  viele  Potenzen  und  wäre  nur  innerhalb  eines  Kreises, 
der  um  x  =  a  ah  Mittelpunkt  beschrieben  ist  und  bis  zur  nächsten  Null- 
stelle von  tlf^(x)  reicht,  convergent.  Die  Nullstellen  von  tl;^(x)  sind  mit 
denen  von  g}^{x)  identisch,  wenn  x  =  a  ein  regulärer  Punkt,  d.  h. 
9,  C^)  =H  ^  ^^^}  ^^®  ^^^^  ^®  sämmtlichen  von  x  ==  a  verschiedenen 
^V'ixrzeln  der  Gleichung 

^'  h.  die  sämmtlichen  von  a  verschiedenen  singulären  Punkte  der  Dif- 
ferentialgleichung (5),  wenn  a  selbst  zu  den  singulären  Punkten  gehört. 
Bezeichnen  wir  also  durch  R^  den  absoluten  Betrag  der  von  Null  ver- 
schiedenen   und    dem    absoluten   Betrage   nach   kleinsten    Wurzel   der 

Öleiciung 

q,^(x  +  a)  =  0, 

^    ist  R^  der  Radius  des  Couvergenzkreises  der  Entwickelung  von 

x=sO  v=0 

^«^cH  Potenzen  von  x  —  a,  und  entspricht  also  der  Grösse,  die  wir  in  der 
'*^^-    47  (S.  164)  durch  R  bezeichnet  hatten.     Innerhalb   dieses  selben 

Heises,  d.  h.  für 

\x  —  a\<R^, 

^onvergirt  dann  zufolge  des  Satzes  der  Nr.  47  (vergl.  Nr.  48)  die  Reihe 

g(x  —  a,Q), 
^"eiin  wir  ihre  Coefficienten  gemäss  den  Gleichungen 

^^^  ^MffXQ)  H 1-  ».0(P)^0(P)  =  ^  (.^  =  1,2,3,..), 

^o  jetzt 


Kao  ^a,g)  =  ^^^'^^^^ 
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ist,  bestimmen  mit  ihren  sammtlichen  nach  q  genommenen  Ableitungen^ 
und  stellt,  wenn  f&r  q  eine  Wurzel  der  determinirenden  Fundamental- 
gleichung 


x=0        " 


genommen  wird,  entweder  selbst  oder  bei  geeigneter  Wahl  von  g^ifi) 
(vergl.  Nr.  49,  61.  (32))  durch  ihre  Ableitungen  nach  g  ein  Integral 
der  DifPerentialgleichung  dar.    Nun  ist  aber: 

wenn  also 

gesetzt  wird,  so  haben  wir  nach  dem  Multiplicationstheorem  der  un — . 
endlichen  Reihen 

fM) = «„,/;.(<•)  +  «,„-i/;_i(c)  +  •  •  •  +  %/;-«(<•) 

und  folglich 

(10)  «•«((•)  =  ^«™-,-+*«*«(9)- 


Diese  Gleichungen  lehren,  dass  das  Coefficientensystem  der  Gleichunge 


(8)  mit  dem  Coefificientensysteme  dqr  Gleichungen  (9),  wenn  v  alle  Wertl= 
von  Null  bis  zu  einer  bestimmten  positiven  ganzen  Zahl  ft  durchlau: 
durch  die  Compositionsgleichung 

verbunden  ist.     Die  Determinante  des  Systems  (a^_,.  •  J  hat,  da 

«„,_,+x  =  0     ist,  für     x>i, 
den  Werth 

in         ' 

sie  ist  also  von  NuU  verschieden,  und  es  sind  folglich  die  Gleichungssyste 
(8)  und  (0),  wie  weit  man  in  denselben  v  auch  gehen  lässt,  aeq^ 
valent,  d.  h.  wir  können  ohne  Weiteres  das  bequemere  Gleichungssyst?^^^^ 
(8)  zur  Berechnung  der  Coefficienten  von  g(x  —  a,  q)  benutzen.  F  ör 
V  =  0  liefert  das  Gleichungssystem  (8)  die  Gleichung 


(11)      •     f^{(,)^^t^(a)(fiQ-l)---i9-x-\-l)  =  0 

x  =  0 

für   (>,   dies   ist  also  die  determinirende  Fundamentalgleichun 
der  Differentialgleichung  (5)  oder  (6),  wie  aus  (10)  für  i  «= «  auc 
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unmittelbar   erhellt.     Setzen    wir   för   q   in    die   Gleichungen  (8)   eine 
Wurzel  r^   dieser  determinirenden  Fundamentalgleichung  ein,   zu  der, 
nach  den  Kriterien  der  Nr.  53  (S.  189),  ein  von  Logarithmen  freies  Inte- 
gral gehört,  so  genügen  also  die  Coefficienten  der  zum  Exponenten  r 
gehörigen  Reihe 

»'=0 

der  Recursionsformel 

C 12)  a    g  4-  a       ,g     ,  +  --4-^'  (f        =0 

(r  =  l,2,3.    •), 


v=/;-/^  +  ^).   ^<«.   ^-ß> 


W, 


^Iso  a^  ^_.  eine  ganze  Function  w*®°  Grades  des  zweiten  Index  (v  —  t) 
ist,  und  g^  eine  noch  willkürlich  zu  wählende  Constante  bedeutet. 


C>4.   Beihenalgorithiniis  für  einen  im  Endlichen  gelegenen  und  für 

den  nnendlioh  fernen  Punkt. 

Zur  Bildung  der  Gleichung  (8)  trägt  nur  das  endliche  Stück 

^Xer  Reihe  g(x  —  a,  q)  bei;  wir  würden  also  dieselbe  Recursionsformel 
rhalten,  wenn  wir  der  Differentialgleichung  durch  eine  Reihe  von 
[er  Form 

genügen  suchten.     Falls  nun  der  Punkt  a;  =  cx)  so  beschaffen  ist, 
ass  sich  in  demselben  die  sämmtlichen  Integrale  der  Differentialglei- 
chung (6)   bestimmt  verhalten,   so  muss  es  in  der  That  Reihen  von 
^er  Form 

^geben,  die  zu  Wurzeln  der  x  =  cx>  entsprechenden  determinirenden  Fun- 
^Jamentalgleichung  gehören,  d.  h.  Reihen,  die,  wenn  für  —  q  eine  Wurzel 
ieser  Gleichung  genommen  wird,  zu  der  ein  von  Logarithmen  freies  Inte- 
gehört,  der  Differentialgleichung  genügen  und  ausserhalb  eines  ge- 
^^rissen  um  x  =  a  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreises  convergent 
^ind.     Der  Radius  dieses  Kreises  bestimmt  sich,   wie  auf  Grund  der 

Schlesinger,  nifferentUlgleichimgen.    I.  15 
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Resultate  des  vorigen  Abschnittes  sofort  zu  übersehen  ist,  wenn  man 
die  Substitution 

(13)  x  —  a  =  x' 

in  die  Diflferentialgleichung  macht,  im  Allgemeinen  gleich  dem  grössten 
unter  den  absoluten  Beträgen  der  Wurzeln  der  Gleichung 

Damit  die  Integrale  von  (0)  im  Punkte  x  =  oo  sämmtlich  bestimmt 
sind,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  tl^^{x)  in  x  von  nicht  nied- 
rigerem Grade  sei  wie  ^^_i(x),"  •  •  •  if^ix),  d.  h.  dass  der  .Grad  von 
^n  (^)  &®^^^*  gleich  m  ist;  es  muss  also  in  diesem  Falle  a^^  =f=  0  sein, 
denn  alsdann  hat  die  Differentialgleichung  (6)  nach  Division  durch 
^^(ic)  und  nach  Ausführung  der  Substitution  (13)  die  in  dem  Satze 
der  Nr.  59  (S.  211)  angegebene  Gestalt.  Die  zu  x  =  (X)  gehörige 
(teterminirende  Fimdamentalgleichung  lautet  (vergl.  S.  211,  Gl.  (4)): 

(14)  2»  ^;(_p)(_p  _!)...(_  p_x  +  l)  =  0, 
wo 

-Ü)     =  lim  -  -  W;     =s=  cc    =1=  0 

x=«  {x  —  a) 

ist,  und  wenn  jetzt  s^  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  bedeutet,  zu  der  ein 
von  Logarithmen  freies  Integral  gehört,  so  liefert  die  Gleichung  (8), 
wenn  in  derselben  —  Q  =  ^x  g^s^^^t  und  für  v  die  Werthe  0,  —  1,  —  2,  •  •  • 
genommen  werden,  die  Recursionsformel  für  die  dieses  Integral  in  der 
Umgebung  von  x  =  (x>  darstellende  Reihe. 
In  der  Gleichung  (8)  ist 


da  f^^ifi)  den  Coefficienten  von  {x  —  d)    in  f(x  —  a,  q)  bedeutet,  so  ist 

4(9) = J;'^«c(p  - 1)  •  •  •  (p  - « + 1) 

x  =  0 

und  folglich 

/;.(-p)=o 

nichts  anderes  als  die  zu  a;  =  oo  gehörige  determinirende  Fundamental- 
gleichung (14).  Denken  wir  uns  also  die  a^  y_,(p)  ^^  ganze  Func- 
tionen von  Q  -\-  V  —  i  in  Linearfactoren  zerlegt: 

(1=0,1,-    -m), 

SO  stimmen  die 
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Sl>    ^02?    *      '    '''On 


mit  den  Wurzeln  der  zu  x  =  a  gehörigen,  die 


^ml>    '^mV    '  '  '    '^mn 


mit  den  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  genommenen  Wurzeln  der 
zu  X  =  oo  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung  überein. 
Die  Coefficienten  einer  nach  steigenden  oder  fallenden  Potenzen  von 
. -r  —  n  fortschreitenden  Reihe  g  (x  —  a,  q\  deren  Coefficienten  aus  der 
Itecursionsformel  (8)  bestinunt  werden,  hängen  allein  von  den  Grössen 

a.,  Q  T.^  (1=0,  l,-. in;    i  =  l,2,-.n) 

^b,    aus    denen  sie  in  leicht  angebbarer  Weise  zu  bilden  sind.     Wir 
liönnen   folglich    die    nach    steigenden    Potenzen    fortschreitende  Reihe 
yj  (^'  —  «,  q)  durch  einen  Algorithmus  von  der  Form 

05)  (x  —  afOla^,  a,,  ■  •  •  a^,  q  —  r.^;  x  —  a}, 

^md  alsdami  die  nach  fallenden  Potenzen  fortschreitende  Reihe  durch 
-«len  Algorithmus 

<16)        (x  -  «yo  (a„,  0„._,,  . . .  o„;  -  p  +  r„,_, ,;  ^j 

Erstellen.  Bilden  wir  diese  Algorithmen  für  unbestimmtes  q  mit  Hülfe 
Jer  Gleichungen  (8),  so  stellen  sie  selbst  oder  durch  ihre  Ableitungen 
nach  9,  wenn  man  in  (15)  für  q  die  Wurzeln  der  zu  x  =  a  gehörigen, 
jn  (16)  für  —  Q  die  Wurzeln  der  x  =  oo  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichung  einsetzt,  die  Elemente  des  zu  a;  =  tt,  beziehungs- 
weise die  des  zu  a;  =  cx)  gehörigen  canonischen  Fundamentalsystems 
dar.  Um  insbesondere  das  zur  Wurzel  r  von  (11),  beziehungsweise 
das  zur  Wurzel  s  von  (14)  gehörige  von  Logarithmen  freie  Integral 
zu  erhalten,  hat  man  in  der  Recursionsformel  (8)  von  vorneherein 
Q  =  r^,  beziehungsweise  —  q  =  s  zu  setzen  und  dann  mit  Hülfe  dieses 
Gleichungssystems  die  Algorithmen  (15),  beziehungsweise  (16)  herzu- 
stellen. 


Zweites   Kapitel. 

65.    Convergenz  von  Fotenzreihen  auf  dem  Convergenzkreise. 

Satz  von  Thom^. 

Die  Ergebnisse  des  vorigen  Kapitels  liefern  im  Falle,  wo  die  vor- 
gelegte Dififerentialgleichung  der  Fuchs'sclien  Classe  angehört,  auf 
diese  Weise  ein  einheitliches  Bildungsgesetz  für  die  Elemente  des  zu 
einem  beliebigen  regulären  oder  singulären,  im  Endlichen  gelegenen 
oder  unendlich  fernen  Punkte  gehörigen  canonischen  Fundamental- 
systems. Die  in  den  Entwickelungen  auftretenden  Potenzreihen  con- 
vergiren  jedenfalls,  wenn  es  sich  um  einen  im  Endlichen  gelegenen  Punkt 
handelt,  innerhalb  eines  um  diesen  Punkt  beschriebenen  Kreises,  der 
sich  bis  zum  nächsten  singulären  Punkte  ausdehnt,  wenn  es  sich  um 
X  =  oo  handelt  und  die  Entwickelungen  nach  Potenzen  von  (x  —  a)~ 
vorgenommen  werden,  ausserhalb  eines  um  x  =  a  beschriebenen  Kreises, 
auf  dessen  Peripherie  der  von  a  am  weitesten  abstehende  singulare 
Punkt  gelegen  ist. 

Während  sich  im  Allgemeinen  über  die  Convergenz  oder  Divergenz 
einer  Reihe,  die  in  der  Entwickelung  eines  Integrals  einer  homogenen 
linearen  Differentialgleichung  auftritt,  für  die  Punkte  ihres  Conver- 
genzkreises  nichts  Bestimmtes  aussagen  lässt,  so  können  für  den  Fall, 
wo  die  Differentialgleichung  der  Fuchs 'sehen  Classe  angehört,  genaue 
Kriterien  für  diese  Convergenzfrage  aufgestellt  werden.  Dies  ist  die 
erste  ausgezeichnete  Eigenschaft  der  Differentialgleichungen  dieser  Classe, 
der  wir  begegnen;  die  fundamentale  Wichtigkeit  dieser  Eigenschaft  wird 
später,  wenn  wir  die  am  Schlüsse  der  Nr.  60  (S.  216)  formulirte  Auf- 
gabe zu  lösen  haben  werden,  deutlich  hervortreten. 

Ist  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  5ß(a;|a)  von  (x  —  a)  gegeben, 
die  innerhalb  eines  Kreises 

\x  —  a  \  =  li 

convergirt,  ausserhalb  desselben  divergirt,  so  hängt  die  Convergenz  oder 
Divergenz  von  ^(x^a)  auf  der  Peripherie  des  Convergenzkreises  von 
dem    analytischen    Charakter    der    durch    die    Potenzreihe    definirten 
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monogenen  Function  f{pc)  in  der  Umgebung  der  Stellen  dieser  Kreis- 
peripherie ab.  Allgemein  gilt  der  von  Abel  herrührende  Satz,  dass, 
Tvenn  die  Potenzreihe  "^{x  d)  an  einer  Stelle  x  =  h  ihres  Convergenz- 
treises  noch  convergirt,  der  Werth  Sß(b\a)  mit  dem  Grenz werthe 
übereinstimmt,  dem  sich  ^(x  ^d)  annähert,  wenn  x  aus  dem  Innern 
des  Couvergenzkreises  kommend  in  den  Punkt  h  einrückt.  Bedeutet 
libo  6j,  6j,  •  •  •  eine  beliebige  Werthenfolge,  für  welche 

X 

ist,  so  hat  man,  wenn  ^(a;|a)  in  x  =  b  convergirt, 

X 

^Venn    sich    die   Function   f(x)   im   Punkte   x  =  h   bestimmt   verhält, 

xmd  f{pc)  eben  denjenigen  Zweig  dieser  Function  bezeichnet,   der  für 

X  —  q    <  JB  mit  ^{x  \  et)  übereinstimmt,  so  heisst  dies  nichts  anderes  als 

Wenn    die  Potenzreihe  ^{x\a)    einer   linearen   homogenen  Diöe- 

»•entialgleichung  der  Fuchs'schen   Classe  genügt,    so  verhält  sich   das 

durch  %{x  d)  definirte  particuläre  Integi^al  y{pc)  überall  bestimmt.    Auf 

dem  Convergenzkreise 

\x  —  a\  =  R 

dieser  Potenzreihe  liegt  einer  oder  liegen  mehrere  singulare  Punkte  der 
X)ifferentialgleichung;  seien  dieselben 

Dann  verhält  sich  y(.c)  an  allen  von  diesen  r  Stellen  verschiedenen 
Stellen  der  Peripherie  des  Couvergenzkreises  regulär  und  ist  in  der  üm- 
^c^bung  von  b^  als  homogene  lineare  Function  der  Elemente  des  zu  h^ 
f^hörigen  canonischen  Fundamentalsystems  w^^,  w^^,  •  •  •  u^^^  darstellbar. 
-Also  ist  y{x)  eine  homogene  lineare  Fimction  von  Ausdrücken  der  Form 

<17)     (a:-i/(9,„(x)  +  9>,(x)log(a;-tJ  +  --.  +  9>„,(a;)log'"(a:-6J), 

in  denen  die  Exponenten  r  als  die  von  einander  nicht  nur  um  ganze 
2ahlen  verschiedenen  Wurzeln  der  zu  x  =  b^  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichung  angesehen  werden  können,  und  wo  9^,  9^,  •  •  •  9^^ 
in  der  Umgebung  von  x  =  b^  reguläre  Functionen  bedeuten. 

Wenn    eine  Function    in    der  Umgebung  einer  Stelle  x  =  b    als 
lomogene  lineare  Function  mit  constanten  Coefficienten  von  Ausdrücken 
Jer  Form  (17)  dargestellt  werden  kann,  so  wollen  wir  kurz  sagen:  sie 
labe   im  Punkte  b^   den  Charakter  eines  sich  bestimmt  ver- 
haltenden   Integrals     einer     linearen    Differentialgleichung. 
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Möge  nun  allgemein  ^(x'a)  eine  Potenzeihe  sein,  für  welche  der 
durch  dieselbe  definirte  Functionszweig  y(x)  in  den  Punkten  6^,  \,  • '  '  \ 
des  Convergenzkreises,  wo  derselbe  nicht  regulär  ist,  den  Charakter 
eines  sich  bestimmt  verhaltenden  Integrals  einer  linearen  Differential- 
gleichung besitzt;  dann  gilt  von  einer  so  beschaffenen  Potenzreihe  der 
folgende  Thomfsche  Convergenzsatz: 

Wenn  die  realen  Theile  aller  Exponenten  r,  die  in  den 
Entwickelungen  von  y(x)  in  der  Umgebung  der  auf  dem  Con- 
vergenzkreise  gelegenen  singulären  Punkte  6^,  (x=i,2,  «),  auf- 
treten, im  algebraischen  Sinne  grösser  sind  als  —  1,  so 
convergirt  die  Potenzreihe  $P(a;|a)  in  allen  Punkten  des  Con- 
vergenzkreises, in  deren  Umgebung  sich  y(x)  regulär  verhält, 
und  in  denjenigen  der  Punkte  6^,  6g,  •  •  •  h^  in  denen  der  für 
\x  —  a|<Ji  durch  ^(x\d)  dargestellte  Functionszweig  y{x) 
einen  endlichen  Wertb  besitzt.  • 

Beim  Beweise  dieses  Satzes  können  wir  a  =  0  voraussetzen,  und 
schreiben  dann 

^  (x :  0)  =  %l  (xl  =^9^,        R,  =  B', 
es  ist  also 


oo 


y{x)  =^g^x\     für     \x\<B. 
Hieraus  folgt 
(18)  9,  =  ^,pJ%dx,    B'<R, 


oder  wenn 


gesetzt  wird, 


|x|  =  Ä' 


ei 
X  =  ge    ,    Q  =  \x 


27t 


0 

Denken    wir   ims   nun,   unter  den  angegebenen  Voraussetzungen,    das 
Integral 

'm  dx 


in  der  Umgebung  einer  der  Stellen  x  =  h^,  (x-^i,s,  r),  entwickelt,  so 
stellt  sich  dasselbe  zufolge  des  Satzes  3  der  Nr.  40  (S.  141)  als 
eine  lineare  homogene  Function  mit  constanten  Coeffieienten  von  Aus- 
drücken von  der  Form  (17)  dar,  in  denen  die  Exponenten  r  positive 
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reale  Theile  haben,  wenn  wir  die  bei  Ausführung  der  Integration  hinzu- 
tretende willkürliche  Constante  gleich  Null  nehmen.  —  Setzen  wir  also 

»0  folgt  hieraus  und  aus  der  Stetigkeit  der  Function  y(x)  in  der  Um- 
gebung solcher  Punkte,  wo  sich  dieselbe  regulär  verhält,  dass  wir  an 
die  Stelle  der  Gleichung  (19)  auch  schreiben  können 

^x-f  1  — «^x-f-l 

C20)  ''.-]%2^  fX-""")'-"'^: 

wo  X  die  Werthe  0,  1,  2,  •  •  •  r  durchläuft  und  5^,  d^  real  positiv, 

ZU  nehmen  ist.  Die  rechte  Seite  der  Gleichimg  (20)  bezeichnen  wir 
auch  kurz  durch 

0 

Denken  wir  uns  y(.r)  in  seinen  realen  und  imaginären  Theil  zerlegt, 

ij(x)  =  h(q,  e)  +  iv{Q,  &), 

«0  lässt  sich,  wenn  wir  x  auf  die  Peripherie  eines  Kreises, 

\x\  =  R' 

beschränken,  die  Potenzreihe  ^(x)  in  die  Summe  zweier  Fourierschen 
Keihen,  die  nach  cos  imd  sin  der  Vielfachen  des  Argumentes  von  x 
fortschreiten,  umformen.     Es  ist  nändich 


(22)  j\j{x)x'-Ux  =  0, 


=  0,    B'<R         (v==i,2,  ..) 
i 
^der,  wenn  wir  realen  Theil  und  Coefficienten  von  i  trennen, 


I  (i((R\  &i)  cos  1/6^  —  r(B',  @)  sin  i/®)rf0  =  0, 


0 

2Tt 


f{u(R,  ®)  sin  v®  +  v(R\  &)  co8v®)d&  =  0. 

0 

^^ieraus  und  aus  der  mit  (18),  (19)  identischen  Gleichung 
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yr= :, 


"InR 


2jt 


i{u{K,  &)  cos  1/0  +  r{R\  &)  sin  v@)d& 

0 


2/r 


—  /  /  (m  {B\  &)  sin  1/  0  —  V  {R\  0)  cos  v&)d& 

0 

ergiebt  sich,  wenn  l  eine  reale  Grösse  bedeutet, 

g^R'e^'  =  ^  /w(2i',  &)  C08v(k  —  0)d0 


(23) 


2/r 


+  i  ^  /  t'(iJ',  e>)  cosi;(A  —  0)d0 

0 


(»■  =  1,2,    ■), 


3ä 


2ä 


So = ^y  «(*^''  ®)'^® + ä/h^',  ®)rf®- 


In  der  Gleichung  (22)  können  wir  genau  ebenso  wie  wir  es  in  (18) 
gethan  haben,  den  Grenzübergang  zu  i{'=  ü  vornehmen.  Beachten 
wir  dann,  dass  für  ein  reales  positives  d  und  beliebiges  ganzzahliges  n 


00 


lim(;.-6/log'(x-6,)yy,(^-&J'  =  0 

*  1=0 

ist,  so  erkennen  wir,  dass  in  der  Nähe  der  Stelle  x  =  b 

\y{x)  !  <t    .i^  —  6^r*"^  (x  =  l,2,  ...r), 


WO  t^,  a^  positive  reale   Constanten   bedeuten.     Wir  erhalten  folglich 
für  hinreichend  kleine  Werthe  von  I  ®  —  öl 


(24) 


M(iJ,  0)\<t^0—0 

[v(R,0)\<t\0  — 


«x-l 


«x-1 


und  hiemach  ergeben  sich  durch   analoge  Rechnung  wie  die,  welche 
wir  zur  Herstellung  von  (23)  ausgeführt  haben,  die  Gleichungen 

2ä 

gR'e''^'=l  f{ii(R,0)  +  iv{R,0)}cosv{k  —  0)d0    (^=1,2,..). 


(25) 


iTt 


9.' 


WO   die  Integrale  zwischen  den  Grenzen  0  und  2;r  in  ähnlicher  Weiset 


66.  Die  regulären  Stellen  des  Convergenzkreises.  233 

zu  verstehen  sind,  wie  das  Integral  (21).  Auf  diese  Weise  findet  sich 
also  die  Potenzreihe  ^(x)  für  die  Punkte  ihres  Convergenzkreises 

\  x\  =  B 

als  die  Summe  zweier  Fourier'scher  Reihen  dargestellt,  von  denen 
die  eine  den  realen  Theil  w(-R,  A),  die  andere  den  imaginären  Theil 
iv{Bj  l)  liefert. 

66.    Gesonderte  UntersaohTing  der  regulären  nnd  der  singnlären 

Stellen  des  Convergenzkreises. 

Betrachten  wir  nun  zuvörderst  eine  Strecke  des  Kreises 

\x\  =  By 

auf  der  kein  singulärer  Punkt  b    gelegen  ist,  dann  verhält  sich  y(x) 
in  der  Umgebung  aller  Stellen 

<üe  auf  dieser  Strecke  liegen,  regulär  und  lässt  sich  also,  wenn 

5  =  ^  =  ^  +  *S,     ^*  +  f  =  1, 

e    ''  =  Vo  +  ^to 

gesetzt  wird,  nach  Potenzen  von  rj  —  rj^,  J  —  g^  entwickeln.  Hieraus 
folgt,  dass  die  Functionen  M(iJ,  @),  v{By  @)  in  der  Nähe  von  @  =  &^ 
entweder  wachsen  oder  abnehmen  oder  constant  bleiben,  d.  h.  dass 
^eselben,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  monoton  sind,  wenn  man  &  hin- 
reichend nahe  an  ®^  annimmt.  Bedeutet  also  (p{&)  eine  beliebige  der 
fceiden  Functionen  m(-K,  ®),  i?(ü,  ®),   so  lässt  sich  eine  Strecke  des 

Kreises 

\x\  =  B, 

^e  keinen  der  Punkte  h^  enthält,  in  eine  endliche  Anzahl  von  Theil- 
^recken  zerlegen,  innerhalb  deren  (p(&)  monoton  bleibt;  auf  einer 
solchen  Strecke  erfüllt  also  (p(&)  die  Dirichlet'sche  Bedingung  für 
^e  Convergenz  der  diese  Function  darstellenden  Fourier'schen  Reihe. 
X)ie  Convergenz  der  beiden  Fourier'schen  Reihen,  durch  die 

gemäss  den  Gleichungen  (25)   dargestellt  erscheint,  lässt  sich  nun  für 
J.=  &^  nach  dem  Dirichle  tischen  Verfahren  erweisen. 

Man  hat  zu  dem  Ende  nur  jeden  der   den  singulären  Stellen  b^ 
entsprechenden  Werthe  @^  in  ein  Intervall 

<26)  ®x  —  '^x^®^®x  +  ^x^ 
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von  denen  keines  den  Werth  0^  enthält,  einzuschliessen  und  in  jenen 
Fourier'schen  Reihen  an  die  Stelle  von  fp(&)  eine  Function  zu  sub- 
stituiren,  die  ausserhalb  der  Intervalle  (26)  mit  fp(&)  übereinstimmt 
und  innerhalb  derselben  gleich  Null  ist.  Dann  convergiren  die  so 
entstehenden  Fouri  er 'sehen  Reihen  für  0=0^  und  stellen  den 
Werth  (p(0q)  dar.     Dann  ist  nur  noch  zu  beweisen,  dass  die  Integrale 

8in(2i;  +  l)-  " 


i  /  9(0) e---^  ^^' 


2  sin 


^x""^* 


die  die  Summe  der  (i;  -("  1)  ersten  Glieder  der  ursprünglichen  Fourier- 
schen  Reihen  für  die  Intervalle  (26)  darstellen,  und  wo  auch  wieder 


fx  +  '^ 

J    _  <^x=o 


=  lim 


/  V 


'X      "x 


gesetzt  wurde,  mit  abnehmendem  -ö*^  unabhängig  von  v  beliebig  klein 
werden.  Dies  folgt  aber  unmittelbar  aus  den  Ungleichungen  (24). 
Damit  ist  also  die  Convergenz  der  Potenzreihe  ^{x)  für  solche  Punkte 
des  Convergenzkreises  \  x  \  =  Rj  die  von  den  singulären  Stellen 
h„  h„...  \  verschieden  sind,  erwiesen. 

Es  sei  nun  6'  eine  dieser  singulären  Stellen,  in  der  y{x)  einen 
endlichen  Werth  besitzt,  d.  h.  also  eine  Stelle  in  deren  Umgebung 
die  Entwickelung  von  y{x)  so  beschaffen  ist,  dass  nach  Absonderung 
des  von  x  unabhängigen  Gliedes  nur  solche  Potenzen  von  {x  —  b') 
vorkommen,  deren  Exponenten  wesentlich  positive  reale  Theile  haben. 
Setzen  wir 

und  schliessen  den  Werth  &  in  ein  Intervall 

(27)  &—t^e<:e'-\-t 

ein,  innerhalb  dessen  keiner  der  von  S'  verschiedenen  Werthe  ö^,  ö^,  •  •  •  Ä, 
liegt,    dann   lässt   sich   im  Allgemeinen  kein  endlicher  von  Null  ve 
schiedener  Werth   von    t  angeben,   für   den   die   Functionen  u(JB,  ®) 
v{By  &)   innerhalb    des   Intervalles   (27)   monoton   bleiben.     Die  Con- 
vergenz der  mit  fp(&)  gebildeten  Fourier'schen  Reihe  kann  also  mi 
Hülfe    des   Dirichle tischen   Kriteriums    für    k  =  &   nicht    erwiesenzv 
werden,  wir  schlagen  darum  einen  directen  Weg  ein.     Setzen  wir  i 
diese  Fourier'sche  Reihe  an  die  Stelle  von  (p{&)  eine  Function  ei 
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die  innerhalTF  des  Intervalles  (27)  verschwindet  und  ausserhalb  desselben 
mit  g>(ö)  übereinstimmt y  so  convergirt  diese  Reihe,,  zufolge  des  für 
nicht  singulare  Stellen  des  Convergenzkreises  erlangten  Resultates,  für 
A  ==  ö'  und  stellt  den  Werth  Null  dar.  Untersuchen  wir  nun  den 
Grenzwerth 

lim  (Jj  +  Jg), 


wo 


8in(2i;  +  l)—    -^- 
2  sin 


S'-t 

e'-i-t 

8m(2i/  +  l) 

2  sin 


ist  urffl  den  man  jener  abgeänderten  Fourier'schen  Reihe  hinzufügen 
Äxiuss,  um  daraus  die  ursprüngliche  für  1=0'  zu  erhalten.  Setzt  man  in  J^ 

9—  9' 


^:uid  in  J^ 

2 

H 

^o  ergiebt 

sich 

2 

t 

©' 

ß, 

«^i 

0 

-2ß) 

8in(2v  +  l)(3 
sin  ß 

dß, 

J. 

t 

n 

-2ß) 

8in(2v  +  l)(3 
sinß 

dß. 

^3etzen  wir 

wie 

üblich 

lim  tp{®'  -\- 
<=o 

0  = 

9(0' +0), 

• 

^^enn  e  als  positive^  Grösse  verschwindet, 

lim  (p{&  +b)  =  (p{&  —  0), 


«=o 


"^enn  b  als  negative  Grösse  verschwindet,  und  betrachten  zunächst  den 
ersten  Ausdruck.     Dann  lässt  sich,  wenn  wir  uns 


236  V.  Differentialgleichungen  der  Fuchs'schen  Classe.   Kapitel  2. 

genommen  denken,  für  ein  fest  gewähltes  positives  £,  welches  kleiner 
ist  als  by  das  Intervall 

0<B<ß<b<} 

in  eine  endliche  Anzahl  von  Theilintervallen  zerlegen,  innerhalb  deren 
die  Function 

(p{&+  2/3)  — 9(0'+ 0) 

monoton  ist;  folglich  ist,  nach  dem  Di  rieh  le  tischen  Integralsatze, 
(28)     lim  lf{9i®'+  2ß)  -  <p(@'+  0)}  '^-%^-^-^  dß  =  0. 

Femer  folgt  aus  der  Beschaffenheit  von  y(x)  in  der  Nähe  von  x  =  b\ 
analog  den  Gleichungen  (24),  für  hinreichend  kleines  y 

WO  a,  k  positive  reale  Constanten  bedeuten;  folglich  ist,  wenn '0^  6 

genommen  wird, 

c 

lim   fl  <p{@'+  y)  -  <p{@  +  0)  I  '^ 


und  demgemäss  auch 


c 


lim  l'\  <p(@'+  2^)  -  ,>(©'+  0)  I  ^ 


endlich.     Hieraus  schliessen  wir  aber,  dass  das  Integral 
(29)  lf{<pi&'+  m  -  <P(®'+  0)}  ^^'^^^  dß 

0 

unabhängig  von  v  durch  hinreichende  Verkleinerung  von  s  beliebig 
klein  gemacht  werden  kanp.  Bedeutet  nun  x  eine  beliebig  kleine  vor- 
geschriebene positive  Zahl,  so  kann  man  also  £  so  wählen,  dass  das  Inte- 

gral  (29)  fiir  beliebiges  v  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  ist  als  -    ; 

wählt  man  femer  eine  positive  ganze  Zahl  v  so  gross,  dass  der  abso- 
lute Betrag  des  Integrals 

ij[^{e'+  2ß)  -  <p(e'+  0)]  '^'ly^^-  dß, 
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<ies8en  Grenzwerth  für  v  =  oo  zufolge  der  Gleichung  (28)  verschwindet, 

% 

Y 


für  V  >  V  ebenfalls  kleiner  wird  als  -^,  so  ist 


(30)  l   fl^(0'+2ß)-  <p(0'  +  0) }  ^^^'r-+M  dß 


lfl9i&' 


t. 


dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  x,  wenn  i/  >  i/  ist,  d.  h.  der 
Orenzwerth  des  Integrals  (30)  für  v  =  oo  ist  gleich  Null.  Wendet 
xnan  jetzt  noch  die  bekannte  Gleichung 

lim  lf<p{e'+  0)  ?^^+i>^-  dp  =  [  ,pie'+  0) 

0 

ön,    so  folgt  aus  dem  Verschwinden  des  Grenzwerthes  von  (30): 

lim/=|g,(©'+0), 
iixd     analog  ergiebt  sich 

lim  J,  =  [  9(0'-  0). 

V 

J^^o     haben  wir,  da  y(x)  im  Punkte  x  =  b'  bestimmt,  und  folglich. 

q>{e'-{-  0)  =  q>(0'—  0)  =  q>(&') 

^ie  Gleichung 

lim  (J,  +  JJ  =  9,(0'), 

«  die  ursprüngliche  mit  (p{&)  gebildete  Fourier'sche  Reihe,  con- 
*^*^Sirt  für  1=0'  und  stellt  den  Werth  q>(0')  dar.  Damit  ist  auch 
''^      Convergenz  der  Potenzreihe  Sß(x)  im  Punkte  x  =^b'  erwiesen. 

^^7.    Anwendung  anf  die  Differentialgleiohnngen  der  Fnohs'sohen 

Classe. 

Es  sei  nun  (F)  eine  Differentialgleichung  der  Fuchs'schen  Classe 
^d  mögen  die  zu  den  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkten 
■"^^j,  ö^,  •  •  •  a^  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  so 
^^eschaflfen  sein,  dass  die  realen  Theile  ihrer  sämmtlichen  Wurzeln  im 
^algebraischen  Sinne  grösser  sind  als  —  1 ;  bedeute  femer  x  '^  a  irgend , 
^^inen  endlichen  regulären  Punkt,  und  5ß(a;|  a)  ,eine  nach  positiven 
^^nzen  Potenzen  von  x  —  a  fortschreitende  Reihe,  die  der  Differential- 
gleichung genügt;  4ann  ist  der  Radius  B^  des  Convergenzkreises  dieser 

^Reihe  im  Allgemeinen  der  kleinste  unter  den  absoluten  Beträgen  der 

^Wurzeln  der  Gleichung 


.1./^    I     ^\         n 
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Die  Reihe  $P(a!:|a)  convergirt  aber  zufolge  des  eben  bewiesenen  Thome- 

schen  Satzes   auch    in   allen  nicht  singulären  Punkten  der  Peripheri« 

des  Convergenzkreises 

X  —  a  \  =  R 

und  in  denjenigen  singulären,  wo  das  durch  '^(x  d)  definirte  parti- 
culäre  Integral  einen  endlichen  Werth  besitzt.  Aehnliches  gilt  für  die 
gewöhnlichen  Potenzreihen,  welche  in  der  Entwickeluug  eines  Ele 
mentes  des  zu  einem  singulären  Punkte  einer  Differentialgleichung  dei 
Fuchs  sehen  Classe  gehörigen  canonischen  Fundamentals3stems  auftreten 
wenn  nur  die  Wurzeln  dei:  determinirenden  Fundamentalgleichungen 
den  erforderlichen  Beschränkungen  unterliegen,  um  dies  nachzuweisen 
haben  wir  zu  zeigen,  dass  jede  solche  Potenzreihe  einen  Functions- 
zweig  definirt,  der  in  der  Umgebung  jedes  Punktes  des  Convergenz- 
kreises, wo  er  sich  nicht  regulär  verhält,  den  Charakter  eines  sict 
bestimmt  verhaltenden  Integrals  einer  Vbiearen  Diöcrentialgleichun^ 
besitzt.  Sei  x  =  a  ein  beliebiger  singulärer  Punkt,  so  hat  (nach  Nr.  oA 
S.  198)  eine  Untergruppe  des  zu  x  =  a  gehörigen  canonischen  Funda 
mentalsystems  die  Gestalt 

u^      ={x  —  aj  [ q>^{x)  —  m(p^(x)  log  (.r  —  a)  +  m,(p,:x)  log"(a:  —  a 

+  ---  +  (-l)>,„Wlog>-a)}, 

+  •••  +  (- ir^^<P»  log'"-'(a;  -  a)}, 


t^o   =(-ir(^-«)>«(^), 

wo  r  eine  Wurzel  der  zu  a;  =  a  gehörigen  determinirenden  Funda 
mentalgleichung,  9^,  g)^,  •  •  •  g)^  in  der  Umgebung  von  x  =  a  regulär 
Functionen  bedeuten.     Setzen  wir 


(31)  ö^  =  (_  1)-»-«  __?_  (x=o. .....„„.      • 

so  ergiebt  sich 

(32)  q>^^^(x)  =  Ö/+  xa^_,  log  (x  —  a)  +  x,fi^_,  log'  {x  —  a) 

Es  bedeute  nun  x  =  b  einen  von  a  verschiedenen  singulären  Punkt,  um 
denken  wir  uns  u^^  Mj,  •  •  •  u^^^  als   homogene   lineare  Functionen   de: 


f 
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• 

£lemente    des    za   x  =  h   gehörigen   canonischen   Fundamentalsystems 

dargestellt.     Setzen  wir  dann   diese  Darstellungen  in  die   Gleichungen 

(31),  (32)  ein,  so   erhalten  die   ü^  und  folglich  auch  die  9^_^(^)  in 

der  Umgebung  von  rr  =  6  die  Gestalt  eines  sich  bestimmt  verhaltenden 

Integrals  einer  linearen  Diflferentialgleichung,  da  ja 

(x  —  aj ,     log  (x  —  a) 

nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  h  entwickelbar  sind.  Wenn 
die  realen  Theile  der  sämmtlichen  Wurzeln  der  zu  den  sin- 
g'ulären  Punkten  der  gegebenen  Differentialjafleichung  ge- 
Hörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  im  alge- 
l>raischen  Sinne  grösser  sind  als  —  1,  so  gilt  das  Gleiche 
^fTon  den  Exponenten  der  Potenzen  von  x  —  fe,  die  in  dfen  Ent- 
^^^ickelungen  der  fp^_^{x)  in  der  Umgebung  von  x  =  h  auf- 
f;reten;  es  convergiren  folglich  die  Potenzreihen,  welche  die 
Vm— x(^)  ^^  ^^^  Umgebung  von  a;  =  a  darstellen,  in  allen  den- 
jenigen Punkten  des  Convergenzkreises,  die  nicht  zu  den 
singulären  Stellen  der  Differentialgleichung  gehören,  und  in 
denjenigen  auf  dem  Convergenzkreise  befindlichen  singulären 
I^unkten,  wo  die  betreffende  Function  ^>^_^{x)  einen  end- 
lichen Werth  besitzt. 


Drittes  Kapitel. 

68.    Herstellung  einer  Differentialgleichung,  deren  determinirende 
Gleichungen  vorgeschriebene  Wurzeln  haben. 

Die  Coefficienten  einer  Diflferentialgleicliung  (F)  der  Fuchs 'sehen 
Classe  hängen  ausser  von  den  die  Lage  der  singulären  Punkte  bestim- 
menden Grössen  a,,  a«,  •  •  •  a    noch  von  den  constanten  Coefficienten 

der  ganzen  Functionen  F^_^^  ^aro— i)^  '  "  -^nia—i)  *^5  ^®  Anzahl 
dieser  konstanten  Coefficienten  ist  oflfenbar  gleich 

r^    ^^  _  n{n  +  1)  ^        n{n  —  l) 

Denken  wir  uns  die  singulären  Punkte  a^,  a^,  •  •  •  a^  fest,  so  hangen 
also  die  Integrale  von  (F)  von  diesen  (n,  ö)  constanten  Parametern  ab. 
Indem  wir  uns  vorbehalten  auf  die  analytische  Natur  dieser  Abhängig- 
keit später  ausführlich  einzugehen,  wollen  wir  jetzt  nur  den  Zusanunen- 
hang  jener  (n,  ö)  Parameter  mit  den  in  den  Darstellungen  der  Inte- 
grale auftretenden  Constanten,  insbesondere  mit  den  Wurzeln  der 
determinirenden  Fundamentalgleichungen  erörtern.  Wir  haben  im  Ganzen 
(p  +  1)  determinirende  Gleichungen,  nändich  die  zu  den  ö  Punkten  a^ 
gehörigen,  die  sich,  da 

lim  j(— »C-^^^)  (^  _  „  )»-«  =  ^(n-.na-l)(''x) 

ist,  in  der  Form 

(1)     ^  ^(.-«„.-.) («.)[*'(«.)]>(<»  -  1)  •■•(«,-  X  +  1)  =  0 

«=»0 

U  =  l,2,..a) 

darstellen  lassen  und  die  zu  a:  =  oo  gehörige,  die,  wenn 

(2)  lim  ^n~x-^(n-x)(a-l)(^)  _  [x  =  0, 1.  2,  ..•(»- 1)] 


,=:ao  ^{Xy-'  * 


gesetet  wird,  in  der  Gestalt 
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C3)    2'«.(-(»)(-p-l)--(-?-x  +  l)  =  0,        «,  =  1, 
geschrieben  werden  kann.     Seien 


die  Wurzeln  von  (1), 


^XU   ^Xi9  'Xn 


r      T      .  .  .   r 


die  von  (3)^  dann  ist  also 

n(n  — 1)        K-\^^x) 


C4) 


yjx.  = 


Denken  wir  uns 

in  Partialbrüche  zerlegt: 

S30  ist 


xand 


tf 


^»Iso  ergiebt  sich  durch  Addition  der  Gleichungen  (4)  die  Beziehang 


l=3l 


^Bwischen  den  {p  -\'  V)n  Wurzeln  der  sämmtlichen  detenninirenden 
Fundamentalgleichungen^  wir  wollen  dieselbe  als  die  Fuchs'sche  Be- 
ziehung bezeichnen. 

Es  seien  nun  für  die  n(<y  +  1)  Grössen  r^^.,  r.  willkürliche  Werthe 
"Vorgeschrieben,  die  der  Fuchs 'sehen  Beziehung  (5)  Genüge  leisten;  wir 
stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (F) 
^0  zu  bestimmen,  dass  die  Punkte  a^,  a^,  •  •  •  a^  die  singulären  Punkte 
"Von  (F)  sind  und  die  Wurzeln  der  zu  diesen  Punkten,  beziehungsweise 
SU  a;  ==  (X)  gehörigen  detenninirenden  ^Fundamentalgleichungen  mit  den 
ftr  die  r^^,  beziehungsweise  r.  vorgeschriebenen  Werthen  übereinstimmen. 
Setzen  wir  zu  diesem  Ende  die  ganzen  Functionen 

Schlesinger,  Differentialgleichongen.   L  16 
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nach  den  Regeln  der  Diflferenzenrechnung  (vergl.  S.  157)  in  die  Form: 


n 


J7(p -^..•) =2' '«^«'(p-i)  •••(*- "  +  1)'    ^-'=^' 

SO  ist 

-P;,_„(„_i)  («a)  =  e,,  [V'K)]""*  :«=».  1.  -  (— «). 

d.  h.  wir  können,  da  if(x)  gegeben  ist,  die  Werthe 

-p;,_„(„_,)(o,)=f._,.,     i«=o.i,..  (,-!)] 

als  bekannt  ansehen.     Mit  Hülfe  der  Lagrange'schen  Interpolations- 
formel finden  wir  dann 

(j<  =  l,2,.-n), 

WO  E^{x)  eine  ganze  rationale  Function  vom  Grade  x(6  —  1)  —  6  be- 
deutet.    Wir  setzen  tf  >  1  voraus,  dann  ist 

x(<y  — 1)  — <y^0,    für    x>l, 
für  X  =  1  ist 

E,(x)  =  0 

zu  nehmen.     Für  x  >  1  ist  (vergl.  (3))  nach  (6) 

lim  — T-^Ti — -  =  lim  X  — ^^ —  =  X     ^. 

Die  X  _    werden  bestimmt,  indem  man  die  ganze  Function 

in  die  Form  setzt 

fl(Q  +  r)=^e^Q{9-l)---(Q-x-\-l),        e.  =  1 ; 

1  =  1  .  x  =  0 

dann  ist  nämlich  zufolge  der  Fuchs 'sehen  Beziehung  (5),  die  zwischen 
den  r, .,  r.  besteht. 


n — 1  n — 1/ 


und  für  X  >  1  haben  wir 


e       =  ;r 

n  —  X  II — X 


ZU  nehmen.     Dann  bleiben  noch  die 

^^  /    /  IX  \  n  (n  +  1)        n(n  —  1)  /      ■    ^ \    i    ^ 

2J«<f  —  l)  —  <f)  =  *  -  2 ^2       —  n(<y  +  1)  +  1 
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übrigen  GoefGcienten  der  ganzen  Functionen  E^ipii)  willkürlich,   d.  h. 
wir  haben  den  Satz: 

Man  kann  die  in  den  Coefficienten  einer  Differential- 
gleichung w**'  Ordnung  der  Fuchs'schen  Glasse  mit  den  vor- 
geschriebenen 6  singulären  Punkten  a^,  a^,  •••  a^,  <y>l,  auf- 
tretenden (n,  ö)  Gonstanten  stets  so  bestimmen,  dass  die  zu 
diesen  6  Punkten  und  zu  rc  ==  c»  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichungen  vorgeschriebene  Wurzeln  haben, 
zwischen  denen  nur  die  Fuchs'sche  Beziehung  bestehen 
muss,  und  es  bleiben  dann  noch 

(n,  <y)  —  n(<y  +  1)  +  1  =  [w,  ö] 
dieser  Gonstanten  willkürlich. 


69.    DifferentialgLeiohiing  der  Fuohs^sohen  Olasse  mit  einem  singu- 
lären Punkte.     Differentialgleiohung  mit  oonstanten  Coefüoienten. 

Nebst  dem  oben  ausgeschlossenen  Falle  6  =  1  wollen  wir  die  be- 
sonderen Fälle  betrachten,  wo  die  Anzahl  der  willkürlich  bleibenden 
Constanten  gleich  Null  ist,  d.  h.  wo  durch  Angabe  der  Ordnungszahl  n, 
der  singulären  Punkte  a^,  a^,  •  •  •  a^  und  der  Wurzeln  der  determini- 
renden Fundamentalgleichungen  die  Goefficienten  der  Differentialglei- 
chung (F)  vollkommen  bestimmt  sind.  Dies  findet  zunächst  stets  statt 
ftlr  n  =  1,  d.  h.  für  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  und  über- 
dies nur  noch  für 

n  =  2,         6  =  2. 

Der  Fall  6=1^  wo  also  nur  ein  einziger  im  Endlichen  befind- 
licher singulärer  Punkt  x  =  a  vorhanden  ist,  bedingt  für  die  Differen- 
tialgleichung die  Form 

wo   Cj,   Cj,  •  •  •  c^   Gonstanten   bedeuten.     Setzt   man   in   die   auf  die 
Normalform  gebrachte  linke  Seite 

*w-(«-.)-i';^»'-",  «.-1, 

dieser  Differentialgleichung 

y  =  {x  —  af 
ein,  so  ergiebt  sich  die  charakteristische  Function 

16* 
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(7)  ^{ix-ar)  =  (x-arf(9), 

WO 

/•(P)  =  2'«.-xP(c  -  1)  ■  ■  •  (P  -  X  +  1). 

x  =  0 

Es  stellt  also  (x  —  a)^  ein  Integral  von  (I)  dar,  wenn  q  gleich  einer 
Wurzel  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 

(8)  f(Q)  =  0 

genommen  wird.  Sind  die  n  Wurzeln  r^,  r^,  •  •  •  r^  dieser  Gleichung 
sämmtlich  von  einander  verschieden,  so  constituiren  die  Ausdrücke 

(9)  (x  —  a)  \     {x  —  a)  * ,     •  •  •      {x  —  a)  " 

ein  Fundamentalsystem  von  (I);  die  Integration  dieser  Differentialglei- 
chung ist  also  in  diesem  Falle  vollzogen.  Besitzt  dagegen  die  Gleichung 
(8)  mehrfache  Wurzeln  und  ist  z.  B.  r^  eine  A-fache  Wurzel  derselben, 
so  folgt  durch  (A  —  l)-malige  Differentiation  der  Identität  (7)  nach 
Q,  dass 

^{(x  —  aY'  log  (x  —  a))  =  0  (i=o,  i,  •  •  •  i- 1) 

ist;  d.  h.  zur  A-fachen  Wurzel  r^  der  Gleichung  (8)  gehören  die  X  linear 
unabhängigen  Integrale 

(10)  (x  —  aj^    (x  —  aj'logix  —  a),     •••     (x  — ay'log^'-'\x  —  a\ 

so  dass  wir  also  in  jedem  FaUe  im  Stande  sind,  das  allgemeine  Inte- 
gral von  (I)  in  expliciter  Form  anzugeben. 
Durch  die  Substitution 

0  =  log  (x  —  a) 

geht  die  Differentialgleichimg  (I)  in  die  Differentialgleichung 

iß(y)  =  £i»  =  g,g  +  «„f^+-+«,y  =  0 

über,  deren  Coefficieriten  auf  einfache  Weise  gefunden  werden  können, 
wenn  man  beachtet,  dass 

also: 

ist.     Die  Differentialgleichung 

(H)  B.(y)  =  0 

hat  denmach  constante  Coefficienten,  imd  kann  offenbar  als  die  all- 
gemeinste homogene  lineare  Differentialgleichung  mit  constanten  Coeffi- 
cienten angesehen  werden.     Ihre  Integration  ist  sofort  geleistet,  wenn 


69.  Differentialgleichung  mit  constanten  CoefQcienten.  245 

man  in  die  Ausdrücke  (9),  (10)  die  unabhängige  Variable  z  einführt. 
Die  Gleichung  (8)  oder 

wird  nach  Cauchy  die  zu  (II)  gehörige  charakteristische  Glei- 
chung genannt.  Besitzt  dieselbe  dien  verschiedenen  Wurzeln  ^j;  ^g;  *  ^„, 
so  bilden  die  Ausdrücke 


r^z       ^^z  r^z 


e'^'     e^\  .  •  •  e» 


ein  Fundamentalsystem  von  (2),  sind  mehrfache  Wurzeln  vorhanden^  so 
entsprechen  der  A-fachen  Wurzel  r^  die  X  Integrale 

r-i  z  r-i  z  X  —  1    r-tz 

Cauchy  hat  für  die  Integration  der  Differentialgleichung  mit  con- 
stanten CoefGcienten  ein  elegantes  Verfahren  angegeben,  welches  wir 
hier  darlegen  wollen,  weil  es  die  Bestimmung  eines  durch  seine  An- 
fangswerthe  definirten  Integrals  in  äusserst  übersichtlicher  Weise  er- 
möglicht. Bezeichnen  wir  durch  if(fi)  eine  ganze  rationale  Function 
von  Q  mit  unbestimmten  Goefficienten  und  bilden  das  Integral 

erstreckt  über  die  Begrenzung  eines  Gebietes  G  der  (>-Ebene,  welches 
einige  der  Nullstellen  von  (p(fi)  einschliesst.  Differentiiren  wir  dasselbe 
xmal  nach  z,  so  kommt 


_     1        A(£)     x^,.^ 
2n%  i    <p{Q)^  ^ 


(x  =  0,l,2,    ••), 


(ö) 

und  wenn  wir  dies  in  die  linke  Seite  C^C^)  ^^^  Differentialgleichung  (11) 
einsetzen,  so  erhalten  wir 

«y  x=o 

oder 

dieser  Ausdruck  ist  aber  gleich  Null,  weil 

innerhalb  G  eindeutig,  endlich  und  stetig  ist,  und  der  Ausdruck  (cc)  stellt 
demnach  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (11)  dar.  Offenbar  können 
wir  uns  bei  der  Wahl  von  ^((>)  auf  Fimctionen  von  niedrigerem  als 
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dem  n*®"  Grade  beschränken;  denn  wäre  ^((>)  von  höherem  als  dem 
(n  —  1)**°  Grade,  so  könnten  wir  setzen 

wo  if(fi)  vom  (n  —  1)**°  Grade  ist,  und  erhielten 


2 

Sei  nun  die  linke  Seite  der  charakteristischen  Gleichung 

Vio)  =  {9  —  ^)^'  {9  —  ^2)^'  •  •  •  (p  —  O^*"  ^         ^a  +  ^^; 

m 

und  mögen  innerhalb  G  die  Wurzeln  r^,  r^,  •  •  •  r^  der  charakteristi- 
schen Gleichung  liegen.     Bezeichnen  wir  dann  durch 

das  Cauchy'sche  Residu  einer  Function  f{x)  im  Punkte  a;  =  a^  so  haben 
wir,  wenn  in  der  Umgebimg  von  r^  die  Entwickelung 

wo  ^j  (9  I  r^)  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  bedeutet,  gilt,  die  Gleichung 

A  =  l 

Da  nun  bekanntlich 

y^,)  =  J.r^ß\e^^dQ=  VRes  ^^;\e^' 

(0) 

ist,  so  erhalten  wir  die  Darstellung 


1  =  1  A=sl 


und  hierin  bedeuten,  wegen  der  Willkürlichkeit  von  ^(p),  die  J.  ^  will- 
kürliche Constanten. 

Wenn  wir  den  Bereich  G  soweit  ausdehnen,  dass  er  alle  r^.r^^  "»r 
in  sich  fasst,  so  stellt  der  Ausdruck  (cc)  offenbar  das  allgemeine  Inte- 
gral der  Differentialgleichung  (11)  dar;  wir  stellen  uns  dann  die  Auf- 
gabe, die  ganze  Function  ^((»)  so  zu  bestimmen,  dass  das  Integral 
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der  DiflFerentialgleichung  (II),  vorgeschriebenen  Anfangsbedingungen  ge- 
nügt, d.  h.  für  ;?  =  5  mit  seinen  (n  —  1)  ersten  Ableitungen  die  Werthe 

annimmt.     Es  sollen  also  die  Gleichungen 

(^)  2^-  f^)  ^'^9  =  V,  (^  =  0,1...  »-D 

{h) 
befriedigt  Verden. 

Denken  wir  uns  die  für  q  =  oo  verschwindende  Function 

9(9) 

nach  fallenden  Potenzen  von  q  entwickelt,  so  gilt  diese  Entwickelung 

ausserhalb  eines  um  den  Nullpunkt  der  9 -Ebene  beschriebenen  Bj-eises 
Ky  der  alle  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung  einschliesst; 
wählen  wir  den  Bereich  G  so  gross,  dass  der  Kreis  K  noch  innerhalb 
G  liegt,  so  können  wir  in  die  linke  Seite  der  Gleichungen  (/3)  die 
Entwickelung  (yj  einsetzen  und  gliedweise  integriren.    Dann  ist  aber 

weil  die  Integration  über  alle  Potenzen  von  q,  deren  Exponent  von 
—  1  verschieden  ist.  Null  giebt.   Wir  erhalten  also  die  Gleichungen 

^X  =  Vx  U  =  0,1,    •n-l), 

d.  h. 

und  da  ^((>)  eine  ganze  Function  (n  —  l)***"  Grades  sein  sollte,  so  er- 
giebt  sich  der  gesuchte  Ausdruck  in  der  Form 

«=alÄ=0 

Denkt  man  sich  in  der  Entwickelung  von 

Q  —  ri  ^  ^i         9  — T] 

die  Exponenten  von  rj  durch  imtere  Indices  ersetzt,  so  stinmit  der  so 
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entstehende  Ausdruck  offenbar  mit  dem  für  tio)  gefundenen  Ausdrucke 
überein. 

Bemerken  wir  noch,  dass  die  Differentialgleichung  (II)  mit  con- 
stauten  Coefficienten  nicht  zur  Fuchs 'sehen  Classe  gehört;  in  der  That 
hat  das  allgemeine  Integral  in  z  =  oo  einen  Punkt  der  Unbestimmtheit. 

70.   Differentialgleiolmngen  erster  und  zweiter  Ordnung. 
Biemann'sohe  Differentialgleiohung. 

Die  allgemeinste  Differentialgleichimg  erster  Ordnung  der  Fuchs- 
schen  Classe  mit  den  6  singulären  Punkten  a^,  a^,  •  •  •  a^  mutet 

Sei  in  Partialbrüche  zerlegt: 

so    sind    —  a, ,  —  «o »  •  •  •  —  cc     die   Wurzeln    der   zu   den   Punkten 
X  =  a^y  ttg,  •  •  •  a^  gehörigen  und 


1=1 

die  Wurzel  der  zu  o:  =  c»  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichung. In  der  That  ergiebt  sich  durch  Quadratur  das  allgemeine 
Integral  in  der  Form 

c{x  -  a^T"'  (*  -  «,)""»  ■■■{x-  aX"', 

c  eine  willkürliche  Constante. 

Weitaus  bedeutungsvoller  als  die  eben  behandelten  Specialfalle  ist 

die  der  Wahl 

n  =  2,         6  =  2 

entsprechende  Differentialgleichung,  d.  h.  die  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  der  Fuchs'schen  Classe  mit  zwei  singulären 
Punkten  a^,  a^;  dieselbe  ist,  wie  wir  sahen,  die  einzige  Diffe- 
rentialgleichung höherer  als  erster  Ordnung,  die  durch  An- 
gabe der  a^,  a^,  und  der  Wurzeln  ihrer  determinirenden  Fun- 
damentalgleichungen bestimmt  ist.  Ehe  wir  auf  das  Studium 
dieser  ausgezeichneten  von  Euler,  Gauss,  Kummer  und  Riemann 
behandelten  Differentialgleichimg  eingehen,  soll  eine,  von  Herrn  Fuchs 
herrührende,  Transformation  der  Form  einer  beliebigen  Differentialglei- 
chung zweiter  Ordnung  der  Fuchs'schen  Classe  angegeben  werden,  die 
für  diese  Ordnung  charakteristisch  ist. 
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Die  allgemeinste  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  der  Fuchs- 
schen  Classe  mit  den  <y  singulären  Punkten  a,,  a,,  •  •  -  a^  hat  die 
Cf  estalt: 

die  zum  singulären  Punkte  a;  =  a^  gehörige  determinirende  Fundamen- 
talgleichung lautet 

<ii)  p(p_i)  +  %ii^]p  +  £V^^ 

(i  =  l,2,.  .er). 

IVürde  diese  Gleichung  fär  alle  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  A 
^e  Wurzel  (>  =  0  besitzen,  so  müsste 

sein,  d  h.  F^ia_,J<^  wäre  durch  i^(a;)  theilbar.    Setzten  wir  dann 

WO  i^^_2(^)  ®^°^®  ganze  Function  vom  höchstens  {6  —  2)*®"  Grade  be- 
deutet, so  erhielte  die  Differentialgleichung  (IV)  die  Gestalt: 

(IVa)  ^(x)j/"  +  F^_,{x)y'  +  F^_^(x)y^  0. 

Auf  diese  Gestalt  lässt  sich  nun  eine  beliebige  Differentialgleichung 
(IV)  stets  bringen,  auch  wenn  eine  Gleichung  von  der  Form  (12)  nicht 
besteht.  Man  hat  zu  dem  Ende  nur  an  die  Stelle  von  y  eine  neue  Variable 
durch  die  Gleichung 

(13)  t,  =  (a;-«,y»(a:- «/*...  (ar-a/"^ 

einzuführen,  wo  r^  eine  Wurzel  der  zu  :c  =  a^  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichung  (11)  bedeutet,  die,  falls 

^oin  sollte,  gleich  Null  zu  nehmen  ist.  Setzt  man  nämlich  den  Werth 
CX3)  för  y  in  die  Differentialgleichung  (IV)  ein,  so  ergiebt  sich  für  z 
^iie  Gleichung 

C^)  ^(xy  +  {2^(x)2'  ^-a-  +  ■^«-i(^)  • 


.z 


^r,(r,-l)    ,     ^^  r,r^ 


+  Hx)  y.-^r^+ 


s.X=l  *  2  =  1  fi  =  l  "^  j 
X  —  ßi 


+  F„    ,(*)V     ^i-- + -K-^ili")  L  =  0. 
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Diese  Gleichmig  hat  auch  wieder  rationale  CoeMcienten^  sie  gehört 
auch  zur  Fuchs 'sehen  Classe,  und  die  zu  den  singulären  Punkten  a^ 
gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  derselben  haben 
jede  die  Wurzel  (>  =  0.  Hieraus  folgt,  dass  auch  der  Coefficient  von 
z  eine  ganze  Function  von  a;,  und  zwar  eine  solche  vom  höchstens 
{6  —  2)*®"  Gb-ade  sein  muss,  die  Gleichung  (V)  hat  also  in  der  That 
die  Form  (IV  a). 

Es  sei  nun  <y  =  2,  und  es  mögen  die  Wurzeln  der  determinirenden 
Fundamentalgleichungen,  die  zu  den  Punkten  a^,  a^,  (x>  gehören,  be- 
ziehungsweise durch 

bezeichnet  werden,  dann  ist  zufolge  der  Fuchs^schen  Beziehung 
(14)  A  +  A'  +  ^  +  ^'+i/  +  i/'=l 

und  die  DiflFerentialgleichung  hat  die  Form 

FJx)                               FJx) 
(VI)  y"  + 11^ y  -\ 1^ y  =  0. 

Man  kann  von  dieser  Diflferentialgleichung  zu  einer  noch  etwas  allge- 
meineren übergehen,  indem  man  an  Stelle  von  x  eine  neue  Variable  5 

durch  die  Gleichung 

h  —  cj  —  a       ^  —  ^1 
b  —  a  g  —  c        X  —  ttg 

einführt,  wo  a,  6,  c  beliebige  von  einander  verschiedene  endliche  Grossen 
bedeuten.  Dann  geht  nämlich  (VI)  in  eine  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  mit  rationalen  Coefficieuten  für  y  als  Function  von  |  über, 
die  auch  der  Fuchs'schen  Classe  angehört.  Die  singulären  Punkte 
dieser  Differentialgleichung  sind  die  den  a;  =  a^,  c»,  a^  entsprechenden 
Werthe  ^  =  a,  6,  c,  dagegen  ist  1^=^  cx>  kein  singulärer  Punkt,  da  er 
dem  regulären  Werthe 

«a  — «1 
X  = j 


1  — 


h  —  a 

von  X  entspricht.  Die  Wurzeln  der  zu  1^  =  a,  h,  c  gehörigen  deter- 
minirenden Fundamentalgleichungen  sind  beziehungsweise  durch  die 
Grössen 

gegeben,  wie  man  sofort  übersehen  kann,  wenn  man  beachtet,  dass 

a;-a,  =  (5-a)^,(S:a), 
^_a,  =  (6-c)^,(|:c), 

>  =(6-6)^3(S    b) 
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,  wo  ^^,  ^Pg,  ^^  gewöhnliche  Potenzreihen  bedeuten,  die  für  ^  =  a 
^  ^ziehungsweise   |  =  c,   5  ==  &   nicht   verschwinden.     Das   allgemeine 
ii^xtegral  dieser  Differentialgleichung  in  5  bezeichnet  Riemann  durch 


die  Abhandlung,  welche  Riemann  der  Untersuchung  dieser  Function  ge- 
widmet hat,  ist  die  in  der  historischen  Einleitung  (Nr.  3)  erwähnte.  Wir 
werden  im  Folgenden  die  wesentlichsten  Resultate  dieser  Abhandlung 
mit  Hülfe  der  allgemein  für  die  Differentialgleichungen  der  Fuchs 'sehen 
Classe  entwickelten  Methoden  herzuleiten  haben.  Es  soll  aber  dabei  die 
Form  (VI)  der  Differentialgleichung  zu  Grunde  gelegt,  ja  in  dieser  noch 
eine  weitere  Specialisirung  vorgenommen  werden. 

Führen  wir  nämlich  in  (VI)  an  die  Stelle  von  x  eine  neue  unab- 
hängige Variable  g  durch  die  Gleichung 

ein,  so  erhalten  wir  eine  ebenso  wie  (VI)  beschaffene  Differentialglei- 
chung  für  y  als  Function  von  J,    deren  singulare  Punkte  durch  die 

Werthe 

1  =  0,  1,  (X), 

die  den  x  =  a^,  a^,  cx>  entsprechen,  dargestellt  werden.  Wir  denken 
uns  diese  Abändenmg  von  vorneherein  vollzogen  und  setzen  also  im 
Folgenden 

«1  =  0,     «2  =  1 

voraus;  dann  wird  das  allgemeine  Integral  von  (VI)  durch 


/O    oo  1       \ 
I  A    fi     1/    o;  I 

Va'   u'   1/'      / 


oder  kürzer  durch 


A   fi    V 


\X  ft'  v'     ) 


zu    bezeichnen   sein.     Die  Differentialgleichung  (VI)   selbst  erhält   die 
Form 

und  es  sind  die  constanten  Coefficienten  /J^,  /*^,  r/^,  ^j,  y^  dadurch  be- 
stimmt, dass  die  Gleichungen 
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[q{q-1)-  fo9  +  9o  ==((f-X)(Q-X'), 

9iQ--i-)  +  ifo-\-QQ  +  9o  +  9i  +  9,  =  (9-'^)(.9-'^'), 
q{q-1)+  (2-QQ+ff,  =(p_^)(^_^') 

bestehen  müssen,  deren  linke  Seiten  die  zu  a;  =  0,  1,  oo  gehörigen 
determinirenden  Functionen  der  Differentialgleichung  (VII)  darstellen. 
Es  ist  also 

/o  +  1  =  A  +  A',    /7o  =  ^^\    /i  —  1  =  f*  +  f*',    92  =  ^f*'^ 

g^  =  vv  —  Ik  —  ^fi 

und  die  Differentialgleichung  (VII)  lautet 

"^  a:*(«*  —  2a;  +  1)  ^ 

Wenden  wir  nun  auf  diese  Differentialgleichung  die  oben  angegebene 
Transformation  an,  setzen  also  etwa 

so  erhalten  wir  für  z  eine  Differentialgleichung  Ton  der  Form  (VUa), 
in  welcher  die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichungen 

bei     X  =  0     die  Werthe     0,  A'  —  A , 
„      x  =  \      „         „  0,  V  —V, 

haben,  d.  h.  aUo  die  Differentialgleichung 

,n    ,    0:i  +  f^^+2X  +  2y  +  l)a;  +  r-X  — 1     . 

■•  a;(a;-l)  Z  —  \}y 

oder  wenn  wir  noch 

A  +  fi  +  i/  =  a,     A  +  ^'  +  i/  =  /3,     A  — A'+l  =  y 

setzen,  die  Differentialgleichung 

(G)  x{\  —  a;)r  +  [y  —  (a  +  /S  +  l)a;];»'  —  a^z  =  0, 

die  wir  als  die  Oauss'sche  Differentialgleichung  bezeichnen  und  der 
folgenden  Untersuchung  zu  Grunde  legen  woUen. 


Viertes  Kapitel. 

71.    Ganss'sohe  Dijfferentialgleiohiing.     Fxmdamentalsystem  für 

^  =  0  und  für  a:  ==  oo. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Behandlung  der  Differentialgleichung  (6) 
und  suchen  zuvörderst  die  Wurzeln  der  zu  den  Punkten  0,  1,  c»  ge 
hörigen   determinirenden  Fundamentalgleichungen   auf.     Für  dieselben 
ergeben  sich  nach  dem  Vorhergehenden 

bei    a;  =  0,    die  Werthe    0,    1  —  y, 
77     ä;=1,     ;,         „         0,    y  —  a  —  ß, 
;;      ä;  =  cx),    „  „  a,    ß. 

Bringen  wir  die  Differentialgleichung  (6)  bei  rc  =  0  durch  Multi- 
plication  mit  x  auf  die  Normalform,  so  erhalten  wir  die  charakteristi- 
sche Fimction 

3f>f(x,(f)  =  [(1-x)q((,  -  1)  +  [y  -  (a  +  ^  +  l)x]p  -  aßxjo^; 

also  ist 

/ö(9)  =       9(9  —  1)  +  Y9, 

ni9)  =  -  (»(<.  -  1)  -  («  +  /3  +  1)P  -  aß, 

und  die  Recursionsformel  für  eine  (G)  befriedigende  Reihe 

9(.o',9)=^9M)^'^' 
lautet  demnach  ' 

(15)  aM9ri9)  +  \r-li9)9r-li9)'=^  (-  =  0.1.      ), 

yro 

«,,,_,  (C)^ K(,  +  v-l)((f  +  v-2)  +  (a+ßi-l)iQ  +  v-l)  +  aß]. 

Die  Grössen  a^,  a^,  t^,  t^^,  t^^,  t^^  (Nr.  64,  S.  226)  haben  die  Werthe 

und  wir  erhalten  aus  der  Recursionsformel  für  unbestimmtes  q: 
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oder 

f^a\   n      (n\  =  (g  +  «)•••  (g  +  "  +  y)  (g  +  P)  •  •  •  (g  +  P  ^L*')  ^  /fl\ 
v^";  i^v+i  w;      (p  ^  1) . . .  (p  ^  1  +  v)  (p  +  y) . . .  (^  4.  y  4.  y)  i^oVi';- 

Der  Algorithmus  für  die  Reihe  g{Xj  q)  lautet  demnach 

(17)    =^*(l.-Ii  '-»■'- '  +  >■,.) 

^  9  +  ^7  9  +  ß  ^ 

—  n  (n\  ^  V(g  +  «)  •  •  •  (g  +  *>^  +  y  -  1)  (g  +  P)  •  •  •  (g  +  P  +  y  -  ^)  ^^ 

—  9oK9)^^        (g  +  1)  •  •  •  (g  +  t')  (g  +  y)  •  •  •  (g  +  y  +  ^  -  1) 
und  der  für  die  nach  fallenden  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe 


OD 

I  —  V 


ergiebt  sich  hieraus  nach  Nr.  64  (S.  227)  in  der  Form 

(18)    .-«(-l,  !;-»-«■  -'-5         ii) 

\  — (>  +  0,  — 4>  +  l  — y     «/ 

Wenn  sich  die  Wurzeln  der  zu  a;  =  0  und  zu  rc  ==  00  gehörigen, 
determinirenden  Fundamentalgleichungen  nicht  um  ganze  Zahlen  unter- 
scheiden, d.  h.  wenn 

l-y,     a-ß 

nicht  ganzzahlig  sind,  so  stellen  die  Algorithmen  (17),  (18)  umnittelbaar 
die  zu  a:  =  0,  beziehungsweise  x  =  (x>  gehörigen  canonischen  Funda. — 
mentalsysteme  dar,  wenn  man  in  (17)  für  q  die  Wurzeln  0,  1  —  y,  ii 
(18)  für  —  (>  die  Wurzeln  a,  ß  der  betreflfenden  determinirenden  Fundfli* — * 
mentalgleichungen  einsetzt.    Wählen  wir  noch 

^o(p)  =  l 
und  bezeichnen  mit  Gauss  die.  Reihe 

^^l-y^^      1.2.y(y  +  l)      ^    ^ 

durch 

F{a,  ß,  y,  x\ 

so  erhalten  wir  unter  der  gemachten  Voraussetzung  für  das  zu  x  =^  0 

gehörige  Fundamentalsystem  u^^^  u^^  die  Darstellungen: 
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09) 


\u,,^x'-'Fia  +  l-Y, 


vmd  für  das  2x1  x  =  oo  gehörige: 

Die  Reihen  (19)  convergiren  für 

I  o;  I  <  1,  divergiren  fftr  |  rc  |  >  1, 
die  Reihen  (20)  convergiren  fOr 

a;  I  >  1,  diyergiren  fftr  |  rc  |  <  1. 

Wenn  1  —  y  bez.  a  —  ß  ganze  Zahlen  sind,  so  können  die  Elemente 
«ier  zu  0/  =  0  bez.  x  =  oo  gehörigen  Fundamentalsysteme  Logarithmen 
enthalten.     Betrachten  wir  zunächst  den  Punkt  o;  =  0  und  sei 

l  —  y  =  q 

eine  ganze  Zahl.  Dann  sind  noch  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden, 
"Wo  q  positiv  oder  negativ  ist. 

1)  Sei  q^O,  dann  gehört  zur  Wurzel  0  der  determinirenden 
^EHmdamentalgleichung  jedenfalls  ein  in  Reihenform  darstellbares  Inte- 
gral, und  zwar  ist 

"Wenn  q<iO,  so  kann  auch  zum  Exponenten  q  ein  von  Logarithmen 
freies  Integral  gehören,  hierzu  ist  nach  dem  Kriterium  der  Nr.  53 
^S.  189)  nothwendig  und  hinreichend 

^Aber  zufolge  der  Recursionsformel  (15)  ist,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 

^^o 

M«)  =  /'i(-l)/'i(-2),  •••/■i(ö'), 
'^ond  da 

ist,  so  erhalten  wir 

C21)    A_,(2)  =  (a  -  1)  (^  -  1)  («  -  2)  (^  -  2)  . . .  («  +  g)  (ß  +  q). 

^Heses  Product  verschwindet  dann  und  nur  dann,  wenn  a  oder  ß  mit 
iner  der  Zahlen  1,  2,  •  •  •  ( —  q)  übereinstimmt.  Ist  dies  der  Fall,  so 
onnen    wir    das    zum   Exponenten   q   gehörige   Integral   auch    durch 

^äie  Reihe 

x'-'Fia  +  1  _  y,  ^  +  1  -  y,  2  -  y,  rr) 
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darstellen^  wenn  wir  festsetzen^  dass  in  den  Goefficienten  dieser  Reihe 
die  verschwindenden  Factoren  im  Zahler  und  Nenner  wegzulassen  sind. 
Wenn  für  q<0  das  Product  (21)  von  Null  verschieden  und  wenn  q  =  0 
ist,  so  hat  das  zum  Exponenten  1  —  y  gehörige  Integral  u^^  die  Form 

wo  9q,  9j  in  der  Umgebung  von  x  =  0  reguläre  Functionen  bedeuten, 
die  filr  x  =  0  nicht  beide  verschwinden.  In  diesem  Falle  finden  wir 
%v  %2f  i^d®^  ^^  (vergl.  Nr.  49)  in  dem  Algorithmus  (17)  für  ^^^(p) 
den  Werth 

einsetzen,  wo  C(fi)  eine  fär  q  ==  q  endlich  bleibende  aber  sonst  willkür- 
liche Function  bedeutet;  wir  wählen,  um  einfache  Formeln  zu  erhalten, 

^(^)  =  (p  +  a) .  • .  (9  +  «  -  3  -  1)  (p  +  P)  •   •  (9  +  P  -  «  -  1) ' 

was  gestattet  ist,  weil  a,  ß  mit  keiner  der  Zahlen  1,  2,  •  •  •  ( —  q) 
übereinstimmen  sollten.     Dann  ist  wegen 

^^M)  =  foi9  +  v)  =  (p  +  ^)  (p  +  V  —  q) 

'JoW         (^  +  „)  . . .  (^  _^  a  -  2  -  1)  (p  +  P)  • .  •  (9  +  P  -  g  -  1)' 

und  zufolge  der  allgemeinen  Theorie  erhalten  wir  das  canonische 
Fundamentalsystem  in  der  Form 


»Ol  =  9ix>  i)  =    ff 0(9)^2!^*^^^^' 

^2  — L~"äT~l=a' 


wo 


^>     c  = 


/  \  ^  (g  +  g)  •  •  •  (g  +  <^  +  y  —  ^)  (g  +  P)  •  • '  (g  +  P  +  y  - 

gesetzt  wurde.     Nun  ist  aber 
wir  haben  folglich 

?^  =  </'(^,  p)  =  g(x,  q)  loga;  +  */„(<.)a^5<(<')^' 

— 9  —  1  00 

+ ffo(9)'^2!'My + ^2''M  -  ^y» 

wo 
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zu  nehmen  ist.     Setzen  wir  nun  hierin  Q  =  q,  so  ergiebt  sich 

«Ol  =  9(^, «)  =2cX0)x''  =  Fia,  ß,  y,  x), 

'wie  auch  Ton  anderer  Seite  gefunden  wurde,  und  femer 

^02  =  -^i(«;  A  yy  ^)  +  ^(f^y  ft  ^^  ^)  l^g^; 

"WO 

F,(a,  A  y,  a;)  =  «,;(<?)  {a;'-''  +  c^iq)x'-'  +  ■■•  +  c^_,ia)x-'] 

+J'<(0)a;' 
Sst.    Man  findet 

,  ,         1  11  111 

'  '     p-|_y_l  12  V  y         y  +  1 

liierdurch  ist  der  Reihenalgorithmus  F^{ayß,y^x)  vollkommen  deter- 
minirt;  im  Falle  g  =  0  ist  jF\(a,  j8,  y,  a;)  eine  nach  positiven  ganzen 
Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe. 

2)  Sei  g^  >  0,  dann  gehört  jedenfalls  zum  Exponenten  1  —  y  ein 
in  Reihenform  darstellbares  Integral,  nämlich 

x^-'Fia  +  1  _  y,  ^  +  1  _  y,  2  -  y,  4 

Ein  zweites  Integral  findet  man  durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  im 
Falle  1)  oder  einfacher,  indem  man  die  Substitution 

1  — y 

z  =^  X     ^u 

in    die    Differentialgleichung   (G)    macht,    wodurch    dieselbe    in    eine 
Oauss'sche  Differentialgleichimg  für  u  übergeht,  in  der  die  Grössen 

a+1  —  y,     /J+1—  y,     2  —  y 

^n  die  Stelle  von  a,  /3,  y  getreten  sind,  für  die  also  dann  der  Fall  1) 
stattfindet.  Es  ergiebt  sich,  dass  zum  Exponenten  p  =  0  das  von 
Logarithmen  freie  Integral 

Fi^,  ß,  Y,  x) 

Schlesinger,  Differentiiilgleichimgen.  L  17 
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gehört,  wo  im  Zähler  und  Nenner  der  einzelnen  Coefficienten  die  ver- 
schwindenden Glieder  wegzulassen  sind,  wenn  a  oder  ß  mit  einer  der 
Zahlen  0,  —  1,  —  2,  •  •  y  übereinstimmt,  dass  dagegen,  wenn  dies  nicht 
der  Fall  ist,  der  Wurzel  p  =  0  der  determinirenden  Fundamental- 
gleichung das  Integral 

x'-nF,(a  ^l-y,ß^l-y,2-y,x) 

^F{a-\-l-Y,ß-\-l-y,2-r,x)  loga;] 

entspricht. 

Die  analoge  Discussion  für  den  Punkt  x  =  oo  gestaltet  sich  am 
einfachsten,  wenn  man  in  (G)  die  Substitutionen 

(22)  x=l,  Ä  =  r« 

ausführt,  wodurch  sich  für  u  als  Function  von  S  eine  Gauss'sche 
Differentialgleichung  ergiebt,  worin  die  Zahlen 

a,  a  — y+1,  — /J  +  a+1 

die  Rolle  der  a,  /?,  y  spielen.  Die  Reihen  (20)  behalten  also  ihre 
Bedeutung,  auch  wenn  a  —  ß  eine  ganze  Zahl  ist,  zu  beiden  Wurzeln 
a,  ß  aber  ein  von  Logarithmen  freies  Integral  gehört.  Ist  das  nicht 
der  Fall  so  haben  wir 

1)  wenn  a  —  ß  eine  negative  ganze  Zahl  oder  Null  ist,  die  beiden 
Integrale 

•"^(13,  /3-y+l,  /S-a  +  l,  -^-), 

+  f(/3,  /S  -  y  +  1,  ^  -  a  +  1,  l) log  A]; 

2)  wenn  a  —  ß  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  die  beiden  Integrale 
F(a,a-y-{-l,a-ß-\-l,  ^), 

-[F,(a,  a-y  +  1,  a-/3  +  l,  A) 

^F(a,a-y+l,a-ß+l,  |)log-^]. 

72.    BeUien  die  nach  Potenzen  von  1  —  x  fortschreiten. 

Das  !Kummer*8Che  Prineip. 

Um  die  nach  Potenzen  von  x  —  1  fortschreitenden  Reihenent- 
wickelungen und  damit  das  zu  a:  =  1  gehörige  canonische  Funda- 
mentalsjstem  zu  erhalten,  ist  es  am  zweckmässigsten  in  (G)  zu  setzen 


X 


X 


— a 
X 


X 
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(23)  1  -  a;  =  I, 

wodurch  für  z  als  Function  von  |  eine  Gauss'sche  Differentialgleichung 
hervorgeht,  worin 

a,  /3,  a  +  /3  -  y  +  1 

an  die  Stelle  der  a,  /3,  y  getreten  sind.     Unterscheiden  sich  die  beiden 
Wurzeln   der   txl  x=\    gehörigen   determinirenden   Fundamentalglei- 
chung nicht  um  eine  ganze  Zahl,  d.  h.  ist  y  —  a  —  /?  nicht  ganzzahlig, 
so  erhalten  wir 

«,,  =  i^C«,  ft  «  +  ^  +  1  -  y,  1  -  X), 

«„  =  (l-a;/— ''i^Cy-fty-a,  y-«-/S+l,  1  -  a;), 

und  dieselben  Integrale  behalten  ihre  Bedeutung,  wenn  y  —  a  —  /3  ganz- 
zahlig ist,  aber  trotzdem  zu-  beiden  Wurzeln  der  determinirenden  Funda- 
xxientalgleichung  ein  von  Logarithmen  freies  Integral  gehört.  Ist  dies 
xricht  der  Fall,  so  haben  wir 

1)  wenn  y  —  a  —  ß'^0  ist,  die  Integrale 

(«,/S,a  +  /3-y +1,1-0;), 

\(a,ß,a  +  ß-y+l,l-x)  +  F{a,ß,a  +  ß-y+l,l-x)\og(l-xy, 

2)  wenn  y  —  a  —  /3  >  0  ist,  die  Integrale 
(1  -  xy-'-"  Fiy  -ß,y-a,Y-a-ß+hl-x), 
(l-xy-''-''{F,(y-ß,y-a,y-a-ß-\-l,  1  -  x) 

+  F(y-/3,  y-u,  y  -  a  -  ß  +  1,  1  -  a;)log(l -a;)). 

ie  hier  auftretenden  Reihen  convergiren  fQr 

|a;-li<l, 

vergiren  fOr 

|a;-l|>l. 

ir  können  auch  Reihen  herstellen,  die  nach  fallenden  Potenzen  von 

—  X  fortschreiten,  also  ein  zu  rr  =  oo  gehöriges  canonisches  Funda- 
entalsystem  darstellen,  beschränken  uns  dabei  aber  auf  den  Fall,  wo 

—  ß  keine  ganze  Zahl  ist.     Diese  Reihen  gehen  aus  u^^,  u^^  ebenso 
ervor,  wie  u^^,  u^j  aus  u^^,  w^j,;  wir  finden  demgemäss 

ü,,  =  (1  -  05)-«  J'(«,  y-ß,  a-ß+1,  ^^), 

«,,  =  (1  -  o;)-'* ^(ft  y  -  «, /3  -  «  +  1,  j-y , 

^^^i^Tid  der  Convergenzbezirk  dieser  Reihen  umfasst  die  Werthe,  fiir  die 

I  1— a;'>l. 
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Diese  Reihen  definiren  ebensowohl  wie  die  Reihen  (20)  wohl- 
bestimmte  Functionszweige,  die  der  Differentialgleichung  (6)  genügen, 
wenn  wir  uns  die  als  Factoren  auftretenden  mehrdeutigen  Potenzen 
fixirt  denken.  Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  je  zwei  dieser  Functions- 
zweige identisch  sind.  Das  geschieht  mit  Hülfe  des  folgenden  Kum mor- 
schen Princips.  Seien  die  a,  /?,  y  willkürliche  von  einander 
unabhängige  Grössen,  dann  können  sich  zwei  Integrale  der 
ßauss'schen  Differentialgleichung,  die  beide  nach  ganzen  auf- 
steigenden Potenzen  von  x  entwickelbar  sind,  nur  durch 
einen  constanten  Factor  unterscheiden. 

Die  Richtigkeit  dieses  Princips  erhellt  aus  der  einfachen  Bemerkung, 
dass  ein  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  entwickelbares  Integral 
von  (6)  nothwendig  in  der  Form 

darstellbar  sein  muss,  wo  c^,  c^  Constanten  bedeuten,  und  dass  bei 
willkürlichen  a,  /3,  y,  wo  also  1  —  y  keine  ganze  Zahl  ist,  c^  verschwindet. 
Das  Princip  gilt  natürlich  ebenso  flir  zwei  nach  ganzen  aufsteigenden 
Potenzen  von  1  —  x  entwickelbare  Integrale  von  (6),  auch  übersieht 
man  sofort,  wie  dasselbe  auf  eine  beliebige  Differentialgleichung  n**' 
Ordnung,  deren  Integrale  sich  im  Punkte  a;  =  0  bestimmt  verhalten, 
übertragen  werden  kann  (vergl.  Nr.  51,  S.  179). 

Macht  man  in  die  Differentialgleichung  (G)  die  Substitution  (22), 
so  besitzt  die  für  u  als  Function  von  5  resultirende  öauss'sche  Diffe- 
rentialgleichung die  beiden  Integrale 

Die  Reihe  für  v  convergirt,  wenn  |  5 1  <  1,  die  Reihe  für  r,  wenn 

ist:  denken  wir  uns  also  in  der  J-Ebene  im  Punkte  S  =  -s  ^^^'^  Senkrechte 
zur  realen  g-Axe  errichtet,  so  convergiren  beide  Reihen  innerhalb  des- 
jenigen durch  diese  Senkrechte  von  dem  um  5  =  0  mit  dem  Radius 
Eins  beschriebenen  Kreise  abgeschnittenen  Segments,  das  den  Punkt 
1  =  0  enthält,  gleichzeitig.  Wir  können  also  die  Entwickelung  von  v 
in  der  Umgebung  von  5  =  0  einfach  dadurch  herstellen,  dass  wir 

nach  Potenzen  von  5  entwickeln,  diese  Entwickelungen  in  die  Reihe 
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für  V  einsetzen  und  nach  Potenzen  von  5  ordnen;  dann  schreitet  die 
Entwickelung  von  v  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  S  fort  und 
beginnt  mit  dem  constanten  Gliede  ( —  1)~".  Hieraus  folgt  auf  Grund 
des  Kumme rschen  Princips,  dass 

(-  1)-"«'  =  -V, 
d.  h.  also 

ist,  und  durch  VerUnuschung  von  a  mit  ß  ergiebt  sich  hieraus  sofort 

Diese  Gleichungen  gelten  für  die  Reihen,  welche  die  auf  beiden  Seiten 
einer  Gleichung  stehenden  Functionen  darstellen,  innerhalb  des  gemein- 
samen Convergenzbezirks,  hieraus  folgt  aber,  dass  sie  bestehen  bleiben, 
wenn  man  die  beiden  Functionen  u^^  ( — l)****«!?  beziehungsweise 
«^«,  ( —  l/**3cs  *^^  denselben  Wegen  fortsetzt.  Sie  lehren  also,  dass 
die  Elemente  des  zu  x  =  <x>  gehörigen  cnnonischen  Fundamentalsystems 
zweier  verschiedener  Entwickelungen  fähig  sind,  ein  Umstand,  der  auch 
in  praktischer  Hinsicht  nicht  ohne  Bedeutung  ist,  da  für  verschiedene 
Werthe  von  x  bald  die  eine  bald  die  andere  Entwickelimg  rascher 
convergirt.  Diese  beiden  Entwickelungen  sind  aber  nicht  die  einzigen, 
die  für  w^^,  u^,  aufgestellt  werden  können,  auch  ist  es  nicht  für  diese 
Integrale  allein,  sondern,  wie  wir  nunmehr  zeigen  werden,  ebenso  für 
die  w^j,  Uq2,  Mjj,  Wj2  möglich,  zu  verschiedenen  Reihenentwickelungen 
zu  gelangen. 

73.    Transformation  der  Ganss'sohen  Differentlalgleiohiing. 

Wir  hatten  schon  wiederholt  Gelegenheit  Substitutionen  anzugeben 
(z.  B.  (22),  (23)),  durch  welche  die  Differentialgleichimg  (G)  wieder  in 
eine  Gauss'sche  DiiFerentialgleichung  überging,  und  zwar  waren  in 
der  letzteren  allemal  an  die  Stelle  der  a,  /3,  y  lineare  Functionen 
dieser  Grössen  mit  numerischen  Coefficienten  getreten.  Wir  fragen 
nun  allgemein,  durch  welche  Transformationen  von  der  Form 


(24) 


wo  w  und  5  Functionen  von  x  bedeuten,  geht  die  Differentialgleichung  (G) 
in  eine  ebenfalls  Gauss'sche  DiiFerentialgleichung 

,r\  't^  _u  •/'-(«'+ P'+  'H  di  _     af  f^ 

^^^  d^^  6(1-6)  di       6(1 -6r~ 
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über,  wo  die  a\  ß\  y'  mit  den  a,  /3,  y  durch  die  linearen  Beziehungen 

«'=  K^  +  K^  +  ^2^  +  ^8? 

verknüpft  sind.  Die  besondere  Form  der  Transformation  (24)  wird 
durch  die  Betrachtungen  eines  späteren  Abschnittes  motivirt  werden; 
daselbst  kann  auch  erst  die  tiefere  Bedeutung  der  hier  behandelten 
Frage  zur  Darlegung  kommen.  Wir  fügen  noch*  die  Voraussetzungen 
hinzu,  dass  a,  /3,  y  als  von  einander  unabhängige,  unbestimmte  Grössen 
gewählt  seien,  und  dass  die  Function  \  von  x  von  den  a,  /3,  y  unab- 
hängig angenommen  werde. 

Bilden  wir  aus  (24),  durch  Differentiation  nach  Xy 

wo  die  Accente  Ableitungen  nach  x  bedeuten,  und  setzen  diese  Aus- 
drücke in  (G)  ein,  so  entsteht  eine  lineare  homogene  Differential- 
gleichung für  5  als  Function  von  5,  ^'^  ™t  (F)  übereinstimmen  muss; 
die  Vergleichung  der  Coefficienten  ergiebt: 

(25)    2e.-r  +  u;r+  '  "  ^l^tH^^  ^^  =  ^i^f^  ^  '  ^"^ 

^26)    ^   + a:(l-a:) ^  "  :c(l  -  o:)  ^  "  -  |Il"^rj)  «^  '  l    • 

Dividirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  durch  w  -  %'  und  integrirt, 
so  erhält  man 

2        w     "J—'^(i^*)~"  '''  J f(T^f) ""^  dx 

w  =  C  •  e  e  -TTf 

dg  ' 

oder 

(27)       «;*  =  Cx-\1  -  xf-^'+^+'Y  (1  - 1)-'''+'''+'''+^  If , 

WO  C  eine  willkürliche  Gonstante  bedeutet.  Indem  man  nun  diesen 
Ausdruck  in  (26)  einsetzt  oder  nach  Differentiation  von  (25)  direct 
Wy  w\  w"  «liminirt,  ergiebt  sich  die  zwischen  x  und  J  bestehende 
Differentialgleichung 

(28)  z/^J  +  ----,--^,— g     =_^__--, 

WO 


f 
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der  sogenannte  Schwarz*sche  Diiferentialaiisdrack  ist^  und 
A  =  ia-ß)'-l,-  Ä'^  (a'-  ß'f  -  1, 

B  =  4aß  —  2y(a  +  /3  —  1),    B'=  4u'ß'  —  2y'(«'+  /*'—  1)", 
C  =  y(y_2),  C'=y'(y'-2^ 

gesetzt  wurde.  Die  Gleichung  (28)  muss  für  willkürliche  Werthe  der 
«,  /5,  y  bestehen;  setzt  man  also  für  «',  ß\  y  ihre  Ausdrücke  als 
lineare  Functionen  der  a,  /3,  y  ein  und  ordnet  nach  Potenzen  dieser 
letzteren  Grössen,  so  ergeben  sich  zehn  Gleichungen,  indem  die  Coefß- 

9  9  9 

cienten  von  a  ,  ß  ,  y  ,  aß,  uy,  ßy,  u,  ß,  y  für  sich  verschwinden 
mflssen.    Es  ist  nun 

Ax^  -\-Bx-\-C=  x*a  +  xY  +  y*  —  2x{x  —  2)aß  —  2xay 

-  2(1  -  ^)y  -  x\ 

und 

A't  +  B'l  -f-  C'=  ha  -\-ltf  -\-  ly  +  maß  +  nyß  +  pay 

+  qa  +  rß  +  sy  +  t, 

die  h,  Je,  •  •  •  s,  t  sämmtlich  Ausdrücke  Ton  der  Form 

af  +  61  +  c 

.    Vergleicht  man  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (28)  die  Goeffi- 
<3 Xanten  ron  y,  p,  y  >  so  erhält  man 

^-^j^s  -2(l-a;)^a|'  +  ftg  +  Cg,» 

s  =  at  +  6S  +  c, 

l  ==  «sl"  +  \'i  +  Cj 

^äsetzt  wurde.    Durch  Division  der  Gleichungen  (30),  (31)  und  (29), 
^^il)  folgt  nun 

«2I*  +  h^  +  Cü 
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so  dass  also 
(32) 


g  = 


VX  -^   Q 


sein  muss,  wo  A^  ^  r^  p  Constanten  bedeuten.    Für  diesen  Werth  von  5 
ist  aber  offenbar 


Ü)-o. 


die  Gleichung  (28)  erhält  also  die  Form 

und  hieraus  folgt  wegen  der  Willkürlichkeit  der  a,  /3,  y 

L  -  x^{l  —  xf  =  {Ix  +  f*)*  (vx  +  of  [(y  —  X)x  +  p  —  ft]* , 

wo  L  einen  constanten  Factor  bedeutet.  Diese  Gleichung  liefert  nun 
sechs  verschiedene  Werthsysteme  der  i,  A,  /u,  v,  (>,  denen  entsprechend 
die  Gleichung  (32)  die  sechs  Werthe 


(34) 


I  =  J-, 


^  =  l—x,    5  =  ^  , 


fc  fc  fc  """" 

^  "^  l—X^       ^  "^  X—l'  ^^^        X 


ergiebt.     Die  zugehörigen  Werthe  der  a\  ß\  y'  finden  wir  dann  aus 
der  Gleichung  (33);  z.  B.  muss  für  |  =  :i;  sein 

Äx^  +  -Ba;  +  C^A'x-^-  B'x  +  C", 

also 

A  =  A\    B  =  B\    C=G\ 

woraus  nach  der  Bedeutung  dieser  sechs  Grössen 

{a-ßf  =  {a'-ß')\     4a/S-2y(a+/3-l)=4a'/S'-2y'(«'+/3'-l), 

y(y_2)  =  /(y'-2) 

folgt.     Wir  erhalten  demgemäss  für  S  =  a:  die  vier  Lösungssysteme 


a 


ß 

y  —  ß 


w  = 


y  —  a 

^  —  y+1    ß  —  y  +  1 

1  —  a       I       1  —  /3 


y 
y 

2  —  y 


c(l  —  x) 


.\Y  —  a  —  ^i 


CX 


1-y 


l—y    ca;'"^(l  -  x)^-**-^, 

c  eine   Constante,   und    entsprechend  vier  Gauss'sche  Differentialglei- 
chungen mit  der  unabhängigen  Variabein  x,  für 


z,    (l-x) 


-y+«4-,^ 


z,     X 


i+y 


^^  x-'-^'(i-xr'-^''-^^z. 
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Setzt  man  in  der  Gleichung  (28) 

1  —  5  an  Stelle  von  g, 
^ '4"  /^ '+  1  —  y    ^^  Stelle  von  y\ 
s^o    bleibt   dieselbe  ungeändert^    dann  bleibt  nach  (27)  auch  w  unge- 
ndert.     Setzt  man  femer  in  (28) 


.  Y^i  *^  Stelle  von  S, 
:so  bleibt  diese  Gleichung  auch  ungeändert  und  w  verwandelt  sich  in 

(1  -  i)-''w. 

-Auf  Grund  dieser  einfachen  Bemerkungen  lassen  sich  jetzt  die  den 
:fiinf  anderen  Werthen  von  x  entsprechenden  a,  ß\  y  aus  den  für 
i,  =  X  gefundenen  ablesen,  denn  die  Ausdrücke  (34)  reproduciren  sich 
immer  wieder,  wenn  man  die  durch  dieselben  angedeuteten  Operationen 
beliebig  oft  hintereinander  auf  irgend  einen  von  ihnen  anwendet. 
Diese  merkwürdige  Eigenschaft  der  sechs  Ausdrücke  (34)  wird  uns 
später  in  allgemeinerer  Fassung  wieder  begegnen,  es  ist  die  sogenannte 
Gruppeneigenschaft,  die  seit  Galois  in  der  ganzen  modernen  Mathe- 
matik eine  fundamentale  Bedeutung  gewonnen  hat.  Die  Ausdrücke  (34) 
stimmen  mit  den  sechs  verschiedenen  Werthen  überein,  die  das  Doppel- 
verhältniss  von  vier  Punkten  bei  allen  vierundzwanzig  möglichen  Permu- 
tationen dieser  Punkte  anzunehmen  vermag,  wenn  x  den  Werth  des 
Doppelverhältnisses  bei  einer  bestimmten  Anordnung  darstellt. 

74.    Die  vierondzwanzig  Integrale.     Oonvergenz  auf  dem 

Convergenzkreise. 

Wir  erhalten  durch  die  sechs  Werthe  von  %  und  die  jedem  der- 
selben entsprechenden  vier  Werthsysteme  der  «',  /?',  y\  w'  im  Ganzen 
vierundzwanzig  Gauss'sche  Differentialgleichungen  (G');  nehmen  wir 
liir  jede  derselben  das  Integral 

F«  ß',  V\  I), 
80    finden   wir   durch  die  Transformation  (24)  die  folgenden  vierund- 
zwanzig Integrale  von  (G): 

I  F{u,  ß,  y,  x), 

n  (1  -  xy—l'Fiy  -a,y-ß,Y,  x), 

m  a.»-i'j?'(a  _  y  +  1,  ^  _  y  +  1,  2  -  y,  a;), 

IV  x^-^il  —  xy-''-''F{l  —  a,l  —  ß,2  —  y,  x), 
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V  F{a,ß,a  +  ß+l-r,l-  x), 

VI  x'~^F{a  -\-l  —  y,ß  +  l—y,a  +  ß-\-l  —  Y,  1—x 

Vn  (1  —  xy~'~^F(y  —  a,  y  —  ß,  y  —  cc  —  ß  +  l,  1—x] 

Vni  x'-'^O-  —  xf-'-^Fil  —  a,  1  —  ft  y  —  a  —  /3  +  1,  1 


IX   ( 

'-x)-''F{a,a-y+\,a-ß+\,  ^), 

X   ( 

'-x)-^F{ß,  /3-y+l,  i8-«+l,  1), 

XI   ( 

-  xr-\l  -  xY-''-I'f[i  _  «,  y  _  «,  ^  +  1  - 

1 

XTT   ( 

-  x-f-'il  -  xy-l'-'F(\  _  ft  y  _  ft  «  +  1  - 

-A   X 

xm 

XIV 
XV 
XVI 


xvn 
xvm 


\-x)-'F{a,y-ß,a-ß  +  \,  ^ , 
\-xr^F{ß,y-a,ß-a  +  \,^^, 
-xf-\\-x)'-''-'F{u+\-y,\-ß,a+\ 

-  xy-\i  -  xy-^-^F[ß + 1  -  y,  1  _ «,  ^ + 1 


-Ä 


a. 


1 


1  -  xy-F^a,  y-ß,y,-^), 

.xrl'F{ß,y-a,y,^^, 
XIX    «'-''(1  —  xy-'-^Fia  +  1  —  y,  1 

XX  x^-\\ — xy-''-^F{ß  +  1  —  y,  1 


ß,2-y,^ 
a,  2  —  y,  -' 


XXI  x-''F(a,  a_y+l,  a  +  ^+l_y,  ?--J) , 

XXn  x-''F(ß,ß-y  +  l,a-\-ß+l-y,^--^), 

XXTTT  x°-^(l  —  a;/— ~''f(i  —  a,  y  —  a,  y  —  a  —  /? 

XXrV  /-''(l  —  a;/— '^ ^"(1  —ß,y  —  ß,y  —  tt  —  l 
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Diese  vierundzwanzig  Reihen  convergiren,  wenn  ihr  viertes  Ele- 
ent,  A  h.  also  x  in  F{a,  ß,  y,  x),  dem  absoluten  Betrage  nach 
einer  ist  als  Eins,  hieraus  folgt,  dass  fQr  jeden  beliebigen  Werth 
on  X  stets  zwölf  von  diesen  vierundzwanzig  Reihen  convergent  sind, 
Aehnlich  wie  wir  die  Gleichungen  w^j=( — l)"fi^j,  ^»^^^i — ^y**«« 
ergeleitet  hatten,  zeigt  man  nun  auf  Grund  des  Kummer'schen  Prin- 
cirips,  dass  je  vier  dieser  vierundzwanzig  Integrale  mit  einem  der  sechs 
Xlntegrale  m^^,  m^^,  w^^,  m^^,  m^j,  u^^  identisch  sind,  es  besteht  nämlich 
dentitat  zwischen: 

u^j    oder  I  und  H,  XVH,  XYIU, 

w^,    oder  m  und  IV,  XIX,  XX, 
(—  lyu^^  oder  IX  und  XU,  XIH,  XV, 
(—  ir^w^a  oder  X  und  XI,  XIV,  XVI, 

Wjj    oder  V  und  VI,  XXI,  XXIT, 

u^^    oder  VII  und  VIÜ,  XXIÜ,  XXIV. 

Diese  Identitäten  bestehen  zwischen  je  zweien  dieser  Reihen  selbst 
innerhalb  des  gemeinsamen  Theiles  der  Convergenzkreise,  oder  für  die 
aus  den  Reihen  entspringenden  particulären  Integrale,  wenn  man  die- 
selben von  einem  Punkte  des  gemeinsamen  Convergenzkreises  der  beiden 
Reihen  aus  auf  denselben  Wegen  fortsetzt.  XJeberdies  müssen  auch 
noch  zwischen  irgend  welchen  dreien  der  durch  die  vierundzwanzig 
aufgestellten  Reihen  definirten  particulären  Integrale  homogene  lineare 
Relationen  mit  constanten  Coefficienten  bestehen;  auf  diese  kommen 
wir  im  achten  Abschnitte  zurück. 

Wir   fanden,    dass   die   Integration   der  Gauss*schen  Differential- 
gleichung (G)  auf  die  Reihe 

zurückgeführt  ist,  wenn  die  a,  /3,  y  als  unbestimmte  Grössen  angesehen 
werden;  für  specielle  Werthe  der  a,  /},  y,  wo  gewisse  aus  denselben 
gebildete  Differenzen  ganze  Zahlen  sind,  tritt  noch  die  Reihe 

F,{cc,  ft  y,  x) 

hinzu,  die,  wie  wir  sahen,  durch  einen  Grenzübergang  aus  F{ay  /3,  y,  x) 
erhalten  werden  kann.  Es  soll  nun  diese  letztere  Reihe  F{a,  /3,  y,  x\ 
die  gewöhnlich  die  Gauss'sche  oder  auch  hypergeometrische  Reihe 
genannt  wird,  noch  etwas  genauer  untersucht  werden;  insbesondere 
erörtern  wir  die  Frage  ihrer  Convergenz  auf  dem  Convergenzkreise. 
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Die  durch  die  6 aussteche  Reihe  definirte  Function  u^^  verl: 
sich  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  des  Convergenzkreises  |  x  |  = 
regulär,  mit  Ausnahme  der  Stelle  x  =  l.  In  der  Umgebung  '< 
X  =  1  ist  Uq^  homogen  linear  mit  constanten  Coefficienten  du 
tijj,  ttjg  darstellbar,  der  Thom^'sche  Gonvergenzsatz  ergiebt  demgem 
das  folgende  Kriterium: 

Wenn  der  reale  Theil  von  y  —  a  —  ß  im  algebraiscli 
Sinne  grosser  ist  als  —  1,  so  convergirt  die  Gauss'sche  Rei 
für  alle  von  x=l  verschiedenen  Werthe  von  x,  deren  ab 
luter  Betrag  gleich  Eins  ist,  sie  convergirt  auch  noch  1 
x=lf  wenn  der  reale  Theil  von  y  —  a  —  ß  positiv  ist. 

Den  letzten  Theil  dieses  Satzes  hat  Gauss  flir  den  Fall  res 
Werthe  der  a,  /3,  y  durch  directe  Methoden  bewiesen,  die  Ver 
gemeinerung  des  öauss'schen  Verfahrens  auf  den  Fall  beliebiger  cc 
plexer  a,  /3,  y  hat  Herr  Weierstrass  gegeben.  Gauss  hat  a 
femer  gezeigt,  wie  sich  der  Werth  F{a,  /3,  y,  1),  falls  die  Reihe 
a;  =  1  convergent  ist,  mit  Hülfe  einer  einfachen  Transcendenten, 
von  den  a,  /3,  y  abhängt,  darstellen  lässt.  Er  hat  zu  dem  Ende  ( 
Begriff  der  contiguen  Functionen  eingeführt,  ein  Begriff,  der  i 
verschiedenen  Mathematikern  auch  auf  Reihen,  die  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  der  Fuchs'schen  Classe  mit  mehr  als  zwei  singulä: 
Punkten  genügen,  ausgedehnt  worden  ist,  für  diese  aber  noch  nicht 
ähnlichen  Ergebnissen  geführt  hat,  wie  sie  für  die  Gauss'sche  Di 
rentialgleichung  bestehen. 
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Unter  einer  zu  F(a^  ß,  y,  x)  contiguen  Function  oder  Reihe  i? 
steht  Gauss  eine  Reihe  F{a\  ß\  y\  x)y  wo  zwei  der  «',  /3',  y'  i 
den  entsprechenden  der  a,  /3,  y  übereinstimmen,  das  dritte  dagegen  s 
von  dem  entsprechenden  der  a,  /3,  y  um  die  positive  oder  negat 
Einheit  unterscheidet.  Es  giebt  demnach  sechs  verschiedene 
l^(a,  /},  y,  x)  contigue  Functionen;  zwischen  je  zweien  derselben  i] 
der  ursprünglichen  Reihe  besteht,  wie  Gauss  gezeigt  hat,  eine  linei 
homogene  Beziehung;  wir  woUen  von  diesen  fünfzehn  Beziehungen 
für  unsere  Zwecke  erforderlichen  herleiten. 

Setzen  wir 

j^  _  («  +  l)(«  +  2)...(a  +  y~  l)P(P  +  l)--(P  +  y-2) 
V  1  •  2  •  •  •  v  •  y  (y  -(-  1)  •  •  •  (y  -f-  V  —  1)  ' 

SO  lautet  der  Coefficient  von  x'' 


t 
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in  F(a,ß,y,x)  ■  ■  ■  a(ß  ■}- v  -  l)M^, 

in  F(cc,  ß-  1,  r,  X)  ■  ■  ■  a(ß-l)M^, 
inF(a-{-l,  ß,r,x)---(_a-\-v)(ß  +  v-  1)M^, 

in  F{a,  ß,y  —  l,x) ^^^^ y --i     ^v^ 

in  xF(a  +  1,  /J,  y,  iJ?)  •  •  •  v{y  +  v  —  1)  M^ . 
'Taus  ergeben  sich  sofort  die  Gleichungen 
,;)  (y  _  a  _  1)  Fia,  ß,  y,  x)  +  aF(a  +  1,  ß,  y,  x) 

+  (\^y)F(a,ß,y-l,x)  =  0, 
)     (y  _  a  _  ß)F(a,  ß,  y,  x)  +  «(1  -  x)  F{a  +  1,  ß,  y,  x) 

+  (ß-y)F(a,ß-l,y,x)^0', 

^[^^^ÄT-tauscht   man   hierin   a   mit   ß   und   combinirt   die  so  entstehenden 
iichungen^  so  ergiebt  sich 

r)     [^^l-(y-ß-l)x]Fia,ß,y,x)  +  (y-a)F(a-l,ß,y,x) 
+  (1  - y)  (l-x)F(a,  ß,y-l,x)  =  0. 

irwandelt  man  in  (35),  aina  —  l,yiny  —  1  und  zieht  von  der 
entstehenden  Gleichung  diejenige  ab,  die  aus  (37)  hervorgeht,  wenn 
m  darin  7^  -f"  ^  ^^  ^^  Stelle  von  y  setzt,  so  erhält  man 

«)  y(l  -  x)F(a,  ß,  y,  x)  -  yF{a  -  1,  ß,  y,  x) 

+  {y-ß)xF{a,ß,y  +  \,x)==0. 

(37),  (38)  folgt  nun 
9)  y^^y-l-^2Y-a  —  ß-\)x)F{a,ß,y,x) 

+  (y  -  «)  (y  -  ß)xF{a,  ß,y  +  \,  X) 
-yiy-V)(\-x)  F{a,  ß,y-\,x)  =  0. 

on  den  drei  in  dieser  Formel  auftretenden  Gauss'schen  Reihen  sind 

F{tt,  ß,  y,  x),    F(a,  ß,  y -\- 1,  x) 

x=\  convergent,  wenn  der  reale  Theil 

^(y-a-  ß) 

on  y  —  a  —  ß  positiv  ist,  die  dritte  R«ilie 

F{a,  ß,y-\,x) 

ist  jedoch   unter   dieser  Voraussetzung   für  rc  =  1   nicht  nothwendig 

^jonvergent,  da 

9i(y  — a  — /3-  1) 
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zwar  algebraisch  grösser  als  —  1,  aber  doch  negativ  sein  kann.  Jeden- 
falls convergirt  aber 

F{a,  ß,  Y-\,x)     für     la;|  =  l,    x+1; 

hieraus  folgt  nun,  dass  der  absolute  Betrag  des  v^^  Gliedes  dieser 
Reihe  für  |  rr  |  =  1  mit  wachsendem  v  beliebig  klein  wird,  es  wird 
also  der  absolute  Betrag  des  Coefficienten  von  x"  in  jP(a,  /3,  y  —  1,  a:) 
mit  wachsendem  v  beliebig  klein.     Hat  man  nun  eine  Potenzreihe 

S=l  ^a^x  +  a^x^  -\ , 

für  welche 

lim  a  =  0 

V 

r 

ist,  so  ist  die  Reihe 

(1  -  a:)  S  =  1  +  («^  -  1)^  +  (a,  -  a^  +  («,  -  a^  +  •  •  • 

convergent  für  x  =\  und  hat  die  Summe  Null,  auch  wenn  S  für 
a;  =  1  divergirt;  es  ist  also 

\xmix-\)Fia,ß,y-l,x)  =  0, 

wenn 

9fi(y  —  a  —  /3)  >  0 

ist.     Unter  dieser  Voraussetzung  folgt  also  aus  (39): 

F{a,  ß,  Y,  1)  =  ^''^J^^  ^K  A  y  +  1,  1), 
und  hiemach  für  jede  positive  ganze  Zahl  x: 

(40)  P(.,  A  ,,  1)  -  ^>i£Är^^. t;).  F(^ß,r +•,!), 

wo 

(41)  iT(x, «)  =  (^^i)(^^.*2)...(^^,)  X- 

gesetzt  wurde.     Nun  ist  aber  offenbar  für  unendlich  wachsendes  x 

Um  F{a,  ft  y  +  X,  1)  =  1, 

X 

also  folgt  aus  (40) 

(42)         Fi..  A  ,,  1)  -  lim  "^l^m^.r=^;zll . 

Aus  einfachen  Sätzen  über  die  unendlichen  Producte  folgt,  dass 

lim  i7(x,  u)  =  n{u) 

X 

stets  existirt  und  eine  für  jedes  m,  welches  keine  negative  ganze  Zahl 
ist     eindeutige    und    endliche    monogene   Function    darstellt,    die   der' 
Functionalgleichung 


76.  Die  TT- Function.  271 

n{u  +  1)  =  (u  +  1)  77(u) 
genügt.     Wir  erhalten  also  aus  (42)  die  Darstellung 

<43)  F{a,  ft  y,  1)  =  7j-(y-zr-«--i)  Ttc^^T^— D ; 

imd    diese    Darstellung    hat   jedenfalls    einen    Sinn,    wenn    keine   der 
Grössen 

y — 1,     y  —  a  —  ß  —  1,     y  —  a — 1,     y  —  ß  —  1 

gleich  einer  negativen  ganzen  Zahl  und 

9t(y  —  a  —  /3)  >  0 

ist.  Inwieweit  diese  Voraussetzungen  auch  nothwendig  sind,  wird  im 
achten  Abschnitte,  wo  wir  eine  wichtige  Anwendung  dieser  Formel  zu 
^ben  haben,  genauer  erörtert  werden. 


Sechster  Abschnitt. 
Die  Entwickelnngen  der  Integrale  innerhalb  eines  Kreisringes. 

Erstes  Kapitel. 

76.   Beoarsionsformel  für  die  innerhalb  eines  EreiBringes  gültigen 

BeUienentwiokelnngen. 

Wenn  sich  die  sämmtlichen  Integrale  der  Differentialgleichung  (A), 
deren  Coefficienten  in  der  Umgebung  einer  Stelle  x  =  a  (als  die  wir 
wieder  den  Nullpunkt  x  =  0  wählen  wollen)  eindeutig  sind,  an  dieser 
Stelle  bestimmt  verhalten,  woraus  folgt  (vergl.  Nr.  43),  dass  die  Coef- 
ficienten i>i,  jJgj  '**  Ph  ^^®  Form  (D)  haben  müssen,  so  wollen  wir 
sagen,  jene  Stelle  sei  eine  Stelle  der  Bestimmtheit  für  die  Dif- 
ferentialgleichung oder  auch  für  den  die  linke  Seite  von  (A)  dar- 
stellenden Differentialausdruck.  Das  Studium  dieses  Falles  ist  in  dem 
vorhergehenden  Abschnitte  ausführlich  erledigt,  es  soU  nunmehr  der 
Fall  untersucht  werden,  wo  die  Stelle  rc  =  0  keine  Bestimmtheiisstelle 
der  Differentialgleichung  (A)  ist.  —  Wir  halten  dabei  die  Voraussetzung 
fest,  dass  die  Coefficienten  J)j,  l>j,  •  •  •  JP^  bei  einem  Umlaufe  um  x  =  Q 
zu  ihren  Ausgangswerthen  zurückkehren,  schliessen  aber  nicht  aus,  dasi? 
X  =  0  eine  Stelle  der  Unbestimmtheit  für  diese  Coefficienten  ist. 

Es  möge  genauer  und  allgemeiner  die  folgende  Voraussetzung  gemacht 
werden.  Sei  E  ein  von  zwei  concentrischen  Kreisen  K,  JC',  die  mit 
den  Uadien  ü,  R'  um  x  =  0  beschrieben  sind,  begrenzter  zweifach  zu- 
sammenhängender Bereich,  innerhalb  dessen  die  p^,  p^j  •  •  •  p^  eindeutig 
und  in  der  Umgebung  jeder  einzelnen  Stelle  von  7?  regulär  sein  mögen, 
dann  sind  nach  dem  Laurent'schen  Satze  p^,  p^,  '  '  '  Pn  Jiii^^rhalb  E 
nach  ganzen  Potenzen  von  x  entwickelbar,  also 

+  00 

I)^{x)  =    ^^  C^^X  (x  =  l,  2,  • .  ■  »). 

Denken  wir  uns  dann  die  Differentialgleichung  durch  Multiplication  mit 
x'*  auf  die  Form  gebracht: 
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(A)      P(y)  =  x'y'"'  +  a;"-'P„_,(z)9<"-"  +  ■  •  •  +  P,{x)y  =  0, 
SO  ist  also  innerhalb  E 

(1)  ^x(^)  ^^^xi^"  (x  =  0,l,    •n-l); 

der  Oleichmässigkeit  wegen  werde  auch  noch 
gesetzt.     Da  in  diesem  Falle  die  Function 


t  = 


2'ni 


die  in  der  Theorie  der  Fundamentalgleichung  geforderten  Bedingungen 

^S.  129)  erfOUt^  so  besitzen  die  Elemente  des  zu  E  gehörigen  canonischen 

Cundamentalsjstems  auch  hier  die  Form  (8)  (Nr.  39,  S.  134),  wo  jetzt  die 

'^.^(x)  innerhalb  des  Kreisringes  E  nach  ganzen  Potenzen  von  x  ent- 

"^^ckelbare  Functionen   bedeuten.     Wir   stellen   uns   die  Aufgabe,   die 

Cüoefficienten    dieser    Entwickelungen ,     ebensowohl    wie    die     Zahlen 

^^i>  r^,  •••  zu  bestimmen;  hierdurch  ist  dann  auch  die  zu  E  gehörige 

^f^'nndamentalgleichung,  und  damit  das  Verhalten  der  canonischen  Inte- 

Le  innerhalb  E  festgelegt. 

Setzen  wir  also  in  (A)  für  y  eine  Reihe  von  der  Form 

2)  _  9{'»,Q)='^9M)^^' 

^^in,  ordnen  nach  Potenzen  von  x  und  vergleichen  die  Coefficienten  der 
^^inzelnen  a:-Potenzen  mit  Null.  Zu  diesem  Ende  bilden  wir,  wie  im 
"^^erten  Abschnitte  (Nr.  44,  S.  156),  zunächst  die  charakteristische 
b\inction 

mn  ist 

Xand  nach  Potenzen  von  x  entwickelt,  innerhalb  jB, 
"^o  also 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.   L  18 


274  VI.  Die  Integrale  innerhalb  eines  Kreisringes.    Kapitel  1. 


(5) 


fo(Q)  =2'"«»^^^  -  1)  •••((»-  X  +  1),      a,,  =  1 


x=0 
n  — 1 


/i(P)=^«xA9(p-l)-(P-''+l)>         ^  +  0, 


x=0 

gefunden  wird.     Es  ergiebt  sich  demnach 


Piffix,  Q)) = ^  ^  9XqW  2!  f^^^  +  *')^'' 


f= OD  X= 00 

lind  wenn  wir 

(6)  /•..-.((» +  ^)  =  «>;(<►), 

X=s 00 

setzen y  so  ist 

(8)  Pig(x,Q))  =  ^'^F^i(f)x\ 


f.  = 00 


so  dass  wir  für  die  Coefficienten  g^io)  und  für  den  Exponenten  q  das 
System 

(9)  I\{q)  =^  a^,{Q)9M')  =  0         (— .  •  ■  +») 


i=--OD 


von  Gleichungen  erhalten.  —  Diese  unendlich  vielen  Gleichungen 
unendlich  vielen  Unbekannten  lassen  mit  algebraischen  Hülfsmitteln-Ä^ 
keine  Auflösung  zu,  man  kann  aber  gewisse  Schlüsse  auf  die  BeschaflFeir":«' 
heit  der  denselben  genügenden  Grössen  q,  9y{Q)  ziehen,  wenn  man  sicZ 
des  von  den  Herren  Hill  und  Poincar^  in  die  Analjsis  eingefOhrte: 
Begriffes  der  unendlichen  Determinanten  bedient.  Herr  Helg 
von  Koch  hat  diesen  Begriff  zum  ersten  Male  auf  das  in  Rede  stehen' 
Problem  angewandt;  wir  wollen  zuvörderst  das  Nöthigste  aus  d 
Theorie  der  imendlichen  Determinanten  entwickeln. 


77.  Begriff  der  nnendliohen  Determinante.   Normalform.   Oonvergei 

Sei  ein  System  von  doppelt  unendlich  vielen  Elementen 

Ä  =  (a.J         (,\x=-oo,  ...-I-00) 

gegeben,  wir  fragen  nach  dem  Grenzwerthe  der  Determinanten 

D      =\a.]  (t,  x  =  — m,  ■•    -f  m) 

in  L    txj 
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Ifc-  unendlicli  wachsendes  m*).     Falls  ein  solcher  Grenzwerth  existirt^ 
so  bezeichnen  wir  denselben  durch 

•       D  =  [a.j         (f,»=-oo,...+QD), 

nennen  ihn  die  aus  dem  Systeme  Ä  gebildete  unendliche  Deter- 
minante und  sagen  diese  Determinante  sei  convergent.  —  Die  Be- 
dingung für  die  Convergenz  lautet  also  nach  den  Regeln  der  Analysis 
^v«de    folgt:   nach  Vorschrift   einer  beliebig  kleinen  Grösse  S  muss  es 
möglich  sein,  eine  ganze  positive  Zahl  v  so  anzugeben,  dass 

für  jedes  ganzzahlige  positive  A,  wenn  m>  v.  —  Ist  diese  Bedingung 
icht  erfüllt,  so  sagen  wir,  die  unendliche  Determinante  D  sei  di- 
ergent. 

Die  Gesammtheit  der  Elemente 

Xneisst  die  Hauptdiagonale,  das  Element 

«00 

^as  Anfangsglied  der  unendlichen  Determinante;  ein  Element  a.  ge- 
Hiört  der  Diagonale  an  oder  nicht,  jenachdem  i  =  x,  oder  i  =J=  x  ist, 
^e  Gesammtheit  der  Elemente 

a.^  (ä=— OD, — h») 

T)ildet  die  i**  Zeile,  die  Gesammtheit  der  Elemente 

a.^  («=— OD,  ..-i-od) 

die  X*®  Reihe  xler  unendlichen  Determinante.  —  Das  Fundamentaltheorem 
lautet  nun: 

Die  unendliche  Determinante  ist  convergent,  wenn  das 
Product  der  Diagonalglieder  und  die  Summe  der  nicht  der 
Diagonale  angehörigen  Glieder  unbedingt  convergent  sind. 


•)  Wir  wählen  hier  vorübergehend  für  die  Bezeichnung  einer  aus  den  Ele- 
menten a^y  gebildeten  Determinante  das  Zeichen 

[««.] , 

um  eine  Verwechslung  mit  dem  für  den  absoluten  Betrag  von  a,.^  gebräuchlichen 
Zeichen 

I  '^•x  i 

zu  vermeiden.    Sobald  eine  solche  Verwechslung  nicht  mehr  zu  befurchten  sein 
wird,  wollen  wir  wieder  die  gewohnte  Bezeichnungsweise  für  die  Determinanten 


o  Tt -Tn  aVt  m  o-n 
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Setzen  wir  nämlich 

a     =  1  4-  a    , 

XX  ■         xx' 

so  folgt  aus  der  unbedingten  Convergenz  der  Iteihe 

^1  ^J       »X  ^J  ^j       »x 

und  des  Productes 

4-00 


/J(^  +  ^-)^ 


x  =  —  » 

dass  die  Reihe 

^^l^'iJ  ('.-  =  -«,•  .4-*), 

i         X 

ebensowohl  wie  das  Product 

»  X 

convergent  sind.     Setzt  man  nun 


-nr+2:i«.. 


m  f    f    1    ~     '      >^  I    I      fx 


/= — m  \         x  =  — m 


SO  ergiebt  sich  aus  dem  formalen  Bildungsgesetze  der  Determinanten 

1  ^m4-i  ^m  i  =  -Sn4-2  -^w  > 

und  da  zufolge  der  Convergenz  von  P  bei  unendlich  wachsendem  m 

m 

ist  für  jedes  positive  ganzzahlige  k,  so  ist  auch 

m 

woraus  der  zu  beweisende  Satz  folgt.  —  Von  einer  unendlichen  Deter- 
minante D,  die  die  in  dem  Satze  vorausgesetzte  Beschaffenheit  zeigt^ 
sagen  wir  mit  Herrn  von  Koch,  sie  habe  die  Normalform.  Für  eine 
solche  Determinante  D  lässt  sich  die  Definition  derselben: 

(I)  I)  =  \\mD 


m 
m 


noch  etwas  verallgemeinem.     Setzen  wir  nämlich 

-Omn  =  Kx]  (',x  =  -n.  ...4-«),   »|m, 

4-m    /  4"^^* 

tv  I 


»  =  —  n    \  X  =  -  -  /< 


•^xx       ^xy         -^  kx       -^  xy 


78.  Sätze  über  unendliche  Determinanten.  277 

so  ist  offenbar  jedes  Glied  von  D^^^^  in  der  Determinante  jD^,  und  jedes 
Glied  von  P^^^  in  der  Entwiekelung  von  Pj  enthalten,  wenn  X  die 
grössere  der  beiden  Zahlen  w,  n  bedeutet.     Folglich  ist 

'       XX  mn  I  — —       X  mn ' 

und  da  offenbar 

Um  P     =  lim  F,=P 

mn  .  X 

m^n  X 


ist,  SO  haben  wir  auch 


lim  D     =  Um  Z>,  =  D. 

mn  .  X 

tM,  ;<  X 


Insbesondere  ist  also 

lim  D,  =  lim  D^^,^  ,^^_^  =  D. 

Da  mm 

lim  D^  =  [a.J         (#,x=— «, — (-»), 

Umi)    ,,        3  =  I«-_LJ     ijI         (»,»«=—*. — f-*) 

m-j-Aj  in  —  X  L    <  +  x,  x-f-Jti 

ist,  so  erkennen  wir,  dass  in  einer  unendlichen  Determinante,  die 
die  Normalform  hat,  jedes  beliebige  Diagonalglied  als  An- 
i'angsglied  genommen  werden  kann,  ohne  dass  sich  dadurch 

der  Werth  der  Determinante  verändert. 

• 

78.    Sätze  über  nnendliohe  Determinanten.     Subdeterminanten. 
Mulüplioationstheorem.     Verallgemeinerung. 

Ersetzt  man  in  D  die  Elemente  einer  beliebigen  Zeile  A  durch 
Grössen 

deren  absoluter  Betrag  eine  gewisse  positive  Grösse  fi  nicht  über- 
schreitet und  bezeichnet  die  so  entstehende  unendliche  Determinante 
durch  //,  so  folgt  aus  dem  beim  Convergenzbeweise  für  D  angewandten 
Verfahren,  dass  auch  D'  convergent  bleibt,  und  zwar  ist 

I  i)'  :  <  ftP', 

wenn  P'  ein  Product  bedeutet,  welches  aus  P  dadurch  hervorgeht, 
dass  der  auf  den  Index  i  =  A  bezügliche  Factor  weggelassen  wird. 

Aus  der  Definition  von  D  und  den  bekannten  Eigenschaften  end- 
licher Determinanten  folgt,  dass  D  sein  Vorzeichen  ändert,  wenn  man 
zwei  beliebige  Zeilen  oder  zwei  beliebige  lleihen  mit  einander  vertauscht; 
wenn  also  in  einer  unendlichen  Determinante,  die  die  Normal- 
form hat,  die  Elemente  zweier  Zeilen  oder  zweier  Reihen 
übereinstimmen,  so  ist  der  Werth  dieser  Determinante 
gleich  Null. 
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Setzen  wir 

^2r=I^Vx]  (/,x=-(r-l),    •   +0, 

*= — r  \  x= — r  / 

/=  — r-fl\        x  =  — r+1 

80  folgt  aus  der  Identität 

A  =V-I-V-I---I-V 

indem  man  r  ins  Unendliche  wachsen  lässt. 


OD 


(H)  D  =  v,  +  V,+    ..=2'^".' 

m  =  l 

und  diese  R^ihe  ist  unbedingt  convergent  (d.  h.  die  Reihe  der  abso- 
luten Beträge  convergirt  ebenfalls),  da  die  Glieder  V^^  derselben  dem 
absoluten  Betrage  nach  kleiner  sind  als  die  entsprechenden  Glieder  der 
aus  lauter  positiven  Elementen  bestehenden  Reihe 

w  =  2 

Denkt  man  sich  nun  die  Determinante  V^^^  in  gewohnter  Weise  ent- 
wickelt, d.  h.  als  Aggregat  von  m\  Gliedern  geschrieben: 

m! 

V  =  y  V  , 

m  ^^J        mx" 

x=l 

80  ist 


m        X 


mx  ^ 


und  auch  diese  Doppelreihe  ist  unbedingt  convei-gent.    Durch  geeignete 
Anordnung  ihrer  Glieder  folgt  demnach  für  D  die  Darstellung 

(III)  ^  =  2'±/7«"'. 

;i  =  — OD 
wo  die  Summation  über  alle  Producte  zu  erstrecken  ist,  die  aus 


u 


«lA 
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hervorgehen,  indem  man  die  ersten  oder  die  zweiten  Indices  auf  jede 
mögliche  Weise  permutirt  und  dem  Producte  das  positive  oder  nega- 
tive Zeichen  beilegt,  jenachdem  die  betreflfende  Permutation  aus  der 
gewöhnlichen  Zahlenfolge 

8,  -2,-1,0,  +1,  +2,  +3,... 

durch  eine  gerade  oder  durch  eine  ungerade  Anzahl  von  Inversionen  her- 
vorgegangen ist.  —  Aus  dieser  Darstellung  (III)  folgt,  dass  die  unendliche 
Determinante  D  eine  „lineare  Function"  der  Elemente  einer  Zeile  oder 
Reihe  ist;  der  Coefficient  des  Elementes  a.^  ergiebt  sich,  wie  in  der 
Theorie  der  endlichen  Determinanten,  indem  man  aus  D  die  Zeile  i 
und  die  Reihe  x  weglässt  und  das  Resultat  mit  ( —  1)*""''  multiplicirt, 
in  Form  einer  unendlichen  Determinante: 


(i)-^'- 


so  dass  also  z.  B. 

ist.  Wir  nennen  entsprechend  der  gewöhnlichen  Determinantentheorie  A.^ 
die  zu  a.  gehörige  Subdeterminante  von  D  und  bezeichnen  die 
A^^  überhaupt  als  die  ersten  Subdeterminanten  von  2).  Aus  dem 
Satze  über  die  Vertauschung  zweier  Reihen  oder  Zeilen  folgt  dann 
genau  so  wie  in  der  gewöhnlichen  Theorie,  dass  die  ersten  Subdeter- 
minanten die  Gleichungen 

X 

befriedigen.     Die  analogen  Gleichungen 

D=  y«.  A  , 

^^J        IX        IX  ' 

i 
i 

gelten  in  Bezug  auf  die  Reihen  von  D.     Offenbar  ist  auch  formal 

Ebenso  kann  man  nun  die  zweiten,  dritten  u.  s.  w.  Subdeterminanten 
"Von  D  einführen ;  ersetzt  man  z.  B.  in  D  die  Elemente 

»1*1 '       '2*2'  W^r 

^urch  Eins,  die  übrigen  in  den  Zeilen  i^,  i^,  •  •  •  i^  imd  in  den  Reihen 
3«,,  x^y  •••  X  stehenden  Elemente  durch  Null,  so  erhält  man  die  r*® 
Subdeterminante  • 
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*1    *2 


sie   entsteht  auch  aus  D,  indem  man  die  Zeilen  i,,  L,  •••  i    und 
Reihen  x^,  x^,  •  •  •  x^  weglässt  und  das  Resultat  mit 


(-1) 


2=1 


multiplicirt.  Analog  dem  Laplace 'sehen  Determinantensatze  ergi« 
sich  dadurch  ein  entsprechender  Satz  für  unendliche  Determinanten  a 
der  Normalform.  Aus  der  Darstellung  (III)  ergiebt  sich  auch  soft 
dass  der  Werth  von  7)  nicht  geändert  wird,  wehn  man  Zeilen  r 
Reihen  beliebig  mit  einander  vertauscht,  vorausgesetzt,  dass  dabei  je 
in  der  Hauptdiagonale  befindliche  Glied  wieder  in  die  Hauptdiagon 
zu  stehen  kommt,  und  jedes  nicht  der  Diagonale  angehörige  61 
wieder  ausserhalb  der  Diagonale  verbleibt.  Man  kann  aus  dies 
Grunde  sagen,  eine  in  der  Normalform  geschriebene  unendliche  Dei 
gninante  sei  unbedingt  convergent.  Diese  Eigenschaft  geht  auch  i 
der  folgenden  Darstellung  einer  unendlichen  Determinante  sehr  ansch 
lieh  hervor.     Man  hat  nämlich 


(IV)    D  =  l+2' 


Xj  Xi         Xji  Xj 

CC  CC 

XjXi       x^Xx 


"xx      "xx.    ^XX 

+2 

Xi  <  Xj  <  X, 

a        a        a 

XjXi         XjXi         XjXj 

CC           CC           CC 
x^Xi       Xa  Xx       Xa  Xj 

+ 


wenn  man  x^,  Xg,  x^,  •  •  •  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zah 
durchlaufen  lässt,  die  den  Ungleichungen 

X^  <  Xjj  <  Xj  <  . .  . 

genügen.  Diese  Formel  ergiebt  sich  unmittelbar,  wenn  man  die  a 
löge  für  endliche  Determinanten  gültige  auf  D^  anwendet  und  dam 
ins  Unendliche  wachsen  lässt. 

Nunmehr  lassen  sich  auch  die  Sätze  über  die  Addition  und  Mu 
plication  der  gewohnlichen  Determinanten  auf  die  unendlichen  Dei 
minanten  von  der  Normalform  übertragen.  Das  Multiplicatio: 
theorem  lautet  z.  B.  wie  folgt: 

Seien 

zwei  unendliche  Determinanten  von  der  Normalform,  und  werde 

4-» 

<'ix=^^iAx 
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gesetzt^  so  ist  die  Determinante 

Kx]  («,x  =  — «, f-oo) 

auch  von  der  Normalform,  und  man  hat 

Ebenso  ergiebt  sich  die  Beziehung 

/*i    ^  •  •  •   K 


Diese  nur  für  den  Fall,  wo  D  die  Normalform  hat,  skizzirten  Sätze 
lassen  sich  aber  leicht  auf  eine  etwas  allgemeinere  Gattimg  unendlicher 
Determinanten  übertragen.     Sei  nämlich 

D=  [a.^]  (/,x=--oc,...4-«) 

eiue  Determinante  von  folgender  Beschaffenheit.     Das  Product 

der   Diagonalglieder  sei   unbedingt  convergent,  femer  sei  es  möglich, 
^ine  unendliche  Folge  von  Grössen 


SSO  anzugeben,  dass  die  Reihe 


■"•anbedingt  convergire.  Dann  convergirt  die  Determinante  D,  und  es 
gelten  für  sie  dieselben  Sätze,  wie  für  die  Normalform.  In  der  Tliat, 
«setzen  wir 

»/x  =  «*»  i   > 

X 

so  hat  die  unendliche  Determinante 

^"^  Kx]  (i,x  =  -oc,..    -foc) 

die  Normalform.    Haben  also  V  ,  V^^^  für  die  ä.     dieselbe  Bedeutung 
wie    die   oben    eingeführten   V  ,   V       für  die  a.  ,   so  ist  nach  Glei- 

o  m/         mx  ix' 

chung  (II) 

msssl  7/i       X 
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Nun  ist  aber  offenbar 

V    =V   ,        V      =V     , 

w*  in  f  m  X  m  X ' 

wir  haben  folglich 
und 

00 


y^i        w*  y^i   Xt        rnx  > 


m  =  1  //( 


woraus  sich  die  Mehrzahl  der  für  die  Normalform  hergeleiteten  Sätze 
unmittelbar  ergiebt.  Das  Theorem  von  der  Ersetzbarkeit  der  Elemente 
einer  Zeile  l  durch  Grössen  fi  ,  deren  absoluter  Betrag  unterhalb  einer 
gewissen  Grenze  ft  bleibt,  bedarf  jedoch  für  den  jetzt  betrachteten  Fall 
einer  Modification;  wir  können  es  wie  folgt  aussprechen: 

Wenn  die  Determinante  D  den  jetzt  vorausgesetzten  Be- 
dingungen genügt,  und  man  ersetzt  die  Elemente  der  Zeile  A 
durch  Grössen  fi^^  für  welche 


^*  X 

X 


<  ft  (x  =  — ex, h»), 


so  ist  die  so  entstehende  Determinante  D'  convergent,  und  es 
ist  offenbar 

Wenn  z.  B.  für  einen  gewissen  Werthbereich  von  x  die  Reihe 

unbedingt  convergirt,  so  kann  man  x^  =  x  nehmen  und  erhält  dann^ 
wenn  man  in  2)  die  Elemente  der  Zeile  X  durch 

ft,  =  ^' 

ersetzt,  eine  Determinante  D\  die  als  Potenzreihe  von  x  dargestellt 
werden  kann  und  deren  Coefficienten  die  zu  den  Elementen  der  Zeile  A 
gehörigen  ersten  Subdeterminanten  von  D  sind. 


79.    Gleiohmä88ige  Oonvergenz  einer  unendlichen  Dtsterminante. 

Differentiation. 

Es  seien  nun  die  Elemente  a^^  Functionen  einer  complexen  Varia- 
bein p,  die  innerhalb  eines  gewissen^ Bereiches  T  der  (nEbene  eindeutig 
sind  und  sich  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  dieses  Bereiches  regulär 
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yerhalten;  dann  kann  man  den  für  Grenzprocesse^  die  mit  Functionen 
einer  Veränderlichen  vorgenommen  werden,  bestehenden  Begriflf  der 
gleichmässigen  Convergenz  auf  die  aus  den  Elementen  «,,((>)  (wo 
wir  jetzt  das  Argument  q  in  die  Bezeichnungen  einfügen)  gebildete 
unendliche  Determinante 

anwenden.  Diese  Determinante  wird  also  innerhalb  T  gleichmässig 
convergiren,  wenn  es  nach  Vorschrift  einer  beliebig  kleinen  positiven 
Grösse  d  möglich  ist,  eine  ganze  Zahl  v  so  anzugeben,  dass 

ist  für  jedes  ganzzahlige  positive  A,  sobald  q  einen  Werth  des  Bereiches 
iT,  und  m  eine  ganze  Zahl,  die  grösser  ist  als  v,  bedeutet.  —  Ist  diese 
IBedingung  erfüllt,  so  folgt  aus  den  Elementen  der  Theorie  der  Grönz- 
""werthe,  dass  alsdann  D{q)  eine  innerhalb  T  eindeutige  und  an  jeder 
Stelle  von  T  reguläre  Function  von  q  darstellt. 

Sei  nun  die  Determinante  D{q)  so  beschaffen,  dass  die  Reihe 

<v)  2'2'  I  "••«(^)-! 

i        X 

innerhalb  T  gleichmässig  convergirt;  dann  ist  zunächst  klar,  dass  D(q) 
^e  Normalform  hat,  aber  D(fi)  convergirt  auch  gleichmässig  innerhalb 

T.  In  der  That  ergiebt  sich  dies  sofort,  wenn  man  auf  die  Darstel- 
Hung  (II)  zurückgreift  und  beachtet,  dass  unter  der  jetzt  gemachten 
"Voraussetzung  die  Reihe  für  P  (S.  278)  innerhalb  T  gleichmässig  con- 

Tergirt;    daraus   folgt  dann  unmittelbar  die  gleichmässige   Convergenz 

der  Reihe  (II)  und  somit  auch  die  von  D{q).     Ebenso  sind  die  Ent- 

wickelungen 

K 

D{9) -y  +  fjaM 

i  =  — OD 

und  (IV)  in  diesem  Falle  innerhalb  T  gleichmässig  convergent. 

Äehnliche  Schlüsse   gelten,   wenn  die  Determinante  D{q)  so  be- 
schaffen ist,  dass  sich  Grössen 

X^  (X  =  — 00, f-oc) 

finden  lassen,  die  die  Reihe 
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22 !  «..w  I 


ZU  einer  gleichmässig  convergenten  machen;  ersetzt  man  dann  in  D(q) 
die  Elemente  der  Zeile  A  durch  Grössen  fi  ,  für  welche 


X 


<    ft  (X=«  — OD, h»)l 


so  ist  auch  die  Reihe 

die   alsdann   den  Werth  der  so  transformirten  Determinante  darstellt, 
innerhalb  T  gleichmässig  convergent. 

Aus  den  bekannten  Sätzen  für  die  Differentiation  einer  endlichen 
Determinante  ergiebt  sich  schliesslich,  dass  in  dem  Falle,  wo  die  Reihe 
(V)  innerhalb  T  gleichmässig  convergirt,  die  Ableitung  von  I){q)  nach 
if  durch  die  Formel 

(  X 

dargestellt  werden  kann. 


80.   Die  Systeme  von  nnendlioh  vielen  linearen  Gleiohungen  mit 

nnendlioh  vielen  Unbekannten. 

Sei  nun  ein  Gleichungssystem  vorgelegt  von  der  Form 
(VI)  G.  =^a.^g^  =  0  (,=-oo,...+ooh 

X=3; — OD 

für  welches  die  unendliche  Determinante 

D=  [a.^]        (/,x=-<»,  ■  -foo) 

die  Normalform  besitzt.     Suchen  wir  diejenigen  Werthsysteme  der  g^, 
die  das  Gleichungssystem  (VI)  befriedigen,  und  die  der  Ungleichung 

(VII)  \g^\<9  (x  =  -oc,...-|-ao) 

genügen,  wo  g  eine  angebbare  endliche  Grösse  bedeutet. 

Für  Werthe  g^,  die  der  Ungleichung  (VTI)  genügen,  ist 

^     «.-xl    l^xl  (••  =  -»,•••+«) 
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kleiner  als  eine  positive  angebbare  Grösse;  folglich  ist  die  Reihe 

i         jL 

anbedingt  convergent,  und  daher 


woraus 


^'"-ith-o 


folgt.  —  Wenn  also  D  von  Null  verschieden  ist,   so  niüssen  alle  \^^ 
rerschwinden,  d.  h.   damit  die   Gleichungen  (VI)  ein  nicht  ver- 
solü  ^windendes  Lösungssystera  zulassen,   welches  den  Unglei- 
ciiTiiigen  (VII)  genügt,  muss 

D  =  0 
seix^. 

Sei    nun  D  =  0   vorausgesetzt,   und   bilden  wir  die  Subdetermi- 
;cn 


\ —  m  •  •  •  +  m/       ^    ^ ' 


^^      können  diese  nicht  für  jeden  noch  so  grossen  Werth  von  m  ver 
sclx-^v^nden.     In  der  That  bezeichne  [w]  das,  was  von  dem  Producte 


f-/TC+2i"'.i) 


(/,  X  =  — 00, ^-00) 


^*-^^*^^  bleibt,  wenn  wir  die  auf  i  =  —  m,  •  •  •  +  ^*  bezüglichen  Factoren 

^^{?Xas8en,  so  ist 

lim  [m]  =  1. 

^^^    ist  aber  offenbar 


(m)-l.^M-l, 

^^     folglich  für  hinreichend  grosses  w  die  Subdeterminante  (w)  sicher 
^^    ^ull  verschieden.    Es  giebt  folglich,  wenn  D  =  0  ist,  jedenfalls  eine 
^^lliche  ganze  Zahl  r  von  der  Besch&ffenheit,  dass  nicht  alle  r^"  Sub- 
^^'^^^rminanten  von  D  verschwinden.     Sei  z.  B. 


i,        *o     •    •    •       *     \ 

S  *»  •  •  •  V 


*tn:end,  wenn  r  >  1  ist,  alle  ersten,  zweiten,  •  •  •  {r  —  1)**°  Subdeter- 
**"*^anten  Terschwinden;  dann  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Gleichungen 
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(?.  =0,    G.  =0 

»1  >  »2 


G.  =0 


eine  Folge  der  übrigen  sind^  und  dass  zwischen  den  Unbekannten  g 
die  Beziehungen 


h   S 


^l    *2 


X 


9.= 


\  S 


X     X 


8 


X 


^xi  +  ---  + 


^. 


stattfinden  müssen,  während  den  q   ,  g    ,  •  •  •  o     willkürliche  Werthe 
beigelegt  werden  können. 


Zweites  Kapitel. 

81.   Transformation  der  gegebenen  Differentialgleichimg. 

Ehe  wir  nun  dazu  übergehen,  die  im  vorhergehenden  Kapitel 
durchgeführten  Betrachtungen  auf  das  Studium  des  Gleichungssystems 
(9)  anzuwenden,  wollen  wir  die  gegebene  Differentialgleichung 

einer  Transformation  unterwerfen,  die  eine  formale  Vereinfachung  bewirkt, 
deren  tiefere  Bedeutung  aber  allerdings  erst  an  späterer  Stelle  hervor- 
treten wird.  Diese  Transformation  ist  derjenigen  analog,  mit  Hülfe 
deren  man  in  der  Algebra  den  Coefficienten  der  (n  —  1)****  Potenz  der 
Unbekannten  in  einer  'Gleichung  w^®^  Grades  zum  Verschwinden  bringt; 
sie  bezweckt  auch  hier  den  Coefficienten  der  (w  —  1)*®"  Ableitung  zum 
Wegfall  zu  bringen.     Setzen  wir 

wo  ti,  z  noch  zu  bestimmende  Functionen  von  x  bedeuten,  in  die  Dif- 
ferentialgleichung ein,  so  ergiebt  sich,  da 

ist,  für  z  die  Differentialgleichung 

^(-) + /-^)  (p^ +„«:)+ ,(-^)  (p,  +  (n  - 1)1,,  *;:  + «,  ^-)  +  •  - . 


Soll  hierin 


sein,  so  haben  wir 


»,  +  n   -  =  0 


ZU  wählen.     Alsdann  sind  aber  die 


'  -. " 


(«) 


l_.  ■  •     •     •  __  — ■ 

u  '      u  '  u 


288  VI.  Die  Integrale  innerhalb  eines  Kreisringes.    Kapitel  2. 

ganze  Functionen  von  p^  und  dessen  successiven  Ableitungen^  so  dass 
die  Differentialgleichung  in  z 

in)    ,      (»—2)/        .    n — 12        n — lA,  ^ 

in  Bezug  auf  ihre  CoefHcienten  dieselbe  Beschaffenheit  zeigt^  wie  die 
ursprüngliche  Differentialgleichung.  Sind  z.  B.  die  Coefficienten  der 
letzteren  innerhalb  E  nach  Laurent 'sehen  Reihen  entwickelbar^  so  gilt 
das  Gleiche  von  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  in  e.  Wir 
können  also,  unbeschadet  der  Allgemeinheit,  von  vorneherein  voraus^ 
setzen,  dass  in  der  gegebenen  Differentialgleichung  der  Coef- 
ficient  p^   der  (n — ly^^  Ableitung  von  y  verschwindet. 

Bedeutet    dann   y^,  y^,  •  •  •  y^  ein  Fundamentalsystem  dieser  Dif- 
ferentialgleichung, so  ist 

C  eine  Constante.     Lassen  wir  die  unabhängige  Variable  x  einen  ge- 


schlossenen Umlauf  U  vollziehen,  der  die  Coefficienten  p^,  p^y  •  •  •  t)  ^i-p 

zu  ihren  Ausgangswerthen  zurückfahrt,  so  erfahren  die  y^,  y^,  •  •  •  v^         "^^y 
eine  lineare  Substitution 


n 
»=1 


und  es  ist: 


(»,x==l,8,-   •  n) 

folglich  muss,  da  I){y^j  V^j  ' ' '  Vj  ®^®  Constante,  also  beim  Umlaufe 
jedenfalls  unveränderlich  ist, 

i  y.   '  =  1 

I    «IX 

(i,x  =  l,2,...») 

sein.    D.  h.  wenn   in   einer  Differentialgleichung  n**'  Ordnung      -^  ^*j 
der  Coefficient  der  (n  —  1)**°  Ableitung  zum  Verschwinden  gf    ^    Ge- 
bracht ist,  so  ist  die  Determinante  jeder  Substitution,  die  ei      -^Sz-in 
Fundamentalsystem  erleidet,  wenn  die  unabhängige  Variabl^^El    le 
X  einen  geschlossenen  Umlauf  vollzieht,  der  die  finAffiftiAnfj»  )?y 

der  Differentialgleichung  ungeändert  lässt,  gleich  Eins. 
Man  nennt  eine  solche  Substitution  oft  eine  unimodulare. 


82.   Transformation  der  Eecursionsformel.  289 

82.    Transformation  der  Beoursionsformel.     Convergenz  und  Eigen- 
aohaften  der  ans  den  CoefAcienten  derselben  gebildeten  nnendliehen 

Determinante.  • 

Unter  der  Voraussetzung  p^  =  0  ist  also  in  (A).  auch 

P     ,=0, 

•  n-l  ? 

-und  fo^Uch  in  den  Formeln  (1),  (3),  (5)  (Nr.  76,  S.  273)  allenthalben 
CIO)  a^_^^  =  0        (a=-oD,...+oo) 

^ni  setzen,    um  gleich  den  allgemeinsten  Fall  mit  umfassen  zu  können, 
denken  wir  uns  f^ifi)  in  seine  linearen  Factoren  zerlegt, 

"^and  multipliciren  in  den  Gleichungen  (9)  die  dem  Index  v  entsprechende 
CjUeichung  mit  dem  Factor 


CU) 


x~l 


^tzen  wir  dann 

12)  K(q>M  =  xM, 

0  erhalten  diese  Gleichungen  die  Form 


13)  ^xM9,(q)  =  0. 

l=s OD 

ie  unendliche  Determinante  dieses  Gleichungssystems 

D(q)  =  hi^io)]  (/,x=-=c,...+oc) 

^Äaat  nun  die  Normalform,  wenn  q  auf  einen  beliebigen  endlichen  Be- 
eich beschränkt  wird.  In  der  That  lässt  sich  zunächst  eine  positive 
ndliche  Grösse  h  so  angeben,  dass 

:Siir  jedes  endliche  q]  dann  ist  aber  nach  (12) 

<i4)  I  xM ;  <  Ä I  ^^    «' + 0. 

V 

ISetzen  wir 

(fi  -{-  V  —  A) (9  +  V  —  X  — 1)  '  '  '  (q  -{-  V  —  A  —  w  +  x+1) 


n  —  X 


=  2'^^  +  ^)""""''^"«' 


1=0 
Schlesinger,  Diiferentialgleiohungen.  I,  19 


wo 

^:'w = 1, 

und  i,.  (A)  eine  ganze  Function  i**"  Grades  von  X  bedeutet,  so  ist  nacl 
(5)  und  (10) 

wenn  die  Gleichungen 

bestehen;  folglich  haben  wir  nach  (6) 

Es  werde  nun  die  Voraussetzung  gemacht  (die  sich  nachher  als  un 
wesentlich  herausstellen  wird),  dass  sich  der  Punkt  x  =  1  innerhall 
des  Kreisringes  E  befindet,  also  wenn  z.  B.  J?  <  R  ist,  so  sei 

dann  convergiren  die  Reihen  (1)  filr  x  =  l,  und  zwar  unbedingt,  e^ 
sind  daher  in  diesem  Falle  auch  die  Reihen 

s,=  Vifl;.(A)i      (.=».3...,., 

convergent.     Folglich  ist,  wenn  wir  v  —  A  =  ft  setzen,  die  Reihe 

för  alle  endlichen  Werthe  von  q  gleichmassig  convergent,  und  da 
Gleiche  offenbar  auch  für  die  Reihe 

gilt,  so  conrergirt  zufolge  der  Ungleichung  (14)  die  R«ihe 

(15)  2'2'«-(«*^ 

für  alle  endlichen  Werthe  von  q  unbedingt  und  gleichmässig. 
Femer  ist  die  Reihe 


/4=  — 


OD 
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für  alle  endlichen  Werthe  von  q  gleichmässig  convergent,  wie  ans  der 
Form  von  x^^(q) 

n  Q~~'  Qx 


X^l 


xinmittelbar  hervorgeht;  die  unendliche  Determinante  7)((>)  besitzt 
also  die  Normalform  und  convergirt  für  alle  endlichen  Werthe 
^on  9  gleichmässig;  sie  stellt  folglich  eine  ganze  transcen- 
<3ente  Function  von  q  dar. 

Auf  ähnliche  Weise  ergiebt  sich  aus  der  Convergenz  der  Reihen 
.,  dass  die  unendliche  Determinante 


»«-[?:;^Ä] 


(/,  X=  — <X, f-OD) 


Tinerhalb    eines  jeden  Bereiches   von   p,    der   keine  Wurzel  der  Glei- 
hungen 

nthält,  unbedingt  und  gleichmässig  convergent  ist.     Multipliciren  wir 
ede  Zeile  i  dieser  Determinante  mit  ^ 

odurch  SI(q)  mit  dem  Factor 

r^  V         r^  sin  n(Q  —  q) 

16)  TJXniQ)  =77 ir-^  =  JJ{Q) 

ultiplicirt  wird,  so  geht  il(fi)  in  D{q)  über,  und  es  ist  fclglich 

17)  i)((,)  =  i7(p)i^(9). 
Aus  der  Gleichung  (6)  folgt 

18)  •«w(c  +  l)  =  «..+.,;i+i((».); 
ir  können  aber,  wenn 

19)  -/o(^  +  .)  =  ''.-^(^> 
esetzt  wird, 

^uch  in  der  Form 

Schreiben,  da  auf  diese  Weise  nur  das  Element  />,,((>)  der  Hauptdiago- 
^Hale  als  Anfangselement  genommen  wird.     Da  nun 


(20)  il{Q  +  1)  =  £1(q), 
und  folglich  haben  wir  nach  (16)  und  (17) 

(21)  T){q  +!)  =  (-  l)"i>(9)- 

Es  sind  also  Sl(fi\  D(q)  periodische  Functionen  von  9,  die  erstere  mit 
der  Periode  Eins,  die  letztere  mit  der  Periode  Zwei  oder  Eins,  jenach- 
dem  n  eine  ungerade  oder  eine  gerade  Zahl  ist. 

Beschränken  wir  q  auf  eine  hinreichend  kleine  Umgebung  einer 
Wurzel  Q^  von  f^ig)  =  0  und  seien 

^x  +  'i^    9^+^27    •••    Q.  +  K 

diejenigen  von  q^  und  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung, die  sich  von  q^  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  so  ist 

/;(p  +  ')4=o, 

wenn  i  eine  von  0,  ?j,  ?„,  •  •  •  i^  verschiedene  ganze  Zahl  bedeutet;  es 
wird  folglich  für  diese  Werthe  von  q  das  Product 

endlich  und  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  q  —  9^  entwickelbar 
sein.  Sei  s^  die  Summe  derjenigen  Zahlen,  die  die  Yielfachheit  der 

Px?  ^x  +  ^>  '  *  *  ^x  "1"  K  ^^^  Gleichung  f^(Q)  =  0  angeben,  so  ist  p  =  p 
eine  Unendlichkeitsstelle  höchstens  sj*^^  Ordnung  von  •&((>);  wir  habe 
also  in  einer  gewissen  Umgebung  von  q  =  q^ 

wo  ^  (()  '  ^  )  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von  q  —  9  ,  die  Jf ,  M 
Gonstanten  bedeuten.  Analoge  Entwickelungen  galten  wegen  der  P 
riodicitat  von  SI{q)  in-  der  Umgebung  eines  Punktes 

Die  Function  •&((>)  besitzt  also  fQr  alle  endlichen  Werthe  von  q  den  C 
rakter  einer  rationalen  Function;  ihre  Unendlichkeitsstellen  werden  i 
Allgemeinen  durch  die  Wurzeln  der  Gleichung  /'^(p)  =  0  und  die  vo' 
denselben    um    ganze    Zahlen   verschiedenen   Werthe   gegeben.      Sei' 
Pj,  pj,  •  •  •  9^  die  sämmtlichen,  nicht  um  ganze  Zahlen  oder  Null  v< 
einander  verschiedenen  Wurzeln  von  /'q((>)  =  0,  so  dass  also 

^'i  +  ^2  H ^-  ^«  =  »^ 

^'-Vunnten  Satze  der  Analjsis  [den  man 
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den  Fall  einer  Function,  welche  die  Periode  2ä  besitzt,  z.  B.  in 
Herrn  Hermite's  „Cours  profess^  ä  la  Faculte  des  Sciences"  (3.  Auf- 
lage, Paris  1887,  S.  106)  auseinandergesetzt  findet],  die  periodische 
I\uiction  il(Q)  in  die  Form  setzen 


m 

Ä(9)  =  Jlf  +  2'| 


M^7CGOtg7C{Q  —  O) 


M  eine  Constante  bedeutet.    Denkt  man  sich  einen  Bereich,  inner- 
l^b  dessen  keiner  der  Werthe 

egt,  so  ist  Sl{fi)  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  q  dieses  Bereiches 
€gulär;  als  solcher  Bereich  kann  z.  B.  ein  unendlicher,  durch  zwei  zur 
ateralen  Axe  der  9 -Ebene  parallele  Geraden  begrenzter  Streifen,  der 

einen  der  Punkte  9^  +  A  enthält,  genommen  werden.    Setzt  man  dann 

nd  lässt  Q  eine  Werthenfolge  durchlaufen,  die  ganz  innerhalb  jenes 
treifens  verbleibt  und  in  welcher  v  in  positiver  oder  negativer  Richtung 
Unendliche  rückt,  so  ist 


Hm6^^(g)  =  0,         A4=x, 
nid  da 

st,  so  erhält  man 
2)  lima(^)=l.  ' 

tickt  V  in  positiver  Richtung  ins  Unendliche,  so  folgt  hiernach  aus 
er  obigen  Darstellung  von  SI{q) 

m 


ni^M^, 


X  =  l 


ckt  es  dagegen  in  negativer  Richtung  ins  Unendliche,  so  folgt 

in 

1  =  Jf +;ri  Vjf  ; 
heraus  ergiebt  sich 

m 

C23)  M=\,         Vjlf  =0. 
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Innerhalb   eines  Periodenstreifens  ö,  den  wir  uns  etwa  durch  die 

beiden  Geraden 

u  =  0,        u  =  1 

m 

begrenzt  denken  können,  wird  die  Function  SI(q)  an  höchstens  ;m  Stellen 
luid  an  diesen  höchstens  von  den  Ordnungen  s^,  s^y  •  •  •  s^^^  unendlich, 
sie  besitzt  also,  wie  wir  sagen  können,  höchstens  n  einfache  Unendlich- 
keitsstellen innerhalb  w.  Da  zufolge  der  Gleichung  (22)  das  über  die 
Begrenzung  von  cj  erstreckte  Integral 

/rflogß(^)  =  0 

wird,  so  stimmt  die  Anzahl  der  einfachen  Nullstellen  von  •Ö(p)  innerhalb 
10  mit  d*'r  Anzahl  der  einfachen  Unendlichkeitsstellen  überein.  Für 
diejenigen  Stellen 

wo  SI{q)  von  niedrigerer  als  der  s  *•"  Ordnung  unendlich  wird,  ver- 
schwindet das  Product 

genau  von  derjenigen  Ordnung,  um  die  s^  die  Ordnungszahl  des  Un- 
endlichwerdens von  Sl{ff)  tiir  q  =  q^  übertriflEt,  es  verschwindet  folglich 
dieses  Product,  d.  h.  D(fi)  innerhalb  des  Periodenstreifens  g)  genau  an 
n  Stellen  von  der  ersten  Ordnung.  Bezeichnen  wir  diese  n  Nullstellen 
von  D(q)  (von  denen  einige  auch  zusammenfallen  können)  durch 

• 

so  lässt  sich  die  ganze  transcendente  Function  D{fi)  iu  die  Form  setzei 

M 

sin  (9  —  J-^n 


j—w  sm  I  p  — 


7 
TT 


WO  C  eine  Gonstante  bedeutet.     Aus  den  Gleichungen  (16),  (17),  (22' 
ergiebt  sich  aber 

und  es  muss  folglich  die  Differenz 

n  n 

nothwendi^  gleich  einer  ganzen  Zahl  sein.     Wählen  wir  an  Stelle  d< 
r    solche  von  diesen  um  ganze  Zahlen  verschiedene  r  ,  dass 


ist,  so  haben  wir 


X 
X-^l  X  — 1 
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(24)  i,(rt_jjÜ=<'pl-, 


x=l 
n  — 1 


und  da  der  Coefficient  von  q        in  f^^Q),  zufolge  der  Gleichungen  (10), 

den  Werth 

n  («  —  1) 

o 

1)e8itzi;,  so  ist  für  die  so  gewählten  r 

n{n — 1^ 


(25)  2'''.  = 


X  =  l 


S3.   Darsteliuiig  der  die  DifferentialgleichTing  befriedigenden  Beihen 
in  der  Form  unendlicher  Determinanten.     Fall  einfacher  Nullstellen. 

Fundamentalgleichung. 

Setzen  wir  nun 
SO  ist  jede  der  Reihen 

I  .^     ,    .V  1 


:innerhalb  des  Kreisringes  E  convergent;  hieraus  folgt  die  Convergenz 
^er  Reihe 

ebenso,   wie   oben    (Nr.  JS2,  S.  290)    aus  der  Convergenz  der  S.   die 

Convergenz  der  Reihe  (15)  erschlossen  wurde.     Ersetzen  wir  also  in 

~J){q)   oder   in  einer  Subdeterminante  von  D{q)  die  Elemente  irgend 

^nner  Zeile  durch  die  dem  zweiten  Index  entsprechenden  Potenzen  von 

^r,  so  kann,  zufolge  der  über  die  uneujdliehen  Determinanten  bewiesenen 

Sätze  (Nr.  78,  S.  282,  Nr.  79,  S.  284),  die  so  entstehende  unendliche 

Determinante  als  Potenzreihe  von  x  geschrieben  werden,  und 

dieselbe  convergirt  in  Bezug  auf  x  innerhalb  E  und  in  Bezug 

auf  Q  gleichmässig  für  alle  endlichen  Werthe  von  q. 

Die  Coefficienten  der  Reihe  r/(a;,  9),  die  innerhalb  E  eine  Lösung 
der  Dilferentialgleichung  (A)  darstellen  sollte,  müssen  nicht  nur  den 
Gleichungen  (13)  genügen,  sondern  es  müssen,  da  der  Punkt^  x  =  1 
innerhalb  E  befindlich  angenommen  wurde,  d.  h.  g(x^  q)  für  x  =  l 
convergent  sein  sollte,  auch  die  absoluten  Beträge  dieser  Coeffi- 
cienten unterhalb  einer  endlichen  Grenze  bleiben.     Soll  also  eine  Be- 
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Stimmung  der  (/^(q)  aus  den  Gleichungen  (13)  möglich  sein,  so  muss 
die  Determinante  D{q)  dieser  Gleichungen  verschwinden,  d.  h.  es  muss 
für  Q  eine  Wurzel  der  Gleichung 

D(fi)  =  0 

genommen  werden.  Diese  Gleichung  spielt  hier  dieselbe  Rolle  wie  im 
Falle  der  Bestimmtheit  die  determinirende  Fundamentalgleichung,  nur 
mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Exponenten  q  hier  nicht  vollkommen, 
sondern  nur  abgesehen  von  ganzen  Zahlen  bestimmt  erscheinen;  wir 
können  z.  B.  für  q  die  n  oben  ausgesonderten  Nullstellen  r^,  r^,  •  •  r^ 
von  D{q)  nehmen. 

Sind  diese  n  Nullstellen  sämmtlich  von  einander  verschieden,  so 
ist  jedes  r^  eine  einfache  Nullstelle  von  D(^),  d.  h.  es  ist 

für  Q  =  r^  von  Null  verschieden.    Beachten  wir  dann,  dass  (nach  S.  284) 

(26)  ^-:^20'':^ 

ist,  so  erkennen  wir,  dass  in  diesem  Falle  nicht  sämmtliche  ersten  Sub- 
determinanten  (  l  von  D(q)  für  9  =  r^  verschwinden  können;  sei  z.  B. 
die  Subdeterminante 


C:> 


für  Q  =  r  ^  von  Null  verschieden.  —  Die  allgemeinste  Lösung  des 
Gleichungssystems  (13)  für  Q  =  r^  ergiebt  sich  dann  (nach  S.  286) 
in  der  Form 


C")^..w=(i)^«„(p) 


(»-  =  — X,    ■     +»), 


wo  für  Q  der  Werth  r^  zu  setzen  ist,  und  für  g    (r^)  eine  willkürliche 

Gonstante  genonmien  werden  kann.    Bezeichnen  wir  die  so  gefundenen 
Werthe  der  (f^{r^)  durch  ^^^,  so  haben  wir  die  n  Reihen 

ya^^'^^'^ilar^  («  =  1/2,,.), 


1=  —  X 


die  innerhalb  E  convergiren  imd  die  Differentialgleichung  (A)  b 
friedigen,  und  diese  stellen,  da  die  r^  sämmtlich  von  einander  ve 
schieden  sein»  sollten,  ein  Fundamentalsystem  von  (A)  dar.  Wenn 
den  Umlauf  U  um  x  =  0  beschreibt,  so  gehen  die  y    in 
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irtir. 


übcr^  und  es  sind  folglich  die  Grossen 

(27)  a,„  =  e 

die  Wurzeln  der  zum  Umlaufe  Z7  gehörigen  Fundamentalgleichung 

F((o)  =  0; 

dieselbe   besitzt  also   in   diesem   Falle   n   verschiedene  Wurzeln,   und 
wenn  wir  noch 

setzen,  so  ist  zufolge  der  Gleichungen  (24),  (25)  geradezu 

(28)  D(p) i27Ci)\~'*~  "'  =  JJ(o  -  oj  =  F{a>). 

^Vir  haben  also  ein  Verfahren,  um  die  Elemente  des  zum  Umlaufe  U 
Igehörigen  Fundamentalsystems  y^  zu  finden,  und  haben  auch  die  Funda- 
mentalgleichung aus  den  in  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung 
auftretenden  Parametern  zusammengesetzt. 

S4.   Fall  mehrfacher  Nullstellen.    Integralgruppen  und  Untergruppen. 

Falls  nun  die  Grössen  r^  nicht  sämmtlich  von  einander  verschieden 
sind,  so  wird  ein  ähnliches  Verfahren  einzuschlagen  sein,  wie  wir  es  für 
^en  Fall  der  Bestimmtheit  auseinandergesetzt  haben.  Wir  begnügen  uns 
^amit  dasselbe  hier  kurz  anzudeuten  und  verweisen  in  Betreff  der  ge- 
:iiaueren  Ausführung  einiger  Einzelheiten  auf  die  Abhandlung  des  Herrn 
^on  Koch.     (Acta  Mathematica,  Bd.  10,  S.  217  ff.) 

Wenn  einige  der  Grössen  r^  identisch  werden,  so  ist  der  gemein- 
asame  Werth  r'  von  A  dieser  Grössen  eine  A-fache  Nullstelle  von  D(q\ 
und  die  Summe  dieser  Ordnungszahlen  A  ist  gleich  iL  Die  Aufgabe 
besteht  darin,  entsprechend  dieser,  wie  wir  sagen  wollen,  A-fachen 
Wurzel  von  2)(()),  A  linear  unabhängige  Lösungen  der  Differential- 
gleichung (A)  herzustellen.  Wenn  eine  ganze  transcendente  Function 
P(q)  an  der  regulären  Stelle  q  =  r'  von  ft*°'  Ordnung  verschwindet, 
so  ist  auch  noch  der  Quotient 

eine   ganze   transcendente  Function;   man  sagt  darum  nicht  unzweck- 
mässig, P(q)  sei  in  diesem  Falle  durch  den  Factor 

theilbar,  oder  dieser  Factor  sei  in  P{q)  enthalten. 
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Enthält  D(q)  den  Factor  9  —  r'  zur  A*^  Potenz,  so  können  auch 
noch  die  ersten,  zweiten,  •  •  •  Subdeterminanten  von  D(fi)  eine  ge- 
wisse Potenz  dieses  Factors  enthalten.  Jedenfalls  giebt  es  aber,  wie 
oben  (S.  285)  gezeigt  wurde,  eine  endliche  positive  ganze  Zahl  r  von 
der  Beschaffenheit,  dass  unter  den  r*®"  Subdeterminanten  von  D{q) 
wenigstens  eine  für  q  =  r'  von  Null  verschieden  ist.     Sei 


eine  für  q  =  r'  nicht  verschwindende  r*^  Subdeterminante,  und  denken 
wir  uns  dieselbe  sa  gewählt,  dass  alle  Subdeterminanten 

(^«)  UvO   '■'"■ 

^o  y^,  y^,  •  •  •  y^,  irgend  v  der  Zahlen  «j,  a^,  •  •  •  a^,  *j,  ä^,  •  •  •  d^ 
irgend  v  der  Zahlen  ^^,  /S«,  ■  •  •  /3^  bedeuten,  für  9  =  r'  noch  sämmt- 
lich  verschwinden.  Bezeichnen  wir  dann  die  Gesammtheit  der  Sub- 
determinanten (29)  für  einen  bestimmten  Werth  von  v  durch  M^^  und 
den  Exponenten  der  höchsten  Potenz  von  ^  —  r',  die  noch  in  sammt- 
lichen  Jlf  ^*^  enthalten  ist  durch  A^',  so  folgt  aus  der  Gleichung  (26) 
unmittelbar,  dass  A^  kleiner  sein  muss  wie  A,  und  ebenso  schliess 
man  allgemein 

A>Aj>A2>        >A^_,. 

Hieraus  folgt  sofort 

A>r, 

und   man    zeigt   femer   leicht,   dass  die  sämmtlichen  t/**°   Subdete 
minanten  von  /)((>)  den  Factor 

(9  -  '•')'" 

enthalten  müssen. 
Setzt  man  nun 


(30)  ^iv(9^  =  '^uC') 


(»■  =  —»,.     •  -f  a  )  , 


(31)  y,{x,q)==^g,X9)^^% 


v= — 00 


WO  6jj  eine  willkürliche  Constante  bedeutet,  so  wird  die  linke  Seit 
der  Differentialgleichung  (A),  wenn  man  für  y  die  Reihe  (/^(a?,  p)  ein 
setzt,  die  Form 
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anüehmen^  oder  da 


Q)x.jQ)  =  D{i,) 


2 

ist,  die  Form  ' 

(32)  P(^,(x,  g))  =  c„  ^j  a^+\ 

Da  die  Functionen  h^(ß)  für  keinen  endlichen  Werth  von  q  ver- 
schwinden, so  ist  9  =  r'  eine  A-fache  Nullstelle  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  (32),  so  dass  also  Pfg^ix^Q))  mit  seinen  A — 1  ersten 
Ableitungen  nach  q  für  q  =  r'  verschwindet;  es  sind  folglich  die 
Ausdrücke 

9^1   {^7^1  (.  =  0,1,    ••2-1), 

wo 

(0/       N         '^'Qii^jQ) 
g[\x,  g)  ==  — -^-,- 

gesetzt  wurde,  Lösungen  der  Differentialgleichung  (A).  Von  diesen 
sind,  da  die  Subdeterminanten 

C) 

den  Factor 

(p  -  rt 
enthalten,  die 

identisch  Null,  dagegen  verschwinden  nicht  alle  Goefficienten  von 

für  9  =  r'.  Aus  der  gleichmässigen  Convergenz  der  Reihe  g^{x,Q) 
für  alle  endlichen  Werthe  von  p,  erschliesst  man  (vergl.  Nr.  48),  dass 
sich  die  successiven  Ableitungen  nach  q  durch  gliedweise  Differentiation 
ergeben;  wir  erhalten  also  die  k  —  k^  Ent Wickelungen 

V  = OD 

r=B — OD 

^r    (2-1)/    /N     ,  ,     (^  — l)--(Ai  — 1)     (;i)  2-2,-1     1       r'+r 


r= — OD 
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die  innerhalb  ihres  Convergenzbereiches  E  Integrale  von  (A)  dar- 
stellen, und  diese  X  —  X^  Integrale  sind  offenbar  linear  unabhängig; 
hierbei  wurde 

gesetzt.     Wenn  nun  A^  >  0  ist,  so  sei  femer 


9M9)=^9iy{Q)^^\ 


»-= — oc 


wo  Cgj,  Cgg  willkürliche  Gonstanten  bedeuten.     Dann  ist 
wenn 


«A  /S 


gesetzt  wird,  und  wir  erhalten  in  den  Entwickelungen 

t= — OC 

y«    =^[!ft'^'\n  +  (A,  +  iXi;^^'(r')iogxy+:, 


r= — X 


y..-.=^t^V)+-- 


V=s — 00 


die  innerhalb  ^  gültigen  Darstellungen  von  A^  —  Ag  weiteren  Integralen — 
von  (A).     So  fortfahrend  finden  wir  schliesslich,  wenn 

gesetzt   wird,   wo  c^^y  •  •     c^^  willkürliche   Constanten   darstellen,   di^ 
A^_j  Entwickelungen 
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-foo 


Vr.  ='2^ry)^'-^\ 


r= — OD 


Vr,  =2'  \p-^''^ + {f.y)\osxy+\ 


V  = OD 


V=s — OD 

die  auch  innerlialb  E  convergiren  und  daselbst  Lösungen  von  (A)  dar- 
stellen. Bei  geeigneter  Wahl  der  Constanten  c  ,  z.  B.  wenn  man 
nimmt 

sind  die  so  erhaltenen 

A  -  A,  +  A,  -  A,  +  •  •  •  +  A,_,  =  A 

üntegrale  y^  linear  unabhängig,  und  wir  haben  also  in  der  That,  ent- 
asprechend  der  A-fachen  Nullstelle  r'  von  D{q)j  genau  k  Integrale  von 
<^A)  gefanden.  Wir  erhalten  also  auch  im  allgemeinen  Falle,  ent- 
ssprechend  den  n  einfachen  Nullstellen  r^,  r^,  •  •  •  r^  von  !)((>),  genau 
•:»»  Integrale,  die  die  Form  des  zum  Umlaufe  U  gehörigen  canonischen 
H'undamentalsystems  haben;  man  schliesst  hieraus,  dass  auch  in  diesem 
IFalle  die  Beziehung  (28)  zwischen  -D(^)  und  der  zu  E  gehörigen 
Fundamentalgleichung  besteht,  so  dass  also,  wenn  r^  eine  A„-fache 
üfuUstelle  von  D(^)  ist, 

^ine  A^-fache  Wurzel  der  Fundamentalgleichung  darstellt.     Die  dem  r^ 
entsprechenden  Zahlen  A,  A^,  •  •  •  A^__j  liefern  zugleich  die  Anzahl  und 
^üe  Elementenzahlen  der  Untergruppen,  in  welche  die  zur  A- fachen  Wurzel 
mo^  der  Fundamentalgleichung  gehörige  Integralgruppe  zerfällt  (vergl. 
I3fr.  37,  S.  126).     Es  ist  also  die  Untersuchung  der  Fundamen- 
talgleichung  vollständig   auf  die   Untersuchung   der   unend- 
Hichen   Determinante  D{q)   zurückgeführt.     Ehe    wir   nun   dazu 
übergehen  die  Natur  der  fanctionalen  Abhängigkeit  dieser  Determinante 
^on  den  Coefficienten  a^^  der  Reihenentwickelungen  der  P^{x)  zu  er- 
<)rtem,  wollen  wir  die  vorhergehende  Untersuchung  von  der  dem  Be- 
o-eiche  E  auferlegten  Beschninkung 

<33)  lt<l<R 

2u  befreien  suchen.     Zu  diesem  Ende  setzen  wir,  wenn  die  Bedingung 
03)  nicht  schon  von  selbst  erfüllt  ist, 


302  V^I'.  T)ie  Integrale  innerhalb  eines  Kreisringes.    Kapitel  2. 

yRR'  =  K, 
dann  kann  die  DiflFerentialgleicHung  (A)  in  der  Form 

(A-)  .-  g-  +  ^''-'Q„_,{^)  ^rl|  +  . . .  +  <^^(,)j,  =  0 


iZ 


+^     - 


geschrieben  werden,  wo 

ist,  und  die  Entwickelungen  der  Q^{2)  convergiren  für 

R,<\z  <r;, 

wenn 

gesetzt  wird;  diese  beiden  Grossen  genügen  aber  der  Bedingung 

R,<i<  b;, 

so    dass   filr   die  Differentialgleichung  (A')   alle   vorhergehenden    Ent- 
wickelungen unmittelbar  anwendbar  sind.    Hieraus  übersieht  man  aber 
dass  dieselben  auch  für  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  gülti 
bleiben,  da  aus  der  Convergenz  der  für  die  Differentialgleichung  (A') 
bildenden  unendlichen  Determinanten  die  Convergenz  der  entsprechende 
Ausdrücke  für  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  ohne  weiteres  folgt 


\ 


Drittes  Kapitel. 

85.    Natur  der  Abhängigkeit  der  Ooefftoienten  der  Fnndamental- 
gleichnng  von  den  in  den  Ooeffioienten  der  Differentialgleichung 

auftretenden  Parametern. 

Wenn  es  sich  darum  handelt  die  Natur,  der  Coefficienten  der  zum 

Bereiche  JE?  (S.  272)  gehörigen  Fundamentalgleichung  der  DiflFerentialglei- 

cshung  (A)  als  Functionen  der  a^^  zu  studiren,  so  muss  man  zuvörderst 

l)eachteny  dass  die  a^'^,  als  Entwickelungscoefficienten  gewisser  Func- 

'tionen  P^ix),   nicht   unmittelbar   als  imabhängige   Variable  aufgefasst 

■'^rerden  dürfen.     Denken  wir  uns  z.  B.   die  P^{x)  als  rationale  Func- 

'ftionen  von  a;,  imd  seien  a^,  a^,  •  •  •  a^  die  Unendlichkeitsstellen  dieser 

tionalen  Functionen.     Als  Bereich  E  kann  dann  z.  B.  ein  Kreisring 

enommen  werden,  der  so  beschaflFen  ist,  dass  iimerhalb  des  inneren 

eises  K  gewisse  der  Punkte  a^,  etwa  a^,  a^,  •    •  a^,  gelegen  sind, 

ährend  die  übrigen  a^  ,  j,  *  *  *  öt^  sich  ausserhalb  des  äusseren  Kreises 

'  befinden.     Sei  dann  in  Partialbrüche  zerlegt 

o  Grjix)  eine  ganze  rationale  Function  von  x,  {jl^  die  Ordnung  der 
nendlichkeitsstelle  a^,  die  A^^^.  Constanten  bedeuten,  so  läast  sich  das 
egat 


^^nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x~  ,  das  Aggregat 


a 


y  ^x2.- 


X^t-\-l    1  =  1 


^toach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  entwickeln,  und  beide  Ent- 
^^ckelungen  convergiren  innerhalb  JEV  Die  Coefficienten  a  ^  der  Ent- 
"Wickelungen  (1)  sind  folglich  in  diesem  Falle  homogene  lineare  Functionen 
^mit  von  den  a^  abhängigen  Coefficienten)  der  A^-^.  und  der  in  der 
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• 

ganzen  Function  G^(x)  auftretenden  Constanten.  Denken  wir  uns 
also  die  a^,  a^,  •••  a^,  d.  h.  die  singulären  Punkte  der  Diffe- 
rentialgleichung fest  (im  Allgemeinen  ist  auch  noch  a;  =  0  eine 
singulare  Stelle),  dagegen  die  Ä^^^  und  die  Coefficienten  der  G^{x) 
willkürlich  veränderlich,  so  erscheinen  die  a^  als  lineare  Functionen 
einer  gewissen  endlichen  Anzahl  unbeschrankt  veräuderlicher  Grössen 

(34)  g„  !,,•••  S„. 

Allgemein  wollen  wir  annehmen,  dass  die  Coefficienten  a^^  der  Ent- 
wickelungen  (1)  als  ganze  rationale  Functionen  von  m  unbeschrankt 
veränderlichen  Grössen  (34)  gegeben  sind,  und  stellen  uns  die  Auf- 
gabe, die  Abhängigkeit  der  Coefficienten  der  Fundamentalgleichung  von 
diesen  m  Grössen  zu  ermitteln. 

Da  zufolge  der  Gleichungen  (10)  die  Determinante  der  linearen 
Substitution,  die  ein  Fundamentalsystem  von  (A)  beim  Umlaufe  U  er- 
fährt, den  Werth  Eins  hat,  so  hat  die  Fundamentalgleichung  F(c})  die 
Form 

^■(0,)  =  (d"  +  jy-'  + . . .  +  j-_^c  +  (- 1)"  =  0, 

wie  überdies  auch  daraus  erhellt,  dass 


Cö_=e"     '"  (a  =  l,2,-n),  (i  =  y~  l)  , 


a 


und  also  zufolge  der  Gleichung  (25) 


1     2  n 


ist.     Nun  ist 


wo 


Femer  hat  man,  wenn 
gesetzt  wird, 

^"i-) = (l!)>^(^) + •  •  • + D  ^'(^) 

wo 

ist,  und  folglich  ergeben  sich  die 

F(i),  i^'(i), . . .  i^'-'a) 

als  homogene  lineare  Functionen  von 


(11  =  1,2,  •), 
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(35)  m,    /'(O),  . .  • /-«(O) 

mit  in  ni  rationalen  Goefficienten.  Die  J  erscheinen  also  als 
homogene  lineare  Functionen  der  Grossen  (35);  diese  selbst  sind  aber 
znfolge  der  Gleichung  (28)  homogen  linear  durch 

(36)  D(0),    D'(0),  •  •  •  D^"^(0) 

mit  in  Jti  rationalen  Coefficienten  darstellbar,  und  es  sind  folglich  die 
J  _  eis  homogene  lineare  Ausdrücke  der  Grössen  (36)  mit  in  ni 
rationalen  Coefficienten  gegeben.  Wir  haben  also  nur  die  Abhängig- 
keit der  Grossen  (36)  von  den  ^i,  Sqj  '  *  *  K  ^^  untersuchen;  da  aber 
J)(fi)  eine  ganze  transcendente  Function  von  p,  also  in  Form  einer 
bestandig  convergenten,  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  q  fort- 
schreitenden Reihe  darstellbar  ist,  so  handelt  es  sich  schliesslich  um  die 
Bestimmung  der  Coefficienten  dieser  Reihe  als  Functionen  der  S^,  •  •  •  6^. 
Zu  diesem  Ende  denken  wir  uns  die  unendliche  Determinante  D{q)  in 
der  Form  (IV)  entwickelt;  wir  setzen  also 

und  femer 

^nn  ist 

<37)  D(9)  =  1  +^D{q). 

Zufolge  der  Gleichungen  (12),  (6),  (5)  ist 

n— 2 

^M  =  Ä|((»)2'^  .-.(P  +  x)  (9  +  X  -  1)  •  •  •  ((•  +  X  -  A  +  1) , 
*»(<»)  =  *  (c)/'o(<'  +  ^)-l> 


(38) 


und  da  wegen  des  Verschwindens  von  a^_j  ^^  aus  den  Gleichungen  (11) 

i 

folgt,  SO  sind  also  die  ^,-x(p)  lineare  homogene  Ausdrücke  der  Entwicke- 
lungscoefficienten  a^  .  Seien  diese  Coefficienten,  als  ganze  Functionen 
der  Parameter  Sj,  •    •  6^;  vom  s*®"  oder  von  niedrigerem  Grade,  dann  sind 

Schleiingori  DifferenÜalgleichaDgeD.   I.  20 
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^i  ^    (p)  vom  selben  Grade  in  den  £,,  •    •  |  ,  und  D  ist  in 

diesen  Grössen  vom  Grade  vs.  Da  die  Convergenz  der  Determinante 
D{fi)  bewiesen  wurde,  ohne  irgendwelche  andere  Voraussetzungen  über 
die  Natur  der  a^  ^  zu  machen,  als  die,  dass  die  Reihen  (1)  innerhalb  E 
convergent  sind,  so  wird  D{q)  und  folglich  auch  die  auf  der  rechten 
Seite  von  (37)  stehende  Entwickelung  unbedingt  und  für  alle  endlichen 
Werthe  von  q  gleichmässig  convergent  sein,  was  auch  den  S,,  S*,  •  •  •  S^ 
fQr  endliche  Werthe  beigelegt  werden  mögen.     Sei 

fcO  fcO  4.0 

5i  7       ^ti    '  '  '    ^tn 

ein   beliebiges   solches   Werthsystem,   dann   sind   die   D  nach 

positiven  ganzen  Potenzen  der  Grössen 

(39)  i,-l\,    g^-g»,  ...g„_|», 

entwickelbar;  das  Gleiche  gilt  also  auch  für  die  Coefficienten  der  Ent- 

Wickelung  von  J){fi)  nach  Potenzen  von  p,  und  zwar  sind  diese  Coeffi- 
cienten in  den  Grössen  (39)  höchstens  von  der  Dimension  vs.  Aus 
der  unbedingten  Convergenz  der  Entwickelung  (37)  folgt  hiemach, 
dass,  wenn  wir  uns  D(p)  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  g  ent- 
wickelt denken,  die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  q  erhalten 
werden,  indem  wir  die  Coefficienten  der  entsprechenden  Potenzen  von  q 

in  den  Entwickelungen  der  D{fi)  zusammenfassen.  Die  Coefficienten 
der  Entwickelung  von  D{fi)  stellen  sich  also  in  der  Form  von  Reihen 
dar,  die  nach  positiven  ganzen  Potenzen  der  Grössen  (39)  fortschreiten. 
D.  h.  mit  anderen  Worten,  diese  Coefficienten  sind,  als  Functionen  der 
1^,  •  •  •  1^  aufgefasst,  in  der  Umgebung  jeder  endlichen  Stelle 

fc    =  tO      .  .  .    fc     ^  t(0) 

regulär,  sie  sind  folglich  ganze  transcendente  Functionen  der 
£,,•••£   .     Das  Gleiche   eilt   demnach   auch   von   den    Coef£^ 
cienten  J^  der  Fundamentalgleichung,  diese  lassen  sich  al 
durch  beständig  convergente  gewöhnliche  Potenzreihen  d 
5j^,  •  •  •  S^  darstellen.    Im  Falle,  wo  die  Coefficienten  der  Differenti 
gleichung  (A)  rationale  Functionen  von  x  sind,  können  wir  uns  A^ 
selben  in  der  Form  (H)  geschrieben  denken,  die  Coefficienten  e7^ 
zum    Bereiche   E   gehörigen   Fundamentalgleichung    sind    dann 
transcendente  Functionen    der  Ä  ,.    imd   der  Coefficienten  der   G 
Entwickeln  wir  die  J^  nach  Potenzen  dieser  Grössen  Ä^^.  u.  s.  w., 
hängen    die   Coefficienten    der   Entwickelungen   noch    von   den    sin 
lären  Punkten  a^,  n^,     •  •  a^  ab;  die  Natur  dieser  Abhängigkeit  wo! 
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ifrir  im  folgenden  Abschnitte  mit  Hülfe  von  anderen  Methoden,  die 
xms  zugleich  auch  einen  neuen  Beweis  des  hier  gefundenen  Ergebnisses 
liefern  werden,  untersuchen. 


86.    Die  BeouTsionsformel  und  Fnndamentalgleiohiing  einer 
Differentialgleiehting,  die  aus  mehreren  Differentdalgleiehangen 

Bnsammengesetzt  ist. 

Wir  hatten  in  der  Theorie  der  Fundamentalgleichung  (vergl.  die 
Jfummem  33,  35)  eine  Reihe  von  Sätzen  entwickelt,  die  Beziehungen 
:%wischen  der  Fundamentalgleichung  einer  aus  mehreren  DiflFerentialglei- 
ohungen  zusammengesetzten  Differentialgleichung  und  den  Fundamental- 
gleichungen der  Componenten  lieferten.  Wir  wollen  mm  sehen,  wie  sich 
cjliese  Beziehungen  im  Lichte  der  eben  entwickelten  Theorie  darstellen. 
Sei    also  die  linke  Seite  P(y)  der  Differentialgleichung  (A)  —  worin 
A¥ir  wieder  den  Coefficienten  der  (n  —  1)**"  Ableitung  von  Null  ver- 
schieden annehmen  wollen,   da  dies,   wie   aus  den  vorstehenden  Ent- 
"^ckelungen  sofort  zu  übersehen  ist,  keine  wesentliche  Aenderung  der 
erlangten  Resultate  bedingt  —  aus  zwei  Differentialausdrücken   Q(y), 
Jt(jy)  in  der  Form 

C40)  P(y)  =  RQ 

laawammengesetzt,  wo 

^-und  innerhalb  des  Bereiches  E 

r= — 00 

i  .st.  Dann  folgt  zunächst  aus  den  für  die  Zerlegung  von  Differential- 
Gasdrücken  aufgestellten  Sätzen,  dass  auch  die  Coefficienten  von  It{y) 
innerhalb  E  nach  ganzen  Potenzen  von  x  entwickelbar  sein  müssen, 
Xand  da  der  Coefficient  der  höchsten  Ableitung  von  P(y)  gleich  dem 
H^oducte  der  Coefficienten  der  höchsten  Ableitungen  von  It{y)y  Q{y) 
ist  (S.  46),  so  hat  R(y)  die  Form 

li{y)  =  x-W'-''  +  B^_,__,{x)x-'-'y^-'-'^  +  • . .  +  It^ir)y, 
Xand  innerhalb  E  gelten  die  Entwickelungen 

v= —  ao 

< 

I£ilden  wir  nun  die  charakteristischen  Functionen 

2ü* 
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P(3?): 

-f(u:,Q)a^, 

Qif)- 

-  9{^,  q)^, 

iZ(a;'') : 

-tl,(ic,Q)x\ 

und 

sei  nach 

Potenzen 

von  X  entwickelt  innerhalb  h 

f{^,  q)  ' 

V OD 

y(.r,  q)  : 

X —OD 

^{^^,9)=^^^)^''^ 


x= — <x 


dann  lauten  die  Recursionsformeln  für  die  Coefficienten  einer  Reihe 


V  =  —  » 


die  den  Differentialgleichungen 

P=0,     Q  =  0,    lt  =  0 
genügen  soll,  beziehungsweise 

^;(p)=2'^Ä.(p)=o,| 


^M)  -2^ AM)  =  0, 

* 


(x,  »■  =  — X, \-x). 


wo 


«.•x(9)=/;-x(p  +  «)' 

gesetzt  wurde,  und  es  ist  identisch 

P(9i^;  9))  =^I\{Q)^+\ 

Q{9{^,9))=^%{9)^^\ 

V 

li{g(x,9))=^WX9>''+''. 
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Wenn  die  Reihe  (j{Xy  q)  der  DiflFerentialgleichimg  ^  =  0  genügt,  so 
befriedigt  sie  auch  die  DifiFerentialgleichung  P  =  0;  da  nun 

V 

ist,  so  erhalten  wir  die  Identität 
wo 

"«^(P)=^''..x(9)*.(p) 
•  x=  —  » 

gesetzt  wurde,  so  dass  sich  also 
ergiebt.     Es  ist  folglich 

X  f* 

und  demgemäss 

üebertragen    wir   den   filr   endliche  Systeme    aufgestellten  Begriff  der 
Composition  auf  unendliche,  so  können  wir  also  sagen,  das  System 

ist  aus  den  beiden  Systemen 

componirt.     Um  hieraus  für  die  Fundamentalgleichungen  der  Diffe- 
rentialgleichungen 

einen  Schluss  ziehen  zu  können,  setzen  wir 

n 

fo(9)  =^^,QQiQ  —  1)  •  •  •  (P  —  X  +  1)  =  (P  —  Pi)  •  •  •  ((>  —  pj, 

x=0 

%((>)  =^ß.o(fi9  —  1)  •  y  (P  —  X  +  1)  =  (p  —  ff,)  •  •  •  (p  —  ff^), 

x=0 
n  — ^ 

^«(9)  =^Y,o9(9  —  1)  •  •  •  •>  —  "  +  1)  =  (p  —  T,)  •  •  •  (p  —  r,_^), 

X  =  ü 
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-2'-^-^ 


h  (q)  =    -  e 


n—X 


V 

x=l 


dann  ist 


n 


2'.- 


n(n —  1) 

a 


2  /i— 1,0? 

x=l 


x  =  l 

n  —  X 


(n  —  ;i)  (n  —  X  —  1) 

^x  = 

x=l 

Nun  folgt  aber  aus  der  Gleichung  (40)  unmittelbar: 

-?,_,(*)  =  («  -  -i)^  +  <2._i(^)  +  ^«_.-.(^), 

also  ist,  wenn  wir  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  innerhalb  E  ei 
wickeln  und  die  von  x  unabhängigen  Glieder  mit  einander  vergleiche 

«,-1,0  =  («  —  ^)^  +  h-i,<i  +  y.-z-i,o> 

und  folglich 

n  X  n — X 


2>.-2'-+2''' 


X=l  X=l  X=sl 

wir  finden  demnacli 

(42)  K(9)  =  %(9)  tM 

Nun  sind  die  unendlichen  Determinanten 

[S,(P)C,,((»)]  =  H((>)J 

beziehungsweise  mit  den  linken  Seiten  der  Fundamentalgleichungen  ^ 

P  =  0,     Q  =  0,     R  =  0 

identisch.     Bilden  wir  die  Ausdrücke 
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» 


^.«  ='^Sa«-'/\^x«» 


■M  ^ 


X 


so  hat  nach  dorn  Miiltiplicationstheoreme  der  unendlichen  Determinanten 
die  aus  den  c  gebildete  Determinante  die  Normalform  und  ist  dem 
Produete  von  A(fi)  und  H{q)  gleich,  d.  h.  wir  haben 

OflFenbar  ist  aber,  wie  man  durch  einfache  Transformationen  erkennt, 

(43)  A{Q)  =  [r}X9)KM  =  [%(ff)KM        (',«=—.+'). 
wir  können  folglich  auch  schreiben 

A(9)H(p)  =  [tr(Q)v,S9)^c^,(9)K^9)]        c-.^»-».  •+--). 

X 

oder  nach  (41) 

A(p)H(())  =  [e,(p)^^(p)%(p)]      (1^,/^=-«,-  •+«). 

Nun  folgt  aber  ähnlich  wie  (43)  die  Gleichung 

also   ist  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (42) 

(44)  A(p)H(9)  =  i)(p), 

ein  Satz,  der  schon  in  der  Theorie  der  Fundamentalgleichung  auf 
anderem  Wege  bewiesen  wurde. 

87.    Beziehung  zwischen  den  Becursionsformeln  und  Fundamental- 
gleichungen von  adjungirten  Differentialgleichungen. 

Wir  wollen  nun  noch  die  Beziehung  zwischen  den  Fundamental- 
gleichungen der  gegebenen  Differentialgleichung  (A)  \md  ihrer  adjun- 
girten in  ähnlicher  Weise  herleiten.  Dabei  ist  es  zweckmässig,  die  ad- 
jungirte  Differentialgleichung  in  der  Form 


zu  Gnmde  zu  legen,  da  dieselbe  dann  unmittelbar  in  der  der  Form 
von  (A)  analogen  Gestalt 

erscheint,  wo  die  PJ(po)  innerhalb  des  Kreisringes  E  auch  in  der  Gestalt 
von  Reihen,  die  nach  ganzen  Potenzen  von  x  fortschreiten,  darstellbar 
sind.     Die  Lagrange'sche  Beziehung  (Nr.  21,  S.  54)  lautet  dann 

zP(,j)  -  y(-  lY P'iz)  =  /^  P(y,  z), 


wenn  wir  setzen  i^vergi.  0.  oo) 


Bilden  wir  für  die  Differentialgleichung  (A').die  charakteristische  Function 

P'(xO  =  a*r(^,  P)  =  ^  yfx(9)x' 


X^—<x 


(Q  —  9'n)y 


(r,  x  =  — oe, h») 


und  setzen  femer 

fo(9)  =  (9  —  QDi9  —  9i) 

80  stellt  die  unendliche  Determinante 

J>'i9)='[K'i9)<M 

die  linke  Seite  der  zum  Ereisringe  E  gehörigen  Fundamentalgleichung 
von  (A')  dar.     Bedeutet  nun  v  eine  beliebige  positive  oder  negaÜTe  ^ 
ganze  Zahl^  und  setzen  wir  in  die  Lagrange'sche  Beziehung 

ein^  so  erhält  dieselbe  die  Gestalt 

^p(^-(.— 1)  _  (_  1)-^;-*— 'P'(^)  =-=  ^  Pix-"—',  a*), 
oder 

X—'  {f(x,  -  p  _  V  - 1)  -  (-  lyrix,  9)]  =  /^  P{x-f — \  ^. 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  innerhalb  E  durch  eine  nad^ 
ganzen  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe  darstellbar.  Diese  mus^ 
also  gleich  der  Ableitung  einer  Potenzreihe  sein  \md  kann  folglich  keiix. 


Glied   mit  x       enthalten,   d.  h.   der   Coefficient   von   x       muss   ver- 
schwinden; wir  erhalten  demgemäss  die  Gleichung 

Hieraus  folgt 

/;•'_.(?  +  x)  =  (- !)"/;_/-  Q-x-i  +  x-i), 

also 
und 


^g 

^e 
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/•;((»)  =  (- 1)7„(-  Q  - 1), 


woraus  sich 


n 
x  =  l 

x=l 

ergiebt.     Wir  finden  daher 

h:(»)={-irh_,{-~Q-\) 

und  endlich 

*/((>)<x((>)  =  *-»(—  P  —  l)«-x,-i(—  (>  —  1)5 

also  ist 

/>'(p)  =  [*_,(-  (>  -   1)«_,,_,(-  Q  -  1)]  (x,v  =  -.....+a, 

Da  aber  (vergl.  Gl.  (43)) 

auch  in  der  Form 

geschrieben  werden  kann,  und  der  Werth  dieser  unendlichen  Determi- 
nante keine  Aenderung  erfährt,  wenn  man  Zeilen  und  Reihen  beliebig 
so  miteinander  vertauscht,  dass  Diagonalglieder  und  Nichtdiagonal- 
glieder  wieder  zu  ebensolchen  werden,  so  ist 

wir  finden  also 

D'iq)  =  Di-Q-  1) 

als  Beziehung  zwischen  den  Fundamentalgleichungen  der  DiflFerential- 
j^leichungen  (A)  und  (A').     Setzen  wir  also  wie  oben 


(0  =  e     ^, 


so  ergeben  sich  für  die  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung  der  ad- 
jungirten  Differentialgleichung  die  Werthe 

a,'=C*'""<-'-«-"  =  -i-  (a  =  1.2,..  „). 

a  m 

a 

ein  Resultat,  welches  auch  nach  den  Methoden  des  dritten  Abschnittes 
gefunden  werden  kann,  wenn  man  beachtet,  dass  die  lineare  Substi- 
tution, welche  das  dem  Fundamentalsysteme  [y^^J  von  (A)  adjimgirte 
Fundamentalsystem  [^^^J  von  (A')  bei  einem  Unälaufe  U  erfährt,  zufolge 
des  Satzes  der  Nr.  23  (S.  65),  die  reciproke  der  linearen  Substitution 
ist,  die  das  Fundamentalsystem  [y^^  ]  bei  demselben  Umlaufe  erleidet. 


Viertes  Kapitel. 

88.   Die  Hamburger'sohe  Methode  für  die  Entwiokelung  der 

Integrale  innerhalb  eines  Ereisringes. 

Man  kann  sich^  um  die  Entwickelungen  eines  Fundamentalsystems 
innerhalb  E  imd  die  zu  E  gehörige  Fimdamentalgleichung  zu  finden, 
auch  noch  einer  anderen  Methode  bedienen,  die  darauf  ausgeht,  den 
Ereisring  E  auf  das  Innere  einer  einfach  zusammenhangenden  Kreis- 
fläche abzubilden.  Dieselbe  rührt  in  ihren  Orundzügen  von  Herrn 
Hamburger  her  und  führt  auf  Reihenentwickelungen,  die  für  manche 
Zwecke  geeigneter  sein  können  als  die,  welche  sich  durch  Anwendung 
der  unendlichen  Determinanten  ergeben. 

Sei  Xq  ein  beliebiger  innerhalb  E  befindlicher  Pimkt;  verbinden 
wir  Xq  geradlinig  mit  dem  Pimkte  x  =  0  und  wählen  auf  dieser  Verbin- 
dungslinie zwei  ebenfalls  innerhalb  E  gelegene  Punkte  x^^  x^y  für  welche 


^1 


ist.     Bedeutet  dann  h  den  positiven  Werth  von 

1  *^2 

so  ist 


^1 


Wir  setzen  nun 


X^  ^Q^   y  ^l  ^0^ 


X  —  x^e  , 


dann  wird  der  von  den  beiden  Kreisen 


a;  I  =  I  iTj  I ,         \x 


=  1^2 


begrenzte  Kreisring  X  auf  einen  unendlichen  Parallelstreifen  Z  der 
jS-Ebene  abgebildet,  der  durch  zwei  zur  lateralen  Axe  in  den  Abstanden 
—  Ä  und  Ä  von  dieser  Axe  gezogenen  Parallelen  begrenzt  ist.     Wenn 

r  =    X   ,        X  =  rr 

gesetzt  wird,  so  entspricht  jedem  Werthsysteme  von  r  und  9,  welches 
einen  Punkt  von  X  bestimmt,  ein  je?-Werth  innerhalb  oder  auf  der  Be- 
grenzung von  Z  und  umgekehrt.     Setzen  wir  femer 
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80  wird  der  Parallelstreifen  Z  auf  den  Einheitskreis  der  ^Ebene*)  abge- 
bildet. Wenn  z  innerhalb  Z  verbleibend  eine  Werthenfolge  durchläuft, 
deren  imaginärer  Theil  nach  positiver  oder  negativer  Richtung  hin  ins 
Unendliche  rückt,  so  nähert  sich  t  den  Werthen  —  1  oder  +  1 5  für ;?  =  0 
ist  auch  f  =  0.    Die  Function 


C45)  -=^o(;-i-S) 


ni 


vermittelt  folglich  die  conforme  Abbildung  des  Kreisringes  X  auf  den 
IBinheitskreis  der  ^-Ebene,  so  dass  jedem  Werthe  t  innerhalb  oder  auf 
der  Peripherie  des  Einheitskreises  (mit  Ausnahme  von  ^  =  +  1)  ^^^ 
ohlbestimmtes  Werthepaar  r,  9),  welches  einen  Punkt  von  X  darstellt, 
ugehört  und  umgekehrt. 

Bedeutet  nun 

{{X)  =  i^(0 

ine  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  von  X  reguläre  Function  von  x, 
%e  aber  innerhalb  ü,  nicht  eindeutig  zu  sein  braucht,  die  also,  wenn  x 
en  innerhalb  JE?  verlaufenden  geschlossenen  Umlauf  JJ  um  a;  =  0  voll- 

ieht,  in 

@f{x)  +  f{x) 

bergehen  kann,  so  ist  F{Pj  innerhalb  des  Einheitskreises  der  «-Ebene 
indeatig  und  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  t  entwickelbar: 


OB 


46)  F{S)^yc/,        \t\<\, 


x=0 

c 


.        1  (^m\ 


enken  wir  uns  ein  bestimmtes  Element  der  Function  f{x)  in  der  Um- 
ebung  von  x=^  x^  fixirt, 

S90  ist 


•)  So  bezeichnen  wir  kurz  den  um  i  =  0  mit  dem  Radius  Eins  beschrie- 
benen Kreis. 
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SA 
ni 


«')-*(-.[(■-+;) "!]) 


nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  t  entwickelbar,  und  die  Coeffi- 
cienten  dieser  Entwickelung  sind  als  bekannt  anzusehen,  wenn  die 
Coefficienten  von  ^{x  —  x^  gegeben  sind,  d.  h.  wenn  man  die  Wei-the 
von  f'{x)  und  seinen  successiven  Ableitungen  für  x  =  x^  kennt;  diese 
Entwickelung  muss  aber  dann  nach  bekannten  analytischen  Principien 
mit  (40)  übereinstimmen.  Setzen  wir  in  (40)  für  t  den  sich  aus  (45) 
ergebenden  Werth 

n  i 

f, — -■  -- . 

TT  I 

2h 

+  1 


CJ 


ein,  so  ergiebt  sich  für  [{oc)  eine  Darstellung 


CD 


die  innerhalb  X  convergent  ist.  Aus  dieser  Darstellung  kann  die 
Aenderung,  die  f{x)  bei  einem  Umlaufe  U  erfahrt,  unmittelbar  abge- 
lesen werden,  wenn  man  beachtet,  dass  der  Umlauf  U  durch  eine  Ver- 
mehrung des  Argumentes  (p  von  x  um  2jc  gegeben  wird,  so  dass  also 

9t  +  1  ^    "T  t  +  1 

et  —  1      ^'      t  —  i 

ist.     Wenn  nun  t  innerhalb  des  Einheitskreises  liegt,  so  ist  auch 

\et\<i, 

d.  h.  die  Entwickelung  (46)  convergirt  auch  noch  für  t=  0^  wir  er- 
halten demnach 

X 

efix)  =  ^  cj&tf, 

und  ebenso  ist,  wenn  der  Umlauf  U  A-mal  vollzogen  wird  (A  eine  posi- 
tive oder  negative  ganze  Zahl) 

Sei  nun  y^,  j/^,  •  •  •  y^^  ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichun 
(A),    deftnirt    durch    seine   Anfangswerthe    in   dem    regulären   Punkte 
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X  =  x^\  denken  wir  uns  z.  B.  diese  Anfangswerthe  so  gewählt,  dass 
für  X  =  x^ 

y^m       ^^  ^?     wenn  x  <  n  aber  x  =j=  n  —  w, 

in-m)  _  j 

dann  ist  in  der  Umgebung  von  a;  =  a;„ 

Die  Coefficienten  dieser  Reihenentwickelungen  bestimnuen  sich  in  ein- 
facher Weise,  indem  man  (vergl.  Nr.  9,  S.  21)  mit  Hülfe  der  Differential- 
gleichung (A)  durch  wiederholte  Differentiation  und  Elimination 


liildet,  wo  sich  die  g^^ix),  •  •  •  g^^ix)  als  ganze  rationale  Functionen 
€3er  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (A)  und  deren  successiven 
-Ableitungen,  dividirt  durch  gewisse  Potenzen  von  x  darstellen,  und 
nn  g^J^x^  den  Werth  von  g^J^x)  für  x  =  x^  bedeutet.  Mit  Hülfe 
er  innerhalb  E  gültigen  Reihenentwickelungen  (1)  (S.273)  der  P^(^)  sind 
Iso  die  g^j^^ix^  in  der  Form  von  Reihen  darstellbar,  die  nach  posi- 
iven  und  negativen  ganzen  Potenzen  von  x^  fortschreiten.  Setzt  man 
nn  in  die  Entwickelungen  (47)  für  x  —  x^^  den  Werth 


2  h 
ni 


^-^o=^o{Gi:i)  -i) 


in  und  entwickelt  nach  Potenzen  von  /,  so  erscheinen  die  y^,  y^,  •••  y^ 
n  der  Form  von  Reihen,  die  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  t 
'ortschreiten  und  für  [  ^  |  <  1  convergiren.    Diese  Reihen  stellen  inner- 
halb des  Einheitskreises  der  ^-Ebene  ein  Fundamentalsystem  der  Diffe- 
^»•entialgleichung  (A^^)  dar,  die  aus  (A)  hervorgeht,  indem  man  an  Stelle 
^on  x  eine  neue  unabhängige  Variable  t  durch  die  Gleichung  (45)  ein- 
Ährt.     Bedeutet  dann  vj^),  •  •  •  vj{()  ein  Fundamentalsystem  von  (A^^), 
"welches  durch  die  Anfangsbedingungen 

für  f  =  0  definirt  ist,  so  hat  man  für     T  <  1 


«»-"» 


OD 

V    (t)  =  7-^—^\,  +    y  y       (XM""  (m  =  l,2,...«) 

x=n 
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und  ferner 

n 

(48)  y«  =  2  <'»,*',(0      <"• = '•  «•  ->• 

x=l 

wo  die  c  ^  Constanten  bedeuten.     Setzen  wir 

wo  also  [A,  q]^  =  1  und 

ein  ganzer  rationaler  Ausdruck  v*^  Orades  in  A  und  q  ist,  so  folgt 
durch  Vergleichung  gleich  hoher  Potenzen  von  t  auf  beiden  Seiten  der 
Gleichungen  (48) 

(49)  c     =7 (-,  [A,  n  —  w|       (— tä:^) 

(x,  i»  =  l,  2,  •■  f»), 

wo  für  negative  Werthe  von  v 

[h,  q],  =  0 
zu  nehmen  ist.     Wir  finden  also 

(j  r        xH  —  m 

und  da  auch 

ist,  so  haben  wir  femer 

c     =0,     für     x<«,     e     =1. 

Für  die  Coefficienten  y^,(^o)  ^^g®^®'^  sich  die  Formeln 

x=l 

+ 2' (S -«r"" [*' « + ''i'^-s .+x(-o)   Cr:.:;;.") , 

x=0 

woraus  sich  die  ^^^(^o)  ^*  Hülfe  der  g^Ji^^  berechnen  lassen.  Wir 
erhalten  also  auch  die  y,^,(^o)  ^^  Form  von  Reihen  dargestellt,  die 
nach  positiven  und  negativen  Potenzen  von  x^  fortschreiten.  Für  die 
y^y  •  •  •  y    ergiebt  sich  die  innerhalb  X  gültige  Darstellung 

y»i(^o)^  (m  =  l,2,..ii), 

worin   /,   c^^,   ^^^^(a:^)   aus  den  Gleichungen  (45),   (44),  (50)  zu  ent 
nehmen  sind. 


(51)         y„  =^<^^r   (n*-^  +yY.^{^,)^ 
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89.   Berechnung  der  Goefftoienten  der  Fnndamentalgleicliting. 

Wenn  x  den  Umlauf  U  vollzieht,  so  finden  wir  die  Werthände- 
rungen der  y^y  •  •  •  y^,  indem  wir  in  (51)  das  Argument  von  x  um  2ic 
vermehren,  d.  h.  also,  indem  wir  St  an  die  Stelle  von  t  setzen.  Um 
nun  die  zum  Umlaufe  U  gehörige  Fundamentalgleichung 

Fip)  =  0 

zu  bestimmen,  können  wir  an  Stelle  des  Pundamentalsystems  y^,  -  -  -  y^ 
das  Fundamentalsystem 

betrachten,  da  ja  die  Fundamentalgleichung  von  der  Wahl  des  Funda- 
mentalsystems unabhängig  ist.  Wenn  wir  uns  gleich  den  Umlauf  U 
A-mal  vollzogen  denken  (A  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl),  so 
haben  wir,  um  die  Werthänderung  der  Integrale  e^,^{x)  zu  finden,  das 
Argument  (p  von  x  um  2Xn  zu  vermehren.  Dadurch  verwandelt  sich 
t  in  6^t  und  es  ist 

Da  wir  fQr  den  Ausgangswerth  x  =  x^  dem  t  den  Werth  Null  beige- 
legt hatten,  so  ist  der  Werth  von  &^t  fQr  x  =  x^  durch  die  Formel 


L  = 


X  ni  Xit*^ 

gegeben,  während  allgemein 


2A 


^t^^ — i—- 

7t  t 


G  •""') 


2A 

+  1 


ist.     Die  Ausdrücke 

sind   homogene   lineare  Functionen   mit   constanten   Coefficienten   von 
\(f)>  ■  •  •  «,(0;  sei 

wo  also  (vergl.  Nr.  31^  S.  97) 

mx  ^^      ml  IX 
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ist,  wenn 

d     =  a    ,     a     =0     = 

mx  mx/  mx     ^       mx 

gesetzt  wird..  Dann  ist  auch 


0  für     m=^Xy 

1  für    m  =  X 


x=l 


und  folglich,  gemäss  den  für  die  v^{()y  •  •  •  vjif)  fixirten  Anfangsbedin- 
gungen, 


'"''      '     de-*     ,,_o 


Da 

also  für  I  ^  I  <  1  auch 

ist,  so  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  den  innerhalb  des  Einheitskreises  der 
^-Ebene  gültigen  Entwickelungen  der  vjit)  (vergl.  S.  317) 

An 

vn  —  m 


w) !  "^ 


und  folglich  haben  wir 

(52)  «!:'.=(Ä^!+2'»''».(^o)'3' 

wenn 

gesetzt  wird.     Die  t^^\  lassen  sich  leicht  finden,  indem  man  mit  Hülfe 
der  Gleichung 

T  —  1  e— 1 

die  Werthe  von 

V  dt''-'  A=ü 

durch  K  darstellt:  für 

_;i7t« 

liefern  diese  Ausdrücke  dann  unmittelbar  die  Grossen  ^*\ .  Die  Ausdrücke 


^^^ 


(52)  für  die  et      hängen  von  x^  ab,  nach  dessen  positiven  und  nega- 
tiven ganzen  Potenzen  sie  entwickelt  werden  können,  überdies  enthalten 
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dieselben  noch  die  positive  Grösse  A,  die,  wenn  x^  beliebig  innerhalb 
E  gewählt  wird,  gewissen  Beschränkungen  unterliegt.  Bezeichnen  wir  mit 

A  =  (a      )  Kx  =  l,2,        n) 

die  aus  den  n^  Elementen  a^^^^  gebildet^  lineare  Substitution,  so  ist  A 
nichts  anderes  als  die  Substitution,  welche  das  Fundamentalsystem 
K,,(^)l  ^^^  Differentialgleichung  (A)  erfahrt,  wenn  x  den  Umlauf  U 
vollzieht,  wir  haben  also 

Femer  ist 

und  die  zum  Umlaufe  U  gehörige  Fundamentalgleichung  lautet 

F{a))  =  (—  1)"  ;  «,^^—  S^^^CJ  !  =  0  (m,x  =  l,2,...n). 

Die  Coefficienten  dieser  Gleichung  sind  offenbar  von  x^  und  h  unab- 
hängig; um  dieselben  zu  finden,  haben  wir  also  in  die  Determinante 
F((o)  für  die  a^^  ihre  Ausdrücke  (52)  einzusetzen  und  dann  in  der 
ausgerechneten  Form  die  von  x^  unabhängigen  Glieder  allein  beizube- 
halten, diese  müssen  dann  schon  von  selbst  auch  von  h  unabhängig 
sein.  Da  aber  die  Glieder  jener  Determinante  Producte  der  verschie- 
denen a^^^  sind,  und  die  Entwickelungen  der  a^^^  nach  Potenzen  von  x^ 
unendlich  viele  positive  und  negative  Potenzen  enthalten,  so  wäre  die 
Berechnung  der  Coefficienten  der  Fundamentalgleichung  auf  diese  Weise 
geradezu  unausführbar.  Es  ist  darum  zweckmässiger,  das  folgende  Ver- 
fahren einzuschlagen.     Die  Wurzeln  der  Gleichung 

a^  ^  — cjä       =0         (w,x  =  i,2,-    «) 

mx  mx  1 

sind  offenbar  nichts  anderes  als 

«i;  «2;  •••  «.; 

wenn  wie  gewöhnlich  (ö^,  •  •  w^  die  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung 
bedeuten;  folglich  ist: 

y  0,^  =  af?  +  af:  +  ...  +  «<'', 

^^J       a  11      •         22      '  In«/ 

a==l 

und  da  diese  Ausdrücke  auch  von  x^  und  h  unabhängig  sein  müssen, 
80  haben  wir  bei  ihrer  Berechnung  in  den  Entwickelungen  (52)  nur  die 
von  x^^  unabhängigen  Glieder  beizubehalten,  d.  h.  die  y,„,X^o)  ^^^^^^ 
ihre  von  a^  unabhängigen  Glieder  zu  ersetzen;  diese  lassen  sich  aber 
aus   den    Gleichungen  (50)    unmittelbar    bestimmen,    wenn    die   Coeffi- 

Sohleainger,  Differentialgleichungcu.    I.  21 
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cienteii  der  Eni  Wickelungen  (1)  bekannt  sind.  Der  Grosse  h  kann  dann 
noch  ein  beliebiger  Wertli  beigelegt  werden,  der  z.  B.  der  Beschränkung 

ZU  unterliegen  hat,  wenn  wir  i.,  als  auf  der  Peripherie  des  Kreises 

gelegen,  annehmen.  Die  Coefficienten  e/^,  •  •  •  J^  der  Fundamental- 
gleichung setzen  sich  dann  auf  bekannte  Weise  aus  den  so  gefiindenen 
Potenzsummen  der  Wurzeln  zusammen. 

An  Stelle^  der  Substitution  (45)  könnten  noch  viele  andere  Trans- 
formationen gewählt  werden,  die  mit  grösserer  oder  geringerer  Einfach- 
heit zum  selben  Ziele  fuhren  würden.  Man  könnte  z.  B.  bei  der  Sub- 
stitution 

.stehen  bleiben;  wenn  es  sich  in  einem  gegebenen  Falle  um  die  wirk- 
liche Berechnung  der  (/oefficienten  der  Fundamentalgleichung  handelt^ 
.so  wird  mau  die  Auswahl  der  anzuwendenden  Transformation  stets  dei 
besonderen  Natur  der  vorgelegten  Differentialgleichung  anzupassen  haben 


Fünftes  Kapitel. 

90.    Singulare  SteUen,  an  denen  sieh  einige  Integrale  bestimmt 
verhalten.     Fundamentalgleichung  und  Beoursionsformel. 

Die  in  den  vorhergehenden  Kapiteln  angestellten  Betrachtungen, 
deren  Anwendung  wir  in  einem  der  folgenden  Abschnitte  darzulegen 
haben  werden,  bleiben  ohne  weiteres  gültig,  wenn  entweder  der  Punkt 
a:  =  0,  den  wir  als  Mittelpunkt  des  Kreisringes  E  gewählt  hatten,  der 
einzige  innerhalb  des  kleineren  Kreises  gelegene  singulare  Punkt  der 
, Differentialgleichung  ist,  d.  h.  wenn  der  Radius  R  dieses  Kreises  be- 
liebig klein  angenommen  werden  kann;  oder  wenn  der  Punkt  x  =  (x> 
der  einzige  ausserhalb  des  grösseren  Kreises  befindliche  singulare  Punkt 
ist,  d.  h.  der  Radius  R'  des  letzteren  beliebig  gross  genonmien  werden 
darf  Diese  beiden  Fälle,  die  wir  jetzt  genauer  zu  untersuchen  haben, 
lassen  sich  auch  einfacher  dahin  charakterisiren,  dass  die  Coefficienten 
der  Differentialgleichung  in  der  Umgebung  von  x  =  0  beziehungsweise 
X  =  oo  eindeutig,  aber  nicht  regulär  sind,  es  kann  sogar  der  betreffende 
Punkt  noch  als  eine  Stelle  der  Unbestimmtheit  für  die  Coefficienten 
erscheinen.  —  Wenn  das  letztere  der  Fall  ist,  so  ist  es  nach  den  Ergeb- 
nissen des  vierten  Abschnittes  von  vorneherein  ausgeschlossen,  dass 
sich  sänmitliche  Integrale  der  Differentialgleichung  in  dem  betrachteten 
Punkte  bestinmit  verhalten,  da  ja,  wenn  dies  einträte,  die  Coefficienten 
in  der  Umgebung  dieses  Punktes  den  Charakter  rationaler  Functionen 
haben  müssten.  Es  ist  aber  sehr  wohl  möglich,  dass  einige,  etwa  k 
Integrale  der  Differentialgleichung  in  einem  Punkte  bestinmit  sind, 
während  dieser  Punkt  für  die  Coefficienten  eine  Stelle  der  Unbestimmt- 
heit darstellt. 

Sei  also  z.  B.  der  Punkt  :z;  =  0  so  beschaffen,  dass  in  der  durch 
den  Kreis 


X 


=  iJ' 


dargestellten  Umgebung  desselben  die  Coefficienten  der  Differentialglei- 
chung (A)  die  Entwickelungen  (1)  (S.  273)  zulassen,  wobei  es  dahingestellt 
bleiben    soll,   ob  diese  Entwickelungen  auch  unendlich  viele  negative 

21* 
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Potenzen  von  x  enthalten  oder  nicht.  Mögen  femer  genan  A  <  » 
linear  unabhängige  Integrale 

?/p  V^y  '"  Vi 
vorhanden  sein,  die  sich  im  Punkte  x  =  0  bestimmt  verhalten,  und  seien 

VX  +  V       -Vn 

n  —  A  Integrale,  die  mit  y^,  •  •  •  y^  zusammengenommen  ein  Funda- 
mentalsystem von  (A)  constituiren,  so  müssen  diese  in  x  =  0  eine 
Stelle  der  Unbestimmtheit  besitzen,  da  sonst  mehr  wie  A  linear  unab- 
hängige sich  in  X  =  0  bestimmt  verhaltende  Integrale  vorhanden  wären. 
Dann  lässt  sich  also  jedes  Integral  von  (A),  welches  sich  im  Punkte 
X  =  0  bestimmt  verhält,  als  homogene  lineare  Function  der  V^,  -  "  Vi 
darstellen.  —  Denken  wir  uns  nun  das  zum  Bereiche  JK,  oder,  wie  wir 
jetzt  sagen  können,  zum  Punkte  x  =  0  gehörige  canonische  Funda- 
mentalsystem aufgestellt  und  die  y^,  •  •  •  y^  durch  die  Elemente  des- 
selben ausgedrückt,  so  ist 

n 
a  =  l 

WO  die  c^^^y  r  Constanten,  die  9>„j„x(^)  in  der  Umgebung  von  x  =  0 
reguläre  Functionen  bedeuten.  Lassen  wir  die  unabhängige  Variable  x 
den  Umlauf  U  um  den  Punkt  x  =  0  beschreiben,  so  verwandelt  sich 
y  in  ®y^j  und  aus  der  für  y^^^  gefundenen  Form  ist  sofort  ersichtlich, 
dass  sich  auch  ®y  im  Punkte  x  =  0  bestimmt  verhalten  muss.  Es 
ist  folglich 

®yn,=^''n..y.  ("•  =  M.       .1), 

x  =  l 

wo  die  a^^  Constanten  bedeuten,  d.  h.  die  y^,  •  •  •  y^  verwandeln 
sich  bei  dem  Umlaufe  f7in  lineare  homogene  Functionen  ihrer 
selbst.  Sie  bilden  folglich  ein  Fundamentalsystem  der  linearen  DiflFe- 
rentialgleichung  A*®'  Ordnung 

deren  Coefficienten  in   der  Umgebung  von  a:  =  0  eindeutig  und  übei^ 
dies,  wenn  man  durch  den  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  divi-  - 
dirt,  von  der  Form  (D)  (S.  152)  sind,  da  sich  die  sämmtlichen  Integral 
in  a;  =  0  bestimmt  verhalten.     Die  linke  Seite  P(y)  der  DiflFerential 
gleichung  (A)  kann  dann  in  der  Form 

Viy)  =  I{Q(y) 
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dargestellt  werden,  wo  R(y)  einen  Differentialansdnick  (w  —  A)**'  Ord- 
nung mit  in  der  Umgebung  von  x  =  0  eindeutigen  CoefScienten  be- 
deutet. 

Hieraus  folgt  zunächst,  dass,  wenn  wir  uns  das  zu  a;  =  0  gehörige 
canonische  Fundaraentalsystem  der  Differentialgleichung   Q  =  0  aufge- 
stellt denken,  die  A  Elemente  dieses  Fundamentalsystems  auch  in  dem 
zum  Punkte  x  =  0  canonischen  Fundamentalsysteme  von  (A)  enthalten 
sein   müssen,  d.  h.   das  canonische  Fundamentalsystem  von  (A) 
enthält   genau    A    sich  bei  x  =  0  bestimmt  verhaltende  Inte- 
grale und  diese  sind  für  sich  in  Gruppen  und  Untergruppen 
eingetheilt.     Besitzt  also  die  Differentialgleichung  (A)  über- 
haupt ein  sich  bei  x  =  0  bestimmt  verhaltendes  Integral,  so 
besitzt  sie  nothwendig  auch  eines  von  der  Form 

(53)  xq>{x)j 

wo  r  eine  Constante,  (fix)  eine  in  der  Umgebung  von  x  =  0 
feguläre  Function  bedeutet.     (Vergl.  Nr.  43,  S.  150.) 

Femer  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Differentialgleichung 

li  =  0 

lauter  sich  in  x  =  0  tfnbestimmt  verhaltende  Integrale  besitzen  muss. 
Denn  bedeutet  ly  ein  Integral  dieser  Differentialgleichung,  so  ist  nach 
den  Ergebnissen  der  Nr.  27  (S.  80  ff.)  jede  Lösung  der  nicht  homo- 
genen Differentialgleichung 

C54)  Qiy)  =  n 

^3iu   von  den  j/j,  y^^  •  •  •  y^  linear  unabhängiges  Integral  von  (A).     Be- 

2-=5äs.se   nun  R  =  0  ein  sich  in  it*  =  0  bestimmt  verhaltendes  Integral, 

5-so    müsste  diese  Differentialgleichung  auch  durch  ein  Integral  von  der 

form  (53)  befriedigt  werden  können;  würde  dann  für  ri  dieses  Integral 

j^enonmien,  so  folgte  aus  dem  Satze  der  Nr.  58  (S.  207),  dass  sich  alle 

Xösungen  von  (54)  in  x  =  0  bestimmt  verhalten,  es  gäbe  also  noch 

«in   von  den  y^,  •  •  •  y^  linear  unabhängiges  Integral  von  (A),  welches 

sich  in  ic  =  0  bestinunt  verhält,  ^vider  die  Voraussetzung.    Wir  können 

also  die  folgenden  Sätze  aussprechen: 

Besitzt  die  Differentialgleichung  (A)  genau  k  linear  un- 
abhängige, sich  in  x  =  0  bestimmt  verhaltende  Integrale,  so 
lässt  sich  ihre  linke  Seite  in  der  Form 

P=BQ 

darstellen,  wo  Q  einen  Differentialausdruck  A*®'  Ordnung  be- 
deutet, für  den  x  =  0  eine  Stelle  der  Bestimmtheit  ist  (vergL 


,^  eine«  ^«^^^'^^       ,   .   ^eVt^   «^ 


V  aa^e^*'^  .  ?at  Ä«^  ^    UTOöxt  ^«'^,„\x\eTt^  ^*'  .oaes  «'^  '    eng«' 

t:^-T  J  .-^  r^^e  ^-  rB^^-  ,t;t:'  -^^"" 

flen  1-^1?  als  X--  "^  ,,  ,6  CS.  ^^SleV.--« ÄJv^^ 


-'^^--t.::S.^:^Ti^^^:i:^^ 


.d.e.e  ^e.^C,,.>.      Z';;  ..a.^^  "^^ 


Q 


0 


\c 


r 
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und 

ist    offenbar  nichts  anderes,  als  die  zu  x  =  0  gehörige  determinireude 
Fundamentalgleichung  von  (^  =  0;  wir  haben  folglich 

lind  (vergl.  Nr.  87,  S.  311) 

-r—r  sin  (o  —  aj\  a 
^(9)  =  H(.p)JJ— V- 


dadurch  ist  zunächst  die  an  sich  selbstverständliche  Thatsache  in  Evi- 
denz gesetzt,  dass  von  den  n  innerhalb  eines  Periodenstreifens  gelegenen 
^iiUstellen  von  D{q)  genau  A  mit  den  Wurzeln  der  determinirenden 
Fundamentalgleichung  der  Diflerentialgleichung  Q  =  0  übereinstimmen. 
Bedeutet  cJ^  eine  dieser  Wurzeln,  zu  der  ein  in  Reihenform  dar- 
stellbares Integral 

x=0 

-von  ^  =  0  und  P  =  0  gehört,  so  müssen  also  die  Gleichungssysteme 

<5o)  a>/(Jj)  =  0  (v  =  -«,-.-fa) 

lind 

befriedigt  werden  können,  indem  man  setzt: 

Hieraus  ergiebt  sich  eine  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  die  Differentialgleichung  (A)  überhaupt  ein  sich  im  Punkte 
x  =  0  bestimmt  verhaltendes  Integral  besitzt,  nämlich  die,  dass  es  mög- 
lich sei,  das  Gleichungssystem  (56)  durch  Werthe  der  (f^  zu  befriedigen, 
die  für  negative  Werthe  des  Index  sämmtlich  verschwinden,  wenn  für 
tfj  eine  geeignete  Nullstelle  von  D(q)  gesetzt  wird. 

Diese  Bedingung  ist  aber  völlig  unbrauchbar,  wenn  die  Coeffi- 
eienten  der  Differentialgleichung  (A)  den  Punkt  x  =  0  zur  Unbestimmt- 
heitsstelle haben,  weil  in  diesem  Falle  die  Bestimmung  dieses  geeigneten 
(T^  nur  dann  möglich  ist,  wenn  die  Zerlegung  der  linkgn  Seite  von  (A) 
in  BQ  bereits  bekannt  ist.  Dann  ist  aber  die  Frage  nach  der  Existenz 
eines  sich  in  x  =  0  bestimmt  verhaltenden  Integrals  schon  auf  Grund 
der  vorhin  bewiesenen  Sätze  entschieden.  Nur  in  dem  Falle,-  wo 
die  Coefficienten  von  (A)  im  Punkte  x  =  0  den  Charakter  von  ratio- 
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nalen  Functionen  besitzen,  ist  eine  directe  Bestimmung  der  Exponenten  6y 
zu  denen  unter  Umständen  sich  bestimmt  verhaltende  Integrale  gehören 
können,  möglich;  wir  wollen  jetzt  zur  Betrachtung  dieses  für  die  Theorie 
besonders  wichtigen  Falles  übergehen. 


91.    Stellen,  an  denen  die  Goefficienten  den  Charakter  rationaler 
Functionen  haben.     Oharakteristischer  Index.     Satz  über  die 

detemiinirende  Funotion. 

Wir  machen  jetzt  die  Annahme,  dass  die  CoefBcienten  von  (A), 
wenn  man  sich  dieselben  in  der  Umgebung  von  x==0  entwickelt  denkt, 
nur  eine  endliche  Anzahl  negativer  Potenzen  von  x  enthalten.     Sei 


00 


P^{X)=    ^a^^x"  :x=0,l,  •  (n-l)], 


also 

a     =  0 ,     wenn     i/  <  —  n  , 

XV  '  ^  x" 

femer  bedeute  n^  die  grösste  unter  den  Zahlen 

n  =0,    n    '  ,  M     o,  •  •  •  Wn» 

und  zwar  möge  dieselbe  fOr  den  Index  ft  zum  ersten  Male  auftreten, 
so  dass  also 

^*x<"^^  ^>^7 

Midtipliciren  wir  dann  die  Differentialgleichung  (A)  mit 

so  enthalten  die  Entwickelungen  der  Coefficienten  nur  positive  Potenzen 
von  X,  und  wenn  wir 


x^P{y)  =P{y), 

X  ^ P^(x)  =  P^(x)  (X  =  0,  1,        h) 

setzen,  so  ist 

P,iO)  +=  0. 

Die  Differentialgleichung 

(E)    -P{y)  =  xXCx)^"'  +  a;"-'P_,(a;)i/<"-«  +  •  •  •  +  P,{x)y  =  0 

besitzt  folglich  im  Sinne  der  in  der  Nr.  44  (S.  154)  eingeführten  Ter- 
minologie bei  x  =  0  die  Normalform.  Die  charakteristische  Function 
derselben  ist 
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QC 


y= — 'I.. 


der  (üoefficient  von  .r 


11 


(1.  h.  die  determinirende  Function  ist  also  eine  ganze  Function  ft^"  Grades 

von  Q,     Die  Zahl 

n  —  ft 

nennt  man  nach  Herrn  Thome  den  zu  x  =  0  gehörigen  charakte- 
ristischen Index  der  Differentialgleichung;  wenn  dieser  den  Werth 
Null  hat,  d.  h.  wenn  n  =  ^i  ist,  so  ist  x  =  0  eine  Stelle  der  Bestimmt- 
heit für  die  Differentialgleichung,  denn  wegen 

ist  alsdann 

n    =0. 

14 

I 

In  diesem  Falle  ist  also 

/L„„(9)=/«(P), 

■ 

und  wir  haben  vollständigen  Anschluss  an  die  im  vierten  Abschnitte 
gebrauchten  Bezeichnungen.  Wenn  ^  =  0,  d.  h.  der  charakteristische 
Index  gleich  7i  ist,  so  ist  die  determinirende  Function 

eine  von  q  unabhängige  Constante. 
Sei 

Avo  Q  einen  Differentialausdruck  >l**'  Ordnimg  bedeutet,  dessen  Coeffi- 
cienten  in  der  Umgebung  von  x  =  0  ebenfalls  den  Charakter  rationaler 
Functionen  besitzen.  Setzen  wir  Q  in  die  Normalform,  was  durch 
Multiplication  mit  der  A^^^"  Potenz  von  x  erreicht  werden  möge,  und 
Ijedeute  X  —  «  den  charakteristischen  Index  der  Differentialgleichung 

(57)  Q^y)  =  :/<■  QUj)  ^  0 , 

SO  ist,  wenn  wir  im  Uebrigen  die  in  der  Nr.  86  (S.  308)  eingeführte 
Bezeichnung  festhalten, 

und  die  determinirende  Function 
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dieser  Differentialgleichung  ist  eine  ganze  Function  a^*^^"  Grades  von  q. 
Aus  der  Bildungsweise  des  Differentialausdruckes  It(y)  folgt,  dass  seine 
Coefficienten  in  der  Umgebung  von  x  =  0  auch  den  Charakter  ratio- 
naler Functionen  besitzen  müssen.     Sei 

n  —  l  —  ß 

der  charakteristische  Index  von 

'  B(y)  =  0 

und  x^  die  höchste  negative  Potenz  von  ./',  die  in  der  Entwickelung 
von  li^{x)  auftritt,  dann  ist 

und  die  determinirende  Function 

von  JJ(y)  =  0  ist  in  q  vom  /3**°  Grade.     Nun  ist  aber 

folglich  haben  wir 


x^—Xa 


OD  OD  OD 


^  fM^"  =  2'     2'  9'*(9)^c(9  +  b)^'+S 


ö=-V  ^=^-^a  f=~*i^ 


und  hieraus  folgt  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  gleich  hoher 
Potenzen  von  x 


(58) 


^  =  ^«  +  ^.^^ 


92.    Sätze  über  Differentialgleieliiingen,  die  einige  sich  an  einer 
singnlären  Stelle  bestinimt  verhaltende  Integrale  besitien. 

Besitzt  die  Differentialgleichung  (A)  genau  X  linear  unabhängige 
sich  im  Punkte  x  =  0  bestimmt  verhaltende  Integrale  y^,  y^,  •••  y^^ 
so  können  wir  die  Differentialgleichung  (57)  als  diejenige  annehmen^ 
der  diese  A  Integrale  genügen;  dann  ist,  wie  im  allgemeinen  Falle  (Nr.  90* 
S.  326  ff.),  X  =  0  eine  Stelle  der  Bestimmtheit  fOr  diese  Differential^ 
gleichung  und  folglich 

also  ist  femer 

9o(p)  =  (P  —  *i)  •  •  •  (P  —  *i) 
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die  determinirende  Function,  und  demnach  zufolge  der  Gleichungen  (58) 

D.  h.  die  Exponenten  6^,  •  •  •  6^^  zu  denen  die  sich  bestimmt  verhal- 
tenden Integrale  der  Diflferentialgleichung  (A)  gehören,  sind  Lösungen 
der  determinirenden  Fundamentalgleichung 

^von  (A),  und  zwar  absorbiren  sie  genau  so  viele  Wurzeln  dieser  Glei- 
ohung,  als  ihre  Anzahl  A  beträgt.  Hieraus  fliessen  die  folgenden  Sätze: 
Eine  Differentialgleichung  (A),  deren  Coefficienten  in 
<ier  Umgebung  von  x  =  0  den  Charakter  rationaler  Functionen 
luaben,  besitzt  höchstens  so  viele  linear  unabhängige  Inte- 
grale, die  sich  in  ic  =  0  bestimmt  verhalten,  als  der  Grad 
ihrer  determinirenden  Function  anzeigt.  Ist  die  Anzahl  dieser 
Integrale  genau  gleich  dem  Grade  der  determinirenden  Func- 
"fcion,  und  stellt  man  die  linke  Seite  P(y)  von  (A)  in  der  Form 

P  =  RQ 

ar,  wo  Q  durch  die  sämmtlichen  sich  bestimmt  verhaltenden 
ntegrale  von  (A)  annullirt  wird,  so  besitzt  die  Gleichung 

jR  =  0 

ein    sich  bestimmt  verhaltendes  Integral,   denn  ihre  deter- 
inirende  Function  ist  eine  von  q  unabhängige  Constante. 

Umgekehrt,   wenn   die    determinirende  Function   von  (A) 
om  A*®°  Grade  ist,  und  F(jf)  sich  in  der  Form 

arstellen  lässt,  wo  Q  von  A*"  Ordnung  und  die  determinirende 

unction  von  R  eine  Constante  ist,  so  hat  die  Gleichung  ^  =  0 

en  Punkt  x  =  0  zur  Stelle  der  Bestimmtheit  und  besitzt  also 

in  x  =  0  bestimmte  Integrale,  die  dann  sämmtlich  auch  der 

ifferentialgleichung  (A)  genügen. 

Dieser   letztere  Satz   lässt   sich  auf  eine  elegante  Form  bringen, 
^wenn  man  die  adjungirte  Diflferentialgleichung 
<A')  P'(^)  =  0 

^on  (A)  mit  heranzieht.    Aus  der  oben  (S.  812)  abgeleiteten  Gleichung 

folgt  nämlich  zunächst,  dass  auch  die  Coefficienten  von  (A')  in  der 
Umgebung  von  x  =  0  den  Charakter  rationaler  Functionen  besitzen,  und 
dass  der  charakteristische  Index  von  (A')  mit  dem  von  (A)  überein- 
stimmt (was  übrigens  auch  direct  aus  der  Form  der  adjungirten  Diflfe- 
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rentialgleichung  abgelesen  werden  kann).  Hat  also  die  Differential- 
gleichung (A)  lauter  sich  bei  x  =  0  bestimmt  verhaltende 
Integrale,  d.  h.  ist  der  charakteristische  Index  gleich  Null,  so 
gilt  dasselbe  auch  für  die  adjungirte  Differentialgleichung, 
und  die  Wurzeln  p,  p'  der  beiderseitigen  determinirenden 
Fundamentalgleichungen  stehen  in  der  Beziehung 

q  =  —  q'—1. 

Wenn 

P  =  HQ 

ist,  und  R',  Q'  bedeuten  die  zu  i?,  Q  adjungirten  Diflerentialausdrücke, 
so  ist  nach  dem  Keciprocitätssatze  der  Herren  Thome  und  Frobenius 
(Nr.  21,  S.  59) 

damit  also  die  Differentialgleichung  (A),  deren  determinirende 
Function  vom  A**°  Grade  ist,  genau  A  sich  im  Punkte  j*  =  0 
bestimmt  verhaltende  Integrale  besitze,  ist  nothwendig  und 
hinreichend,  dass  die  adjungirte  Differentialgleichung  (A') 
mit  einer  Differentialgleichung  (w  —  A)*®'  Ordnung,  deren  de- 
terminirende Function  eine  Constante  ist,  alle  Integrale  ge- 
mein hat. 

Wenn  die  determinirende  Function  von  (A)  eine  Constante  ist,  so 
kann  diese  Differentialgleichung  kein  sich  in  x  =  0  bestimmt  verluil- 
tendes  Integral  besitzen.  Ist  die  determinirende  Function  vom  Grade 
ft  >  0,  und 

SO  hat  man,  um  zu  entscheiden,  ob  zu  einer  bestimmten  der  Grossen 
6  ein  sich  bestimmt  verhaltendes  Integral  von  (A)  existirt,  folgender- 
massön  zu  verfahren.  Sei  6.  die  in  ihrem  realen  Theile  grösste  unter 
denjenigen  der  Zahlen  cJ^,  •  •  •  tf  ,  die  sich  von  6^  um  ganze  Zahlen 
unterscheiden,  dann  muss,  wenn  zu  6^  überhaupt  ein  sich  bestimmt 
verhaltendes  Integral  gehören  soU,  zu  6.  ein  in  der  Form 


X 


darstellbares  Integral  gehören.     Die  Recursionsformel 
hat  die  Gestalt 
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soll  also  ein,  abgesehen  vom  Factor  A;^,  nur  nach  positiven  a;-Potenzen 
entwickelbares  Integral  existiren,  so  müssen  die  Coefficienten  g^  der 
Entwickelung  die  Gleichungen 

* 

(59)  y,  /;_,(9  +  ^)Qx  =  ^>        (-=- V    *> 


erfüllen.  Wir  finden  also  zunächst  eine  Bestätigung  des  schon  früher 
erlangten  Resultates,  dass,  wenn  9^  =f=  0  sein  soll,  q  der  Gleichung 

U,i9)  =  0 

genügen    muss.     Für   q  =  6^  ist  zufolge  der  getroffenen  Wahl  dieser 
"Wurzel 

f^n^i^i  +  w,  +  v)  4=  0,       v>  —  n^, 

die  Gleichungen  (59)  liefern  also  jedenfalls  wohlbestimmte  Werthe  für 
ie  Qj,  Oj,  •  •  •,  wenn  wir  dem  g^  einen  willkürlich  gewählten  von  Null 
erschiedenen  Werth  beilegen.     Die  so  gebildete  Reihe 

00 

teilt  ein  Integral  von  (A)  dar,  wenn  sie  convergirt;  dies  ist 
bar  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn  sich  aus  den  Gleichungen 

F(<y.)  =  0        (v=-<»,-  .+») 

ür  die  sämmtlichen 

g_^         (v  =  i,2,...) 

er  Werth  Null  ergiebt,  sofern 

9y=%y  (V  =  0,1,  CC) 

^^esetzt  wird;  da  aber 
£  st,  so  heisst  dies,  es  müssen  die  Gleichungen 

00 

yjfz-M  —  ^)9-X  =  0  (v=-oc,...+a) 

:init  Nothwendigkeit  das  Verschwinden  der  sämmtlichen  g_^  erfordern. 
Dies  ist  eine  mit  Hülfe  von  unendlichen  Determinanten  leicht  aufzu- 
stellende Bedingung.     Ist  dieselbe  erfüllt,  so  haben  wir  also  in 
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ein  sich  im  Punkte  x  =  0  bestimmt  verhaltendes  Integral. 

Man  kann  nun,  wenn  ft  >  1  ist,  in  der  Differentialgleichung  (j 
die  Substitution 


y  =  Vi  f 

9./ 


V 


l 

s 


machen,  wodurch  für  s  eine  Differentialgleichung  (w  —  1)**^'  Ordnun 
entsteht,  deren  Coefficienten  in  der  Umgebung  von  x  =  0  den  Chi 
rakter  rationaler  Functionen  haben  und  deren  determinirende  Funetio 
(vergl.  Nr.  56,  S.  11)8)  durch  den  Ausdruck 

dargestellt  wird.    Besitzt  die  Differentialgleichung  (A)  noch  ein  von 
linear  unabhängiges,  sich  bestimmt  verhaltendes  Integral  i/^,  so  mn 
die  Differentialgleichung  in  ^  durch  eine  Reihe  von  der  Form 

befriedigt  werden  können,  wo  6    eine  Wurzel  von 

bedeutet.  Ob  dies  der  Fall  ist,  lässt  sich  nach  der  eben  erörtert«E=»n 
Methode  entscheiden;  fällt  die  Entscheidung  im  bejahenden  Sinne  ai'Jts, 
so  setzt  man  wieder 

und  fährt  auf  diese  Weise  fort,  bis  man  zu  einer  Differentialgleichung^*^^ 

R  =  0 


=  V.  I  tdx 


gelangt,  die  kein  sich  bestimmt  verhaltendes  Integral  besitzt.    Ist  die^e 
Differentialgleichung  von  der  Ordnung  n  —  A,  so  hat  (A)  genau  A  linear   ^^ 
unabhängige  Integrale,  die  sich  in  u;  =  0  bestimmt  verhalten,  imd  wenn      ^ 

die  Differentialgleichung  X^"  Ordnung  bedeutet,  der  diese  A  Integrale 
genügen,  so  ist: 


j 


[1  emsiges  Integral  imbestiiiuiit  ist. 


93.   DUrerentütlgleiohnngen  mit  n  —  1  sich  beBtimmt  verhaltenden 
Integralen.     Allgemeine  Bemerlnwgen. 

Soll  die  Differentialgleichung  genau  n  —  1  linear  imabliängige  sich 
>estiinint  verhaltende  Integrale  besitzen,  so  muss 

(i  ^  «  —  1 
ein,  denn  wäre  (i  =  n,ao  wäre  x^O  eine  Stelle  der  Beatimmtheit  für  (A), 
•8  ^be  also  n  linear  unabhängige  sich  bestimmt  verhaltende  Integrale; 
.Iso  lässt  sich  in  diesem  Falle  die  linke  Seite  von  (Ä)   in  die  Form 
etzen 

P  =  RQ, 

vo  Q  einen  Differentialausdruck  (b  —  1)*"  Ordnung  mit  dem  charakte- 
istischen  Index  Nidl,  R  einen  Differentialausdruck  erster  Ordnung,  der 
turch  kein  sich  bestimmt  verhaltendes  Integral  beiriedigt  wird,  be- 
[eutet.     Denken  wir  uns  R  in  der  Nonnalfonn  geschrieben,  so  ist: 

B-^x'/^  +  uy, 

ro  u,  V  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  entwickelbare  Functionen 
ledeaten,  die  für  x  ^0  nicht  gleichzeitig  verschwinden.  Wäre  v  fllr 
=  0  von  Null  verschieden,  so  verhielte  sich  das  allgemeine  Integral 

«  =  c  -^  " 
r   Differentialgleichung  R  =  0  in  x  ^=0  bestimmt,  es  muss  also  v 
•  X  ^0  verschwinden.    Sei 


«'2'i'. 


adjtmgirte  Differentialgleichung  (A")  lautet 
P\g)  =  Q'R'  =  0; 
bt  in  a;  >=  0  eine  Stelle  der  Bestimmtheit,  wahrend 

K'Xa  (60)  adjungirte  Integral  lautet  daher 


oary' 


> 
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WO  C  eine  willkürliche  Constante  bedeutet,  es  hat  also  dieselbe  Fo 

wie  das  Integral  y  selbst,  und  dieses  Integral  z  genügt  offenbar  au -^h 

der  Differentialgleichung  (A').     Wir  können  demnach  sagen: 

Damit    eine   Differentialgleichung   (A),    deren    charakt:  e- 

ristischer  Index   gleich  Eins    ist,   genau   n — 1    linear   una  1). 

hängige    sich    bestimmt    verhaltende    Integrale    besitze,    i st 

nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  adjungirte  Differentii — ^k.  ]- 
gleichung  ein  Integral  von  der  Form  (60)  hat. 

Analoge  Betrachtungen  wie  die,  welche  wir  hier  für  den  Pur:» 
X  =  0  angestellt  haben,  können  auch  für  den  unendlich  fernen  Purm. 
a;  =  cx>  durchgeführt  werden;  man  kann  dann  femer  den  Fall,  wo  c^ii^^e 
Coefficienten   der  Differentialgleichung  (A)  rationale  Functionen  von  ^ 

sind,    in  Betracht  ziehen,   und  wenn  dieselbe  nicht  der  Fuchs'sche^^  ''^ 
Classe  angehört,  die  Aufgabe  erörtern,  diejenigen  Fälle  anzugeben,  wc^ 
die    Differentialgleichung   einige   Integrale   besitzt,    die   sich   entweder 
allenthalben,    oder   in  der  Umgebung  gewisser  singulärer  Punkte  be— ^^^ 
stimmt   verhalten.     Diese  Aufgabe    hat  Herr  Thome   in   einer  Reihe^^'^ 
von  Abhandlungen  behandelt,  wir  begnügen  uns  damit,  an  dieser  Stelle  ^^^ 
auf  dieselben  hinzuweisen  und  bemerken  nur,  dass  die  dabei  anzuwen-  -^^^' 
denden  Methoden  im  wesentlichen  dieselben  sind,  wie  die,  welche  im    X^^ 
Vorhergehenden   dargelegt  worden  sind.     Herr  Thome  hat  aber  auch    ^^^^^ 
diejenigen  Integrale  der  linearen  Differentialgleichungen,  die  sich  nicht   A  ^^ 
überall  bestimmt  verhalten,  in  der  Umgebung  einer  ünbestimmtheits-  — ^' 
stelle   untersucht,   wenn  die   Coefficienten  der  Differentialgleichung  in  -«"«^^ 
dieser  Umgebung   den  Charakter   von  rationalen  Functionen  besitzen.  - 
Diese  Untersuchungen   sind  dann  auch  durch  Herrn  Poincare  weiter — 
geführt  worden,  und  wir  wollen  nun  dazu  übergehen,  die  dabei  in  An — 
Wendung  gebrachten  Methoden  vorzuführen.     Es  soll  uns  hierbei  der^M'^^r 
Punkt  o:  =  OQ  als  Paradigma  dienen,  da  für  denselben  die  Darstellung^^^-g 
am  übersichtlichsten  wird,  und  ja  durch  eine  einfache  TransformatiorczÄ:  ^n 
der  unabhängigen  Variabein  die  Untersuchung  eines  beliebigen  im  End- -End- 
lichen gelegenen  Punktes  leicht  auf  die  des  unendlich  fernen  Punkte^^^^es 
zurückgeführt  werden  kann. 


Sechstes  Kapitel. 

S4.    Untersaohting  einer  Differentialgleiohiing  in  der  Umgebung  des 

xmendlioh  fernen  Punktes.     Bang. 

Seien  die  Coefficienten  der  DiflFerentialgleichung 

<A)     P(y)  =  a;"y<"^  +  P^_^ix)x'-W~'^  +  •  •  •  +  ^oC^)?/  =  ^ 

in  der  Umgebung  des  Punktes  a;  =  oo  so  entwickelbar,  dass 


«x 


<1)  ^x(^)  ^^''..y         (x=0,l....n-l) 


y= — OD 


ist,  und  sei  n    so  beschaffen,  dass  in  der  Reibe  der  Zahlen 


^e  Ungleichungen 


^_i,  ^_2;       -Wo 


%  >%y     ^  >  /*? 


stattfinden;  dann  wollen  wir  auch  hier  die  Zahl 

n  —  (i 

den  zu  X  ==  <x>  gehörigen  charakteristischen  Index  und 


Z:./?)  -^\n^9{9  -  1)  •  •  .  (9  -  X  +  1) 


x=0 


die   determinirende '  Function   nennen.     (Eigentlich   wäre  in  Ueberein- 
stimmung  mit  den  Bezeichnungen  der  Nr.  59   (S.  211)  f^  ( —  q)   als 

r* 

determinirende  Function  zu  erklaren,   diese  geringfügige  Abweichung 

wird  aber  zu  keinerlei  Unklarheit  Anlass  geben.) 

Wenn 

n  —  fi  =  0 

ist,  so  hat  man  w   =  0,  also  ist  die  determinirende  Function 

fM 

Schlesinger,  DifTerentialgleichungen.    I.  22 
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vom  n^^  Grade;  wir  haben  dann  den  Fall,  wo  a;  =  oo  eine  Stelle  der —     — 
Bestimmtheit  ist,  und  es  gehören  zu  den  n  Wurzeln  der  Gleichung 

/o(-  9)  =  0 

als  Exponenten  die  n  sich  in  x  =  cx>  bestimmt  verhaltenden  canoni ^. 

scheu  Integrale.     Wenn  • 

n  —  ft  >  0 

ist,  so  kann  es  höchstens  fi  sich  im  Punkte  x  =  <x>  bestimmt  ve 
haltende  Integrale  geben,  die  dann  zu  ebenso  vielen  Wurzeln  d 
Gleichung 

Li-Q)  =  o 


V 


als  Exponenten  gehören. 

Wir  wollen,  um  unnöthige  Gomplicationen  zu  vermeiden,  annehm< 

es  sei 

n  —  ft  =  n  —  1; 

dann  ist  also  die  determinirende  Function 

vom  ersten  Grade,  und  wenn  ein  sich  in  rr  =  oo  bestimmt  verhalten« 
Integral  existirt,  so  ist  dasselbe  in  der  Form 

(3)  ^'^gy,     <Jo  +  0, 


»  =  —  <x 


darstellbar,  wo 


a, 


0,1»! 


(4)  r  =  —  - 

gesetzt  wurde,  und  die  g^  den  Gleichungen 

00 

(5)  ^g^xU^xi»  —  A)  =  0  (>=»„  n,-l,...-cc) 

gemäss  zu  bestimmen  sind;  hierin  ist  g^  noch  völlig  willkürlich, 
rechnen  wir  die  //_j,  ^_2,  •  •  •  aus  den  Gleichungen  (5),  indem  -^^bu 
Q  =  r  setzen  und  bilden  dann  die  Reihe  (3),  so  stellt  dieselbe,  fj^*- "^ 
sie  convergirt,  ein  Integral  von  (A)  dar;  die  Bedingungen  fOr  die  0^^°' 
vergenz  ergeben  sich  ebenso  wie  bei  der  Betrachtung  des  Punfe^^*^ 
x  =  0  in  der  Form,  dass  gewisse  unendliche  Determinanten  -v^^r- 
schwinden  müssen. 

Wenn  der  cliarakteristisehe  Index  gleich  w,  d.  h. 

^^0  ^  %  (x=-l,2,    -.»--l) 


(;  =  1,2,- .n), 
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ist,  so  kann  die  Differentialgleichung  (A)  kein  sich  im  Punkte  x  =  (x> 
bestimmt  verhaltendes  Integral  besitzen,  weil  sich  die  determinirende 
Function  auf  eine  von  q  unabhängige  Constante  reducirt;  dieser  Fall 
ist  es,  mit  dem  wir  uns  jetzt  ausführlicher  zu  beschäftigen  haben. 
Nehmen  wir  allgemein  an,  es  sei 

wo  ^  _,(    )  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von        fortschrei- 

tende    lleihe    bedeutet,    die    för   a;  =  oo   verschwindet;    dann   können 
wir  setzen 

wo  ^xxi^)  ®'^^  ganze  rationale  Function  von  nc  bedeutet,  deren  Gi-ad 
nicht  grösser  ist  als  Ax,  und  Q„_x\    )  ®^^®  Reihe  von  der  Form 

darstellt,  die  in  einer  gewissen  Umgebung  von '  .r  =  c»  convergirt. 
X)ann  erhält  nach  Division  mit  x^  die  Differentialgleichung  (A)  die 
destalt 

mind  es  ist  im  Allgemeinen 

w,_,  =  Ax  +  A, 
^Lso  die  determinirende  Function 

"Wir  sagen  in  diesem  Falle,  die  Gleichung  (A)  sei  vom  Range  x+  1. 

95.    Integration  einer  besonderen  Differentialgleichung,  deren 
allgemeine  Lösung  eine  ganze  transoendente  Function  ist. 

Charakteristische  Gleichung. 

Bezeichnen  wir  den  Coefficienten  der  Ax**^°  Potenz  von  x  in  der 
ganzen  Function  (P;^^{x)  durch  ^  _^,  so  dass  also 

ist,  und  betrachten  wir  die  Differentialgleichung 


ktn  * 
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deren   Coefficienten    aus   denen    der   Differentialgleichung  (A)   hervor- 
gehen, wenn  wir  in  den  letzteren  die  mit        verschwindenden  Tenne 

weglassen.     Der   einzige   singulare   Punkt   dieser   Differentialgleichung 
ist  .r  =  «j,  das  allgemeine  Integral  von  (Ä)  ist  folglich  in  der  Form 


x> 


(7)  z  =^9,x' 

1  =  0 

darstellbar,  wo  8^,  8^,  •  •  •  8^_^  willkürliche  Constanten  bedeuten,  un 
die   folgenden   8.   mittelst   der   zu  a:  =  0   gehörigen  Recursionsforme 
bestimmt  werden.     Diese  Reihe  convergirt  dann  zufolge  des  Existenz 
theorems  (Nr.  0,  S.  25)  für  alle  endlichen  Werthe  von  x,  d.h.  sie  is 
beständig  convergent. 
Setzen  wir 

'  z  dx  ^ 

so  ist 

(8)  v=i+B,+  a,x  +  ..., 

WO  i  den  Index  des  ersten  nicht  verschwindenden  Coefficienten  ö 
Reihe  (7)  bedeutet.     Sei 

(9)  fl=s{v'-\-D;)        (.=1.«.    ). 
so  ist 

also 

(10)  n^,-r^-'%  +  rD^  +  ^ 


und 


7)^  =  0,    A  =  ^" 


-er 


dx 

Setzt   man    die  Werthe   (!>)   in    die  Differentialgleichung  (8)   ein^  so 

ergiebt  sich 

oder  nach  Division  durch  a;** 

(II)    ;"+k-,+[:L.,),S.+-+^.+['l, 
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wo    (las   Zeichen  ein    Aggregat   von   Gliedern  andeutet,    die  für 

jc  =  cv  verschwinden.     Hieraus  schliessen  wir,  dass 

lim 

^'\\\   bestimmter  endlicher  Werth  ist,  wenn  z  ein  particuläres  Integral 
<ler  Differentialgleidiung  (31)  darstellt.     In  der  That  sei 

wo  iv  eine  Function  bedeutet,  die  in  der  Form 
cntwickelbar  ist.     Dann  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (10) 

r  /•" 

Wo 


'*'.=  <'  +  <'§  + 


•     ■     • 


st,    und  die  c^p  aus  den  r^  ganz  und  rational  mit  numerischen  Coeffi- 
ienten  zusanmiengesetzt  sind. 

Setzen   wir   diese  Ausdrücke    in    die  Gleichung  (11)   ein,   so    er- 
eilten wir 


12)    «,"  +  (.i,_.,  +  LIL_.)«/-  '  +  •••  + A+^o 

nd  somit  für  |  =  0 

13)  r;  +  A,,_y,-'+-.  +  A„  =  o. 

Zs  ergiebt  sich  also 

c'  ==  lim 

0  X 

x=  X.  X 

Is  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung,  d.  li.  als  endlicher  wuhl- 
►estimmter  Werth. 

Wenn  in  der  Entwickelung  (7) 

d  4=0, 

o  ist  r  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  ,r  entwickelbar,  und  folg- 
icli  w  eine  ganze  rationale  Function  von  höchstens  x*°™  Grade  in  |. 
Nehmen  wir  nun  an,  es  seien  die  Wurzeln  der  Gleichung  (13)  sämmtlich 
^on  einander  verschieden,   dann  erhalten  wir  also  für  r^,  die  n  Werthe 

/»        p        • . .  /• 
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Differentiiren  wir  die  Gleichung  (12)  x-mal  nach  |  und  setzen  in  den 
80  entstehenden  Gleichungen  ^  =  0  und 

so  ergeben  sich  für  die  Werthe  der  Ableitungen 

dw     d^w  d^w 

im  Punkte  §  =  0,  d.  h.  für  die  Coefficienten  Cp  r^,,  •  •  •  c,  der  ganze] 
rationalen  Function 

wohlbestimmte  endliche  Werthe 

d.  h.  mit  anderen  Worten:  berechnen  wir  die  x  +  1  ersten  Coe 
cienten  in  den  Entwickelungen  der  u  verschiedenen  Zweige  der  du 
die  Gleichung 

definirten  algebraischen  Function  w  von  |,  wo 

gesetzt  wird,  so  sind  diese  nichts  anderes  als  die  Werthsysteme 


\v  \v  ■■■  ^',,;         u=i.*.     ">, 


nnd  die  Ausdrücke 


«;,  =  2'c.,i^V         U=i,8,     -) 


1  =  0 

befriedigen  dann  die  Diflferentialgleichuug  (12).     Die  Ausdrücke 

z.  =  e 
wo 

^x  =  \x'^^  +  ^•,,;.^'"'  H h  ^v,^ 

ist,  d.  h.  also  die  Ausdrücke 

-i,-»"^^    +--      J^H h^x  1 '4-^x4.1  i 

(14)  ^,  =  ^'"^'  '  , 

wo  c^  ,  j  ^  eine  willkürliche  Constante  bedeutet,  stellen  n  partic 
Integrale  der  Differentialgleichung  (81)  dar,  und  es  ist  leicht  einzuseher ^^^^' 
dass  dieselben  ein  Fundamentalsystem  bilden.  Für  x  =  0  ist  (?[)  ein»  ^^  °^ 
Differentialgleichung  mit  constanteu  Coefficienten,  (13)  ihre  charakte-^^'*'^ 


re 
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ristische  Gleichung^  in  diesem  Falle  stimmt  das  eben  gefundene  Resultat 
mit  dem  Ergebnisse  der  Nr.  69  (S.  245)  überein. 

Falls  die  Gleichung  (18),  die  wir  auch  im  allgemeinen  Falle  x>0 
die  charakteristische  Gleichung  nennen  wollen,  mehrfache  Wurzeln 
besitzt,  so  versagt  die  eben  angewandte  Methode  zur  Herstellung  eines 
Fundamentalsystems  von  (SQ;  man  kann  dann  z.  B.  die  Substitution 


machen,  und  durch  ein  dem  in  der  Nr.  69  für  die  DiflFerentialgleichung 
mit  Constanten  CoefBcienten  bez.  die  Differentialgleichung  (I)  (S.  243) 
Angewandten  analoges  Verfahren  ein  Fundamentalsystem  gewinnen. 
"Wir  wollen  im  Folgenden,  um  Erschwerungen  zu  vermeiden,  die  das 
^esen  der  Sache  nicht  treffen,  voraussetzen,  dass  die  Gleichung  (13) 
^  von  einander  verschiedene  Wurzeln  hat,  so  dass  also  die  Aus- 
drücke (14)  ein  Fundamentalsystem  von  (81)  darstellen. 

96.    Normalreihen  imd  Normalintegrale.    Fimdamentale 

determinirende  Faotoren. 

Machen  wir  nun  in  der  Differentialgleichung  (A)  die  Substitution 


'^ond  setzen 

1   ^ 


=  <+A,., 


^0  ist  v\  eine  ganze  Function  rx*®",  D^  ^  eine  solche  ((r — l)x  —  1)*®° 
Grades  von  a;;  die  Differentialgleichung  für  u  erhält  also  die  Form 


.(»)  I    A,-,    I  ^     I   r\       \.>-i) 


ClS)     u^-^+(nt;,  +  9,+  g_>^''"''  +  --- 

+  u^'»-^>,(<+2),^J  +  (n-l)_,(g,^+(2_,)(t;r^  +  2),_^) 


+  "+9,,  +  <2,_J 


+ 

+«'{«(«r'+A.,-.)+(«-i)(9'x+<2,-i)(c*+A„-.) 

+  --  +  «o}=0 

^der,  wenn  wir  nach  Multiplication  mit  x^  in  jedem  Coefficienten  das 
Olied  mit  der  höchsten  positiven  a;-Potenz  hervortreten  lassen. 
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+ •     •     •     • 

+  x«'{a;"'-^"«+"K7^  +  («-lK_.<7*  +  -  +  ^0+--! 

Da  Cq  ^  zufolge  der  gemachten  Voraussetzung  eine  einfache  Wurzel 
der  Gleichung  (13)  ist,  so  kann  die  Ableitung  der  linken  Seite  von  (13) 
nach  Cq  fiir  c^  =  c^  j^  nicht  verschwinden;  der  charakteristische  Index 
der  Diflferentialgleichung  für  u  ist  also  gleich  n  —  1 ,  und  die  deter- 
minirende  Function  lautet 

wenn  x  >  0  ist,  dagegen  lautet  dieselbe  für  x  =  0 

(„,-->  +  („  _  i)A^_^c;-'  + . . .  +  ^J  p  +  6,_^  ,,:;7'  +  •••  +  &„.,. 

Bezeichnen  wir  den  NuUwerth  dieser  determinirenden  Function  durch  r^ , 
so  lässt  sich  eine  die  Diflferentialgleichung  (15)  formal  befriedigende  Reihe 

(16)  -^''^hX,    9,.o  +  0, 

aufstellen,  die  zum  Exponenten  r^  gehört,  und  falls  sie  convergent  ist, 
ein  Integral  von  (15)  repräsentirt.  Entsprechend  erhalten  wir  also 
einen  die  Diflferentialgleichung  (A)  formell  befriedigenden  Ausdruck 

(17)  y,  =  ^^^^''^^y, 


r=- 


der,  falls  die  Reihe  (16)  convergirt,  ein  Integral  von  (A)  darstellt. 
Ein  solches  Integral  soll  nach  Herrn  Thome  als  ein  Normalintegral 
bezeichnet  werden;  die  Bedingungen  für  die  Existenz  eines  solchen 
ergeben  sich  nach  den  vorhin  (Nr.  95,  S.  338)  auseinandergesetzten 
Methoden  unmittelbar,  wenn  man  r^  kennt;  den  Ausdruck  g^  nennt 
Herr  Thome  einen  fundamentalen  determinirenden  Factor.  All- 
gemein soll  der  Ausdruck  (17),  auch  wenn  die  Reihe  (IG)  nicht  con- 
vergirt, eine  Normalreihe  genannt  werden;  wir  erhalten  also,  falls  die 
Gleichung  (13)  n  von  einander  verschiedene  Wurzeln  besitzt,  n  Normal- 
reihen, entsprechend  den  durch  die  Diflferentialgleichung  (S()  bestimmten 
M  fandamentalen  determinirenden  Factoren.  Falls  die  n  Reihen  (16) 
für  A  =  1,  2,  •  •  •  M  sämmtlich  convergiren,  so  stellen  die  Ausdrücke  (17) 
V  Normalintegrale  von  (A)  dar,  und  diese  bilden,  wie  leicht  einzusehen 
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ist,  ein  Fundamentalsystem.  Mjin  kann  sich  von  der  analytischen  Be- 
deutung des  Vorhandenseins  eines  Nonnah'ntegrals  in  sehr  anschau- 
licher Weise  Rechenschaft  geben,  wenn  man  das  Verhalten  der  loga- 
rithmischen Ableitung  eines  solchen  Integrals  etwas  genauer  untersucht. 
Nehmen  wir  nämlich  an,  die  R^ihe  (16)  sei  convergent,  so  dass 
also  der  Ausdruck  (17)  ein  Normalintegral  darstellt  und  bilden  wir 
die  logarithmische  Ableitung  dieses  Ausdruckes: 

-^ ;  =  I   -  =  ^'n  j^'     +  ^1  j^  +  •  •  •  +  ^«  3  +  -r    y      ..J 


wo 


v=2 


»    .  0 

s. 


';-£^2»./) 


»=2  i=— flo 


gesetzt  wurde,  so  erkennen  wir,  dass  F^  in  der  Umgebung  von  x  =  <x> 
nach  ganzen  Potenzen  von  x  entwickelbar  ist.  Diese  Function  ist  also 
jedenfalls  so  beschafien,  dass  sie  sich  in  der  Umgebung  jeder  endlichen 
Stelle,  die  innerhalb  des  Convergenzbereiches  der  Reihe 

1=3 

liegt,  regulär  verhält. 

Betrachten  wir  andererseits  allgemein  ein  Integral  //,  welches  sich 
bei  einem  Umlaufe  um  x  =  (x>  mit  einer  Constanten  gj  multiplicirt 
—  CO  irgend  eine  Wurzel  der  zu  x  =  rx;  gehörigen  Fundamental- 
gleichung —  so  ist 

if  =  x(p{x),     —  r  =  -^, 

und  g?(.r)  bedeutet  eine  Function,  die  in  der  Umgebung  von  x  =  oo 
durch  eine  nach  ganzen  Potenzen  von  x  fortschreitende  Iteihe  dar- 
stellbar ist,  in  welcher  positive  und  negative  Potenzen  in  unendlicher 
Anzahl  vorkommen  (vgl.  Nr.  39). 

Bilden  w^ir  auch  hier  die  logarithmischo  Ableitung 


y   dj}         a;  "■"  cp{x) 


7 


80  ist  dieselbe  zwar  in  der  Umgebung  von  x  =  <x>  eindeutig,  zeigt 
aber  im  Allgemeinen  ein  wesentlich  anderes  Verhalten  wie  die  loga- 
rithmische Ableitung  eines  Normalintegrals  oder  auch  wie  q){x)  selbst. 
Wenn  nämlich  in  jeder  Nähe  von  x  =  oo  Stellen  vorhanden  sind,  an 
denen  die  Function  ^{x)  verschwindet  —  und  dies  kann  im  Allge- 
meinen vorkommen,  da  x  =  oo  eine  Stelle  der  Unbestimmtheit  für  die 
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Function  q>(x)  ist  —  so  giebt  es  in  jeder  Nähe  von  x  ==  ex  Stellen, 
an  denen  die  Function  Y  unendlich  wird,  denn  offenbar  ist  jede  Null- 
stelle von  (p(x)  eine  Unendlichkeitsstelle  von  Y,  Es  lässt  sich  also 
in  diesem  Falle  um  x  =  <x>  herum  kein  Bereich  von  endlicher  Aus- 
dehnung abgrenzen,  der  so  beschaffen  ist,  dass  sich  die  Function  Y 
in  der  Umgebung  jeder  Stelle  desselben  regulär  verhält,  diese  Function 
lässt  sich  folglich  in  der  Umgebung  von  x  =  (x>  nicht  nach  dem 
Laurent'schen  Satze,  d.  h.  nach  ganzen  Potenzen  von  x  entwickeln. 
Wenn  sich  dagegen  um  a;  =  oo  herum  ein  Bereich  von  endlicher 
Ausdehnung  so  abgrenzen  lässt,  dass  innerhalb  desselben  keine  Null- 
stelle der  Function  (p{x),  d.  h.  (wenn  wir  von  x  =  oo  selbst  absehen) 
von  y  liegt,  so  verhält  sich  der  Quotient 

(p(x) 

ebenso  wie  g)(x)  selbst  in  der  Umgebung  jeder  endlichen,  innerhalb 
jenes  Bereiches  gelegenen  Stelle  regulär,  und  die  Function  Y  kann  folglich 
in  einer  gewissen  Umgebung  von  x  =  oo  nach  dem  Satze  von  Laurent 
in  eine  nach  ganzen  Potenzen  von  x  fortschreitende  Keihe  entwickelt 
werden. 

Bilden  wir  uns  nun  die  Differentialgleichung,  der  Y  als  Function 
von  X  genügt,  in  ähnlicher  Weise  wie  wir  oben  (Nr.  95,  S.  340)  die 
Differentialgleichung  (11)  für  die  logarithmische  Ableitung  v  des  Inte- 
grals 3  von  (21)  aufgestellt  haben,  so  finden  wir  zunächst,  dass  diese 
Differentialgleichung  in  Y  genau  dieselbe  Form  hat  wie  die  Differential- 
gleichung (11).  Setzt  man  jetzt  die  Möglichkeit  einer  Entwickelung 
von  Y  nach  ganzen  Potenzen  von  x  in  der  Umgebung  von  x  =  <x> 
voraus,  so  schliesst  man  genau  ebenso  wie  wir  es  oben  (S.  341)  für  t^ 
gethan  haben,  dass 

einen  endlichen  und  bestimmten  Werth  besitzt;  die  Function  Y  hat 
also  in  der  Umgebung  von  a;  =  oo  nothwendig  die  Form 

falls  dieselbe  überhaupt  in  dieser  Umgebung  nach  ganzen  Potenzen 
von  X  entwickelt  werden  kann,  d.  h.  falls  das  Integral  y  nicht  in  jeder 
Nahe  von  a;  =  oo  verschwindet. 

Aus  dieser  Gestalt  von  Y  folgt  aber  unmittelbar  für  y  selbst  die 
Darstellung 
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y==/-  =  ,,V_.^j(M, 


X 

wo 

1^    — —    ly 


gesetzt  wurde  imd  ^  (    )  ^iue  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x 

fortschreitende  Reihe  bedeutet.  Also  ist  in  diesem  Falle  y  ein  Normal- 
integral.     Wir  können  demnach  sagen: 

Ein  Normalintegral  ist  dadurch  charakterisirt,  dass  es 
nicht  in  jeder  Nähe  des  Punktes  rt  ==  co  verschwindet;  d.  h. 
Jedes  Normalintegral  hat  diese  Eigenschaft,  und  umgekehrt, 
Tvenn  ein  Integral  in  der  Umgebung  von  x  =  <x>  in  Reihen- 
form  darstellbar  und  so  beschaffen  ist,  dass  sich  ein  end- 
licher Bereich  um  x  =  oo  abgrenzen  lässt,  innerhalb  dessen 
dieses  Integral  nicht  verschwindet,  so  ist  es  ein  Normal- 
integral. 

97.    Fall  mehrfacher  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung. 

Normale  Differentialausdrücke. 

Wenn  die  charakteristische  Gleichung  (13)  mehrfache  Wurzeln 
lat  (vergl.  Nr.  95,  S.  343),  so  können  zwei  wesentlich  verschiedene 
JPälle  eintreten.  Entweder  erhält  man  an  Stelle  gewisser  Normalreihen 
-Ausdrücke  von  der  Form 

^*^'  { ^0  +  ^1  ^^g^'  -I ^-  *v  ^^i'A  7 

ivo  Q  eine  ganze  rationale  Function  vom  höchstens  (x  -f-  1)*^  Grade, 
T  eine  Constante,   i\j^j  ^j,  •  •  •  ^    Reihen   bedeuten,   die  nach  ganzen 

positiven  Potenzen   von  -     fortschreiten,  und  die  der  Differentialglei- 

chung  (A)  formell  Genüge  leisten;  wir  nennen  solche  Ausdrücke  loga- 
rithmische Normalreihen,  und  faUs  sie  convergiren,  logarithmi- 
sche Normalintegrale.  Oder  aber  es  treten  an  die  Stelle  gewisser 
Normalreiheu  Ausdrücke  von  der  Form 

j_ 
wo,  für  ein  positives  ganzzahliges  ft,  Q  eine  ganze  Function  von  x^ 
bedeutet,  deren  Grad  zwischen  xft  und  (x  +  l)ft  gelegen  ist,  und  ^(x) 
eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von 


X 


1 
h 
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fortschreitende  Reihe  darstellt;  solche  Ausdrücke  nennt  Herr  Poinca 
anormale  Reihen,  sie  sind  im  Allgemeinen  divergent  und  befriedig 
formell  die  Diflferentialgleichung  (A).     Wir  wollen  aber  im  Folgend 
unsere  Betrachtungen  auf  den  Fall  einschranken,  wo  die  Gleichung  (1 
lauter  von  einander  verschiedene  Wurzeln  besitzt,  und  verweisen- 
den Fall  mehrfacher  Wurzeln  auf  die  Inaugural-Dissertation  des  He 
Fabry,  wo  sich  die  hierauf  bezüglichen  Erörterungen  in  vollstandi 
Weise  durchgeführt  finden.     Es  soll  nur  noch  kurz  auf  die  Beha: 
lung  des  besonderen  Falles  eingegangen  werden,  wo  sich  ein  Facto 

(18)  z  =  e' 

80  angeben  lässt,  dass  durch  die  Substitution 

y  =  zxi 
eine  Diflferentialgleichung 

(19)  i7(«)  =   \  P{zu)  =  0 

für  ti  hervorgeht,  für  die  o;  =  c©  eine  Stelle  der  Bestimmtheit  ist. 

In  diesem  Falle  besitzt  die  Differentialgleichung  (19)  n  sich  j'm 

Punkte  X  ==  oo  bestimmt  verhaltende  Integrale 

und  folglich  die  Differentialgleichung  (A)  n  Normalintegrale 

y^  =  zti^        (i  =  i,2,-.«) 

mit  demselben  fundamentalen  determinirenden  Factor  z.  Diesen  Faefc=^or 
nennt  man  dann  nach  Herrn  Thome  einen  determinirenden  Fact  ^)r 
schlechthin  und  die  linke  Seite  von  (A)  einen  bei  ^  =  oo  normal  -^^n 
Differentialausdruck.  Wenn  die  linke  Seite  von  (A)  ein  solct^^r 
normaler  Differentialausdruck  ist,  so  tritt  der  bemerkenswerthe  IX  :^n- 
stand  ein,  dass  der  determinirende  Factor  z  eindeutig  bestimmt  i  st. 
Die  Differentialgleichung  (19)  hat  nämlich  die  Form 

J7(m)  =  t/">  +  (n  '^  +  9^  +  <?,_,)  «^"""+  ■  •  •  =  0; 

soll  X  =  oo  für  dieselbe  eine  Stelle  der  Bestimmtheit  sein,  so  iu."*-iss 
der  Coefficient  der  (n  —  1)*®"  Ableitung  die  Form  haben 


■ 

n'^+9.+  Q„_,-lf(l 

wo 

'^0-^+^^l+^-l.+ 

gesetzt  wurde. 

Also  haben  wir,  da 
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ist. 


.=«' 


Nun   soll   aber   Q  eine  ganze  rationale  Function   von  x  .sein,    e.s 
muss  folglich 


und 


d.  h.  also 


Q  =  —  -^^   I  (p^dx  -}-  const. 

sein.  Wenn  also  die  Differentialgleichung  (A)  vorgelegt  ist,  so  kann 
man  in  derselben  die  Substitution 

y  =  e  u 

machen,  und  wenn  die  sich  für  u  ergebende  Differentialgleichung  im 
Punkte  X  =  (X)  die  Bestimmtheitsgestalt  hat,  so  kann  man  ohne  spe- 
zielle Convergenzbetrachtungen  die  Existenz  von  n  Normalintegralen 
der  Diflferentialgleichung  (A)  erschliessen.  Wenn  die  Differentialglei- 
chung (A)  von  der  ersten  Ordnung  ist,  so  besitzt  sie  stets  ein  Normal- 
integral  (vergl.  Nr.  93,  S.  335).     In  der  That  folgt  für 

das  allgemeine  Integral 

y  =  e  e  , 

und  da 

ist,  so  haben  wir  nach  Ausführung  der  Integration 


y  =  c  X 


*C). 


wo  ^  den  Algorithmus  einer  gewöhnlichen  Potenzreihe  bezeichnet. 
Das  zu  y  adjungirte  Integral  der  adjungirten  Differentialgleichung  von 
(A,)  ist  dann  (vergl.  S.  335) 
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sein  determinirender  Factor  ist  also  der  reeiproke  Werth  des  determi- 
nirenden  Factors  von  y  oder  von  (Ai). 

Herr  Thome  hat  nun  in  einer  Reihe  von  Abhandlungen  solche 
Differentialgleichungen  untersucht,  deren  linke  Seite  aus  normalen 
Differentialausdrücken  überhaupt  oder  aus  normalen  Differentialaus- 
drücken erster  Ordnung  zusammengesetzt  ist.  Insbesondere  werden 
auch  solche  Differentialgleichungen  mit  -  rationalen  Coefficienten  be- 
trachtet, deren  linke  Seiten  bei  jeder  singulären  Stelle  x  =  a  die  Form 
eines  normalen  Differentialausdnickes  haben  (was  hierunter  zu  ver- 
stehen i.st,  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden,  indem  man 

'        X  —  a 

als  neue  unabhängige  Variable  einführt)  und  die  als  Gleichungen  mit 
schlechthin  normalem  Differentialausdruck  bezeichnet  werden. 
Bezeichnet  man  dann  mit  Z  das  Product  der  zu  den  verschiedenen 
singulären  Punkten  gehörigen  determinirenden  Factoren,  so  heisst  Z 
der  determinirende  Factor  schlechthin,  und  die  Differentialgleichung 
wird  durch  die  Substitution 

y  =  Zu 

in  eine  Differentialgleichung  für  u  tran3formirt,  die  der  Fuchs'schen 
Classe  angehört.  lieber  solche  Differentialausdrücke,  die  schlechthin 
oder  nur  bei  einer  bestimmten  Stelle  normal  sind,  lässt  sich  nun  eine 
Reihe  von  Sätzen  aufstellen.  Ist  z.  B.  P{y)  ein  normaler  Differential- 
ausdruck mit  dem  determinirenden  Factor 

z  =  e  f 

so  ist  der  adjungirte  Differentialausdruck  PXtf)  ebenfalls  ein  normaler, 
aber  mit  dem  determinirenden  Factor 

dies  erhellt  unmittelbar  daraus,  dass,  wenn  man  P(y)  in  der  Form  (14), 
Nr.  19  (S.  52)  darstellt, 

^^^  «  (ix     v^     (ix  v^  dx  t\  ' 

und  wenn 

gesetzt  wird,  P(y)  die  Gestalt 

J(y)  =  e      u    ,-  ,     •••        ,-       ey 

^^/  rn  (ix     fi      dx         ft^  dx  ftj      -' 
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annimmt^  während  der  adjungirte  Differentialausdruck  P'{rj)  nach  dem 
Satze  der  Nr.  21,  S.  58  (vergl.  Gl.  (0)  ebenda)  durch  den  Ausdruck 


oder 


^'^        Vj  dx  v^  dx  *  V,,     dx    «  '' 


^ '^        f4|  dx  ft^  dx  ft^     dx^>*  ' 


gegeben  wird. 


98.    Differentialgleiohtingen,  deren  linke  Seite  aus  normalen 
Differentialausdrücken  zusammengesetzt  ist. 

Allgemein  lassen  sich  die  Integi*ale  einer  Differentialgleichung, 
deren  linke  Seite  aus  lauter  bei  rr  =  oo  normalen  Differentialausdrücken 
zusammengesetzt  ist,  in  der  Form 

(20)  ,.,  ,Jli  ä., . . ,  ^J*;;  ä.f.  ■ . ;-;--;  .1./^  <u: 

darstellen,  wo 

gesetzt  wurde,  und  w.  eine  ganze  rationale  Function  von  Xy  r.  eine 
<]lonstante,  ^.  den  Algorithmus  einer  gewöhnlichen  Potenzreihe  be- 
deutet. Aus  der  über  die  Bestimmung  des  determinirenden 
IFactors  gemachten  Bemerkung  und  aus  den  Eigenschaften 
^er  Differentialgleichungen,  für  die  u- =  oo  eine  Stelle  der 
Bestimmtheit  ist,  folgt,  dass  sich  in  diesem  Falle  die  Coeffi- 
^ienten  der  tr.,  die  Exponenten  r.  und  die  Coefficienten  der 
JReihen  ^.  auf  algebraische  Weise  aus  den  Parametern  der 
Differentialgleichung  zusammensetzen  lassen.  Analoges  gilt 
:für  eine  beliebige  im  Endlichen  gelegene  singulare  Stelle  x  =  a,  nur 
»nd  dann  die  tv.  ganze  rationale  Functionen  von  {x  —  a)~^  und 

^.=  e'''  {x  —  iif^'^.ix  —  n). 

Wir  wollen  nun  fragen,  wann  lassen  sich  die  Integrale  (20)  einer 
^Differentialgleichung  (A),  deren  linke  Seite  aus  lauter  bei  dem  Punkte 
CT  =  a  normalen  Differentialausdrücken  zusammengesetzt  ist,  in  der  Form 


m 


<21)  y  =  {x-  ay  y/'  V^.^  log'Cr  -  a) 


^       ^ 


1  =  1 


darstellen.  Die  directe  Behandlung  dieser  Frage  ist  nicht  ohne  Schwierig- 
keit, wir  gehen  darum  nach  dem  Vorgange  von  Günther  (in  seiner 


352  VI.  Die  Integrale  innerhalb  eines  Kreisringes.    Kapitel  6. 

InangoraldiBsertation)  umgekehrt  von  der  Forderung  ans,  dass  di 
Integrale  von  (A)  eine  Darstellung  in  der  Form  (21)  gestatten,  un 
stellen  uns  die  Aufgabe,  hieraus  auf  die  Beschaffenheit  der  Coefficiente 
der  Differentialgleichung  zu  schliessen,  von  denen  wir  natürlich  vorausL. 
setzen  müssen,  dass  sie  sich  in  der  Umgebung  von  x  =  a  wie  rational 
Functionen  verhalten. 

Es   brauchen  die  i;.^  nicht  gerade  als  gewohnliche  Potenzreih^ 
Ton  X  =  a  angesehen  zu  werden,  dieselben  können  auch  noch  n^ati 
Potenzen  in  endlicher  Anzahl  enthalten.     Setzen  wir  dann  in  die  lin 
Seite  P(tf)  von  (A)  fclr  y  den  Ausdruck  (21)  ein,  so  ergiebt  sich 


m 


(22)  P(y)  =  ix-  ay^e"  ^'x,,  log'(z  -  a), 

1  =  1  X 

WO  auch  die  r.    Potenzreihen  von  x  —  a  bedeuten,  die  eine  e 
Anzahl   negativer  Potenzen  enthalten.     Soll  dieser  Ausdruck  identisc — ^>jj 
verschwinden,  so  müssen  nach  einer  in  der  Nr.  42  gemachten  Bemc^P— ^j. 
kung  (S.  149)  die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  log  {x  —  —  _jj 
fcLr  sich  gleich  Null  sein,  es  muss  also  eine  Reihe  von  Gleichungr^^^ 
der  Form 


m 


(23)  '2t^''l^  =  ^ 


t  =  l 


bestehen.  Eine  solche  Gleichung,  in  der  nicht  alle  %^  selbst  identis^^iz 
verschvrinden,  kann  aber  nur  bestehen,  wenn  alle  mc.  einander  gle£  ^i 
sind.     In  der  That  folgt  durch  Differentiation  von  (23) 


m 

IT; 


»  =  1 

eliminirt    man    hieraus   und   aus   (23)   etwa   c^^  ^    so   erhält   man   de 
Qleichimg 

die  ein  Glied  weniger  enthält  wie  (23),  und  worin 


*.• 


gesetzt  wurde,  so  dass  sich  also  auch  die  if.  in  der  Umgebung  von  x 
wie  rationale  Functionen  verhalten.     Sollten  die  sämmtlichen  ^.  idi 
tisch  verschwinden,  so  müsste 


iV.    —  IV    = 
I  ^  1-  t 


98.  Differentialausdrücke,  die  aus  normalen  componirt  sind.  353 

sein.  Rechter  Hand  tritt  höchstens  die  Potenz  {x  —  «)~^  sonst  nur 
positive  Potenzen  von  x  —  a  auf,  während  linker  Hand  nur  die  Potenzen 
{x  —  ctf  j  (x  —  a)~  ,  •  •  •  vorkommen  können,  es  muss  also  entweder 
eine  der  beiden  Functionen  Xi7  Za  i^l^^it^isch  verschwinden,  oder 


I  a 


sein.  In  ähnlicher  Weise  weiter  schliessend  folgert  man  aus  dem  Be- 
stehen von  (23)  successive  das  Bestehen  analoger  Gleichungen  mit 
weniger  als  m  Gliedern.     Und  da  fQr  m  =  1  die  Gleichung 

das  Verschwinden  von  X^.  erfordert,  so  erkennt  man  die  Richtigkeit 
der  angestellten  Behauptung. 

Sind  nun' in  dem  Ausdrucke  (21)  alle  w^  von  einander  verschieden, 
so  müssen  in  (22)  die  Coefficienten  Xi^c  f^^  sict  gleich  Null  sein;  dies 
besagt  aber  offenbar  nichts  anderes,  als  dass  jedes  Glied 

(24)  {x  —  afe"'  V^ .^  log'(a:  —  a)         (/ = i A     «o 

X 

für  sich  ein  Integral  von  (A)  ist.  Die  Anzahl  m  der  Ausdrücke  w. 
kann  demnach  nicht  grösser  sein,  wie  die  Ordnung  n  der  Differential- 
gleichung (der  Fall  n  =  m  ist  nur  möglich,  wenn  keine  Logarithmen 
auftreten),  und  wir  haben  somit  in  diesem  Falle  n  Normalintegrale 
mit  den  fundamentalen  determinirenden  Factoren 

e  %  c  *,  •  •  •  c  ''*. 

Besitzt  die  Differentialgleichung  ( A)  überhaupt  ein  Integral  der  Form  (24), 
so  besitzt  sie  (vergl.  S.  149)  auch  ein  Integral  der  Form 

v,  =  {x  —  a)'e  >,; 
setzt  man  nun 

so  lässt  sich  die  linke  Seite  von  (A)  in  der  Form  darstellen 

wo  Ä^  einen  Differentialausdruck  (n  —  1)*®'  Ordnung  bedeutet.  Die 
Integrale  der  Gleichung 

yl,  =  0 

besitzen  die  fundamentalen  determinirenden  Factoren 


c  ^j  •  •  •  e  "*, 


denen  sich  auch  noch  c"^'  selbst  hinzugesellt,  wenn  zu   diesem  funda- 

Schlesinger,  nifTorentialgleichungen.    I.  28 
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mentalen  determinirenden  Factor  ein  mit  Logarithmen  behaftetes  Normal- 
integral von  (A)  gehört.    Sehliesst  man  so  weiter,  so  findet  man  endlich 

P(y)  =  i;„^„_.   ...  B,B„ 

WO  die  B.  Difi*erentialausdrücke  erster  Ordnung  bedeuten,  deren  Coeffi- 
cienten  in  der  Umgebung  von  x  =  a  den  Charakter  rationaler  Func- 
tionen besitzen,  d.  h.  die  Differentialgleichung  (A)  ist  so  beschaffen, 
dass  ihre  linke  Seite  aus  normalen  Differentialausdrücken  zusammen- 
gesetzt ist. 

Besitzt  also  die  Differentialgleichung  (A)  n  Normalinte- 
grale, und  fasst  man  diejenigen,  die  zu  demselben  fundamen- 
talen determinirenden  Factor  c"^'  gehören,  in  eine  Gruppe 
zusammen,  so  genügen  diese  für  sich  einer  Differentialglei- 
chung mit  normalem  Differentialausdrucke,  dessen  Coeffi- 
cienten  sich  in  der  Umgebung  von  x  =  a  wie  rationale 
Functionen  verhalten.  Die  Bedingung  dafür,  dass  ein  Diffe- 
rentialausdruck diese  Beschaffenheit  habe,  lässt  sich,  wie  wir 
gesehen  haben,  leicht  angeben,  und  aus  solchen  Differential- 
ausdrücken setzt  sich  dann  die  linke  Seite  von  (A)  zusammen. 


Siebentes  Kapitel. 

09.  Bang  der  Normalreüien.  Beduotion  der  allgemeinen  Untersuchung 
auf  die  von  Differentialgleichungen  vom  Bange  Eins. 

Wir  nehmen  nunmehr  die  Untersuchung  der  DiflFerentialgleichung 
(A)  in  der  Umgebung  von  x  =  oo  wieder  auf,  unter  der  Voraussetzung, 
dass  diese  Diflferentialgleichung  vom  Range  A:  +  1  ^nd  die  charakte- 
ristische Gleichung  (13)  so  beschaffen  ist,  dass  ihre  sämmtlichen  Wurzeln 
von  einander  verschieden  sind.  Dann  hatten  wir  die  n  Normalreihen 
(17)  aufgestellt,  deren  fundamentale  determinirende  Factoren  z^  die 
Eigenschaft  besassen,  dass  ihre  Logarithmen  ganze  rationale  Functionen 
vom  höchstens  (k  +  1)***°  Grade  in  x  waren. 

Wir  wollen  imigekehrt  zeigen,  dass,  wenn  eine  Gleichung  (A),  die 
vom  Range  (k  +  1)  ist,  durch  n  Normalreihen 

deren  fundamentale  determinirende  Factoren  im  Exponenten  von  e  ganze 
rationale  Functionen  vom  q^^  oder  niedrigeren  Grade  haben,  formell  be- 
friedigt wird,  der  Rang  dieser  Gleichung  höchstens  der  q^  sein  kann. 
Zu  dem  Ende  berechnen  wir  aus  den  Identitäten 

P(fifj  =  0        (;i  =  i,2,..»), 

bei  deren  Herstellung  die  successiven  Ableitungen  der  S^  so  zu  bilden 
sind,  als  ob  diese  Reihen  convergent  wären,  die  Coefficienten  von  P; 
es  ergiebt  sich  auf  diese  Weise 

MO       —  r_  n'*  ^«^^1^  ^^21  •••  SJ 

Berechnet  man  diesen  Determinantenquotienten,  indem  man  mit  den 
Äj,  5j,  •  •  •  S^  nach  den  gewöhnlichen  Rechnungsregeln  operirt,  und 
ordnet  schliesslich  nach  Potenzen  von  Xy  so  muss  die  so  entstehende 
Reihe  convergent  sein  und  mit  der  auf  der  linken  Seite  stehenden  Eni- 
wickelung  übereinstinmien.  Man  findet  aber  leicht,  dass  die  aus  dem 
Determinantenquotienten  gebildete  Reihe  keine  höhere  positive  Potenz 
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von  X  enthalten  kann,  als  wie  die  a(g  —  1)*®,  es  ist  also  in  der  That 

*  +  1  5$  g. 

Der  Rang  einer  Gleiehnng  stimmt  also  genau  mit  dem 
Grade  der  Exponenten  der  fundamentalen  determinirenden 
Factoren  überein;  wir  übertragen  darum  die  Bangeintheilung  auch 
auf  die  Normalreihen  selbst  und  sagen,  ein  System  von  n  Normalreihen 
sei  vom  Range  A:  +  1,  wenn  die  Logarithmen  ihrer  fundamentalen  de- 
terminirenden Factoren  vom  {k  -f-  1)*®"  oder  von  niedrigerem  Grade 
in  X  sind. 

Für  die  theoretische  Untersuchung  der  Integrale  sowohl  wie  für 
die  der  Normalreihen  ist  es  von  Wichtigkeit,  eine  Reduction  der  Diffe- 
rentialgleichungen vom  Range  (A-  -f-  1)  auf  solche  vom  Range  Eins 
vorzuführen,  welche  Herr  Poincare  angegeben  hat.     Seien 

wo 

gesetzt  wurde,  die  n  Normalreihen,  die  der  Differentialgleichung  (A) 
vom  Range  Ä-  -(-  1  =  h  formell  Genüge  leisten,  und  sei  femer 

ein  beliebiges  Fundamentalsystem  von  (A).    Nehmen  wir  eine  primitive         -^ 
A^  Einheitswurzel 

und  bilden  für  die  Functionen  y^  von  x  die  Differentialgleichungen 

(AJ  P^(y^)  =  0  (Jl=o,  1,2,      Ä-i), 

die  aus  der  Differentialgleichung  (A)   dadurch  hervorgehen,    dass   wir  — :■:  J 
an  die  Stelle  von  x  die  Grösse 

X 
B  X 

als  unabhängige  Variable  einführen.    Dann  ist  die  Differentialgleichung^^^ 
(A^)  auch  vom  Range  Ä,  sie  wird  durch  die  Normalreihen 

formell  befriedigt,  und  besitzt  das  Fundamentalsystem 

yi.a(^)  =  ya(«^^)  («  =  1,2,        n). 

Setzen  wir  nun 

wo  y^  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  (A^)  bedeute» 
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möge,  so  erscheint  dieses  Product  als  homogene  lineare  Function  mit 
Constanten  Coefficienten  der  n    Einzelproducte 

wo  a^,  «j,  •  •  a^_j  irgend  eine  Variation  der  n  Zahlen  1,  2,  •  •  •  « 
zur  A**"  Classe  mit  unbeschränkter  Wiederholung  bedeutet.  Bezeichnen 
wir  diese  Einzelproducte  in  irgend  einer  Reihenfolge  durch 

und  lassen  wir  die  unabhängige  Variable  x  einen  geschlossenen  Um- 
lauf U  um  den  unendlich  fernen  Punkt  vollziehen,  so  verwandelt  sich 
jedes  y,  ^  in  eine  homogene  lineare  Function  der 

die  Y^  gehen  folglich  in  lineare  homogene  Functionen  ihrer  selbst  mit 
Constanten  Coefficienten  über  und  bilden  demnach  eiji  Fundamental- 
sjstem  der  linearen  homogenen  Differentialgleichung  (w'')^*'  Ordnung 

deren  Coefficienten  in  der  Umgebung  von  x  =  oo  den  Charakter  ratio- 
naler Functionen  besitzen.  Diese  Differentialgleichung  wird  formell 
befriedigt  durch  die  n    Normalreihen  vom  Typus 

(26)  /«oC^)/"«/«^)---/;,./**"*^); 

der  Logarithmus  des  fundamentalen  determinirenden  Factors  der  Normal- 
reihe (26)  ist 

wenn 

g  (x)  =  a  x^  -{-h  x~^  +  •  •  •  +  c  o; 

den  Logarithmus  des  fundamentalen  determinirenden  Factors  der  Nor- 
malreihe fj^  bedeutet.  Die  Normalreihen  (26)  der  Differentialgleichung 
(25)  sind  also  vom  Range  A,  folglich  ist  auch  diese  Differentialgleichung 
selbst  vom  Range  A,  und  wir  können  ihre  linke  Seite  in  die  Form 
setzen 

WO  ^j,/;^_i)  eine  ganze  rationale  Function  vom  höchstens  a(A —  ly®" 
Grade    in   x^   R^   eine   nach   positiven   ganzen   Potenzen   von         fort- 
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schreitende  Reihe  bedeutet,  die  mit  einem  zu  -    proportionalen  Gliede 

beginnt.  Nun  muss  aber  die  Differentialgleichung  (25)  offenbar  unge- 
ändert  bleiben,  wenn  wir  ex  an  die  Stelle  von  x  setzen;  durch  diese 
Substitution  verwandelt  sich 

dot?'  dxr  ' 

die  Differentialgleichung 

muss  folglich  so  beschaff'en  sein,  dass  der  Goefficient  der  a^*^  Ableitung 
sich  mit 

multiplicirt,  wenn  «a;  an  die  Stelle  von  x  gesetzt  wird.  Hieraus  folgt, 
dass  in 

^(»1*  — a)(*  — 1)     \     ■*  a 

nur  solche  Potenzen  von  x  auftreten  können,  deren  Exponent  nach  dem 
Modul  h  den  Rest  a  lässt.  Führen  wir  nun  in  (25)  eine  neue  unab- 
hängige Variable  i,  ein,  die  mit  x  durch  die  Gleichung 

verknüpft  ist  und  beachten,  dass 

dx""  di"  ^  Ä/\  hl         \  h    /^  di 

ist,  so  erkennen  wir,  dass  die  transformirte  Differentialgleichung  die 
Form  haben  wird 


wo  die  B^  Constanten,  die  S^  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  -. I 

1  . 

fortschreitende  Reihen  bedeuten,  die  mit   .    verschwinden.    Die  Diffe — 

rentialgleichung  (27)  ist  also  vom  Range  Eins.    Unter  den  Aus — 
drücken  (26),  die  dieser  Differentialgleichung  formell  Genüge  leisten^ 
finden  wir  zunächst  die  n  Normalreihen 

die  vom  Range  Eins  sind,  die  übrigen  n'  —  n  Ausdrücke  (26)  sind  i 

Allgemeinen  anormale  Reihen,  da  sie  nach  Potenzen  von  |    fortschreite! 
Ein  willkürliches  Integral  von  (27)  lä«st  sich  im  Allgemeinen  nicht  al 
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das  Product  von  Lösungen  der  Differentialgleichungen  (AJ,  (AJ,'"(A^^_^) 
darstellen,  wir  kennen  aber  die  n  particülären  Integrale  Y  ,  für  welche 
eine  solche  Darstellung  möglich  ist.     Sei 

C28)  Y  =fL     y,         "  y,    , 

und  differentiiren  wir  diese  Gleichung  n  -mal  nach  x,  so  erhalten  wir 

WO  die  JF\  ^  in  der  Umgebung  von  x  =  oo  den  Charakter  ratio- 

naler Functionen  besitzen.  Diese  Gleichungen  sind  linear  in  den  n* 
Producten 

da^        dx^     '"  da^  ' 

falls  die  Determinante  der  n  —  1  ersten  dieser  Gleichungen  nicht  ver- 
schwindet, so  ergeben  sich  also  diese  Producte  als  lineare  Ausdrücke  der 

mit  Coefficienten,  die  in  der  Umgebung  von  x  =  oo  den  Charakter 
rationaler  Functionen  haben.     Insbesondere  findet  man  z.  B. 

dx      ^l,«l    *  '  *   ^A-l,«A-l  ^    "^    dx^^ 

und  nach  Division  durch  (28), 

1        ^yO,ao  "^'  1     ^^a 


0,ao_^C>       1 
Ix  ^   "^  Y, 


in  dieser  Form  stellen  sich  also  die  Integrale  von  (A)  durch  die  Lö- 
sungen der  Differentialgleichung  (25)  beziehungsweise  (27)  dar.     Wir 
können  somit  sagen,  die  Behandlung  einer  Differentialglei- 
chung von  beliebigem  Range  //  sei  auf  die  einer  Differential- 
gleichung vom  Range  Eins  zurückgeführt. 

XOO.    Verhalten  der  Lösungen  einer  Differentialgleioliung  vom  Bcuige 
Eins  in  der  Nähe  des  unendlich  fernen  Punktes. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (A)  vom  Range  Eins,  also  A;  =  0 
ist,  so  reducirt  sich  fp^^i?^)  a^f  die  Constante  ^^_;,  die  Differential- 
gleichung hat  also  die  Gestalt 
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(A)    y«  +  [A_,  +  (?,_,  (i)  1  j,<-'>  +  . . .  +  (^„  +  <?„ (l))y  =  0, 

lind  die  durch  Weglassung  der  mit  x  =  oo  verschwindenden   Glieder 
entstehende  Diflferentialgleichung  in  ^ 

(si)  /"^  +  ^^i/"-"  +  •  •  •  +  ^„Ä  =  0 

hat  constante  Coefficienten.    Bezeichnen  wir  die  Wurzeln  der  charakte- 
ristischen Gleichung  (13)  (S.  341)  durch 


^v  ^27  •  •  •  ^« 


und  nehmen  der  Einfachheit  wegen  an^  dass  diese  sämmtlich  von  ein- 
ander verschieden  sind,  so  besitzt  (ST)  das  Fxmdamentalsystem 

und  das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialgleichimg  lautet 

^1?  ^a?  •  •  •  ^H  willkürliche  Constanten.  Untersuchen  wir  das  Verhalten 
von  Zj  wenn  x  in  den  Punkt  x  =  oo  einrückt.  Da  a:  =  oc  sowohl  für 
die  Integrale  von  (A)  als  auch  für  die  von  (2t)  eine  Stelle  der  Unbe- 
stimmtheit ist,  so  hängt  der  Werth,  dem  sich  y  oder  z  nähert,  wenn  x 
eine  Folge  von  Werthen  durchläuft,  deren  Limes  gleich  Unendlich  ist, 
wesentlich  von  der  Wahl  dieser  Folge  ab.  Wir  wollen  x  eine  Folge 
von  unendlich  anwachsenden  positiven  Werthen  durchlaufen  lassen,  und 
denken    uns    darum    die  Wurzeln  c,,  c«,  •••  c    der  charakteristischen 

1 '       2 '  n 

Gleichung  der  Grösse  ihrer  realen  Theile  nach  geordnet,  so  dass  also, 
wenn  wir,  wie  üblich,  durch  9ft(a)  den  realen  Theil  einer  complexen 
Grösse  a  bezeichnen, 

S«(c.)  >  9l(c,)  >  •  •  •  >  91(0 

ist;  wir  setzen  dabei  überdies  voraus,  dass  auch  die  realen  Theile  der 
Grössen  6\,  c«,  •  •  •  c  sämmtlich  von  einander  verschieden  sind.  Die 
logarithmische  Ableitung  von  z  ist 

und  wenn  wir  nun  x  in  irgend  einer  Weise  als  positive  Grösse  ins 
Unendliche  gehen  lassen,  so  ist  nach  bekannten  Sätzen  über  die  Ex- 
ponentialfunction 

lim    /^-^l^'  =  0  (x  =  2,3,...«); 

also  haben  wir  im  Allgemeinen,  d.  h.  wenn  A^  =(=  0  ist. 
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lim   —  =  C- : 

für  gewisse  particuläre  Integrale  dagegen  kann  die  logarithmische  Ab 

leitung  für  x  =  -}-  oo  gegen  eine  andere  der  Wurzeln  c^j  c^,  •  •  •  c^^ 

convergiren.     Lassen  wir  nun  x  eine  Werthenfolge  durchlaufen,  deren 

Argument    nicht    mehr    den    constanten   Werth   Null,    sondern    einen 

zwischen  0  und  2%  gelegenen  Werth  a>  besitzt,  wir  deuten  das  durch 

das  Zeichen 

lim 


XS=(O00 


an,  so  lässt  sich  dieser  Fall  auf  den  vorhergehenden  zurückführen,  indem 
man  in  die  Differentialgleichung  die  Substitution 

macht.     Die  charakteristische  Gleichung  wird  dann 

und  ihre  Wurzeln  sind 

sind  die  realen  Theile  dieser  n  Wurzeln  sämmtlich  von  einander  ver- 
schieden, und  bedeutet  kc^  diejenige  Wurzel,  deren  realer  Theil  der 
grösste  ist,  so  ist  im  Allgemeinen 

lim   —  =  lim        =  kc  , 

dagegen  kann  für  gewisse  particuläre  Integrale  dieser  Limes  gleich  einer 
anderen  der  Grössen  ki\j  Ac^,  •  •  •  kc^^  werden. 

Wie  man  sofort  übersieht,  bleibt  dieser  Schluss  auch  bestehen, 
wenn  einige  der  c^,  c^,,  •  •  •  c^^  einander  gleich  werden,  nicht  aber, 
wenn  für  das  Argument  ©  nur  die  realen  Theile  einiger  der  Grössen 
Ac,,  Ac«,  •••  kc  übereinstimmen,  dies  letztere  kann  aber  offenbar  nur 
für  gewisse  besondere  Werthe  des  Argumentes  cj  eintreten.  Sieht  man 
von  diesen  ab,  so  kann  man  also  sagen: 

Die  logarithmische  Ableitung  eines  Integrales  der  Diffe- 
rentialgleichung (?l)  nähert  sich,  wenn  x  mit  dem  Argument 
CO  ins  Unendliche  einrückt,  einer  der  Grössen 


iOJ 


Ac^i,  A6'^,  •••  Ac^;         k  =  e    , 

und  zwar  im  Allgemeinen  derjenigen  derselben,  deren  realer 
Theil  den  grössten  Werth  hat. 

Die  Differentialgleichung  (Aj  geht,  wenn  man  die  mit  o;  =  cc  ver- 
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schwindenden  Glieder  vernachlässigt,  in  (21)  über.  In  den  Anwendungen 
der  Mathematik  auf  physikalische  Probleme  ist  man  daran  gewöhnt, 
wenn  die  Integration  einer  gegebenen  Differentialgleichung  unüber- 
windliche Schwierigkeiten  darbietet,  die  Coefficienten  derselben  zu  ent- 
wickeln und  dann  nur  so  viele  Glieder  der  Entwickelung  beizubehalten, 
dass  diese  „angenäherte"  Differentialgleichung  integrabel  wird.  Man 
geht  dabei  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  die  Lösungen  dieser  ange- 
näherten Differentialgleichung  «auch  Annäherungen  an  gewisse  Lösungen 
der  ursprünglichen  Differentialgleichung  darstellen.  Wollten  wir  ans 
dieser  Schlussweise  bedienen,  so  könnten  wir  sagen:  die  Lösungen  von 
(ST)  stellen  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  x  gewisse  Lösungen  der 
Differentialgleichung  (A)  angenähert  dar,  der  Satz  über  den  Limes  der 
logarithmischen  Ableitung  kann  daher  unmittelbar  von  den  Lösungen 
von  (St)  auf  die  von  (A)  übertragen  werden.  Ein  solcher  Schluss  ent- 
behrt aber  offenbar  der  analytischen  Strenge;  um  diese  zu  wahren, 
müsste  man  zeigen  können,  dass  nach  Vorschrift  einer  beliebig  kleinen 
Grösse  b  eine  positive  Zahl  w  so  angegeben  werden  kann,  dass 


y 


1^ 


oder 


y       ^ 


kleiner  ist  als  «,  wenn  \x\^  w.    In  dem  vorliegenden  Falle  läset  sich, 
wie  Herr  Poincar^  gezeigt  hat,  dieser  Nachweis  wirklich  führen;  wir 
begnügen  uns  damit,   den  Weg,   den  Herr  Poincare  im  American 
Journal  (Band  VH)  eingeschlagen  hat,  hier  kurz  anzudeuten. 
Setzt  man 


so  ist 


K^'"  -  Sx 

(x=l,SI,    .-n), 

x=l 

x=l 

(/i=^l,2,-    n— 1) 

setzt  nun  analog 

x=l 

x=l 

dann  folgt  durch  Differentiation 


(/i  =  l,2,--n-l); 
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n 


x==l 

Eliminirt  man  aus  diesen  2n  Gleichungen,  denen  noch  die  Diiferential- 
gleichung  (A)  hinzuzufügen  ist,  die  Grössen 

so  erhält  man  für  die  X^  das  System  von  DiflFerentialgleichungen 

n 


WO  die  B-^  durch  die  Gleichungen 


J5. 


erklart  sind.     Herr  Poincare  zeigt,  dass  im  Allgemeinen 


ist,  so  dass  also 


lim        y-  =  0  (x  =  2,  3,        n) 


1/'  ,.  <^Jl^l  +  <^a^H \-<^n^n 


lim    ■  =   lim    — ^-  ,— v— r ^,-v —  =  ^i 

wird,  dass  dagegen  für  gewisse  particuläre  Integrale  y  dieser  Limes 
auch  gleich  einer  anderen  der  Wurzeln  t*,,  c^,  •  •  •  c^  werden  kann. 
Dabei  bedeutet  c^  wie  vorher  diejenige  Wurzel,  deren  realer  Theil  den 
grössten  Werth  hat. 

Rückt  X  mit  dem  Argument  co  ins  Unendliche,   so  tritt  an  die 
Stelle  der  Wurzeln  Cj,  •  •  •  c^  das  System 


tOi 


Ac, ,  •  •  •  Ac  ,        A  =  e    , 
1 '  /i  /  ' 

wie  man  durch  Ausführung  der  Substitution 

X  =  Qk 

in   die  Differentialgleichung  (A)   sofort  übersieht.     Ganz   allgemein 
kann  man  sagen:  es  ist 

lim  ye-"  =  0. 


^ — ax 
x=aix 


wenn  a  eine  Zahl  bedeutet,  für  welche 

SR(aA)  >  gi(c^A)         (x  =  i,s{,.    n) 
ist. 
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101.   Küokbliok  auf  die  bisherigen  Untersuchungen. 

Wir  werden  im  folgenden  Abschnitte  die  Wichtigkeit  der  in  der 
vorhergehenden  Nummer  angedeuteten  Resultate  für  das  tiefere  Studium 
der  Natur  der  Integrale  einer  Differentialgleichung  vom  Range  Eins 
erörtern,  indem  wir  von  Differentialgleichungen  handeln  werden,  deren 
Coefficienten  nicht  nur,  wie  bisher  angenommen  wurde,  in  der  Umge- 
bung von  X  =  oo  den  Charakter  rationaler  Functionen  haben,  sondern 
wirklich  rationale  Fimctionen  von  x  sind. 

Wenn  wir  nämhch  in  unseren  bisherigen  Betrachtungen  meist  nur 
über  das  Verhalten  der  Coefficienten  der  vorgelegten  Differentialglei- 
chung in  der  Umgebimg  einer  Stelle  besondere  Annahmen  gemacht 
haben,  so  geschah  dies,  weil  wir  auch  fast  ausschliesslich  das  analy- 
tische Verhalten  der  Integrale  in  der  Umgebung  einer  Stelle  studirt 
haben.  Allerdings  haben  wir  nicht  dies  allein  gethan.  Abgesehen  von 
den  auf  die  Differentialgleichungen  der  Fuchs*schen  Classe  bezüglichen 
Untersuchungen  sind  wir  auch  in  den  Besitz  von  Methoden  gelangt, 
die  uns  das  Verhalten  der  Integrale  innerhalb  eines  Kreisringes  kennen 
lehren,  wenn  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  sich  in  der  Um- 
gebung jeder  Stelle  dieses  Kreisringes  regulär  und  innerhalb  desselben 
eindeutig  verhalten.  Wir  werden  nun  dazu  übergehen,  die  bisher  ge- 
wonnenen Ergebnisse  für  das  Studium  der  Integralfnnction  in  der  ganzen 
Ebene  zu  verwerthen. 

Da  es  sich  in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  wesentlich 
darum  handelt,  mit  Hülfe  einer  vorgelegten  Differentialgleichung  neue 
Transcendenten  zu  definiren,  so  wird  es  von  vorneherein  geboten  sein,  sich 
im  Allgemeinen  auf  die  Untersuchung  von  Differentialgleichungen  mit 
algebraischen  Coefficienten  zu  beschränken.  Wenn  über  die  Ordnung 
der  zu  untersuchenden  Differentialgleichung  keine  besondere  Annahme 
gemacht  wird,  so  lässt  sich  aber,  wie  oben  in  der  Nr.  61  (S.  218  ff.) 
gezeigt  worden  ist,  die  Untersuchung  einer  Differentialgleichung  mit 
algebraischen  Coefficienten  auf  die  einer  Differentialgleichung  mit  ratio- 
nalen Coefficienten  zurückführen;  wir  legen  darum  den  folgenden  Be- 
trachtungen eine  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten  zu 
Grunde. 

Fassen  wir,  ehe  wir  an  die  Formulirung  der  für  solche  Differen- 
tialgleichungen noch  zu  erledigenden  Probleme  gehen,  kurz  die  Er- 
gebnisse zusammen,  die  aus  den  bisher  vorgeführten  Untersuchungen 
fliessen. 

Wenn  sich  die  Coefficienten  der  Differentialgleichimg,  in  der  wir 


101.  Rückblick  auf  die  bisherigen  Untersuchungen.  365 

den  CoefBcienten  der  höchsten  Ableitung  gleich  Eins  gemacht  haben, 
in  der  Umgebung  einer  Stelle  x  =  a  regulär  verhalten,  so  gilt  das 
Gleiche  für  das  allgemeine  Integral.  Werden  die  Coefficienten  an  der 
Stelle  X  =  tty  in  deren  Umgebung  sie  eindeutig  sind,  von  endlicher 
ganzzahliger  Ordnimg  unendlich,  so  sind  zwei  wesentlich  verschiedene 
Falle  zu  unterscheiden,  jenachdem  nämlich  diese  Stelle  für  das  allge- 
meine Integral  eine  Stelle  der  Bestimmtheit  ist  oder  nicht. 

Im  ersteren  Falle,  für  dessen  Eintreten  die  Form  (D)  (Nr.  43, 
S.  152)  der  Coefficienten  als  nothwendig  und  hinreichend  erkannt  wurde, 
lässt  sich  mit  rein  algebraischen  Hülfsmitteln  ein  canonisches  Funda- 
mentalsjstem  herstellen,  dessen  Verhalten  bei. einem  Umlaufe  der  un- 
abhängigen Variabein  um  diesen  Punkt  vollkommen  beschrieben  werden 
kann.  Haben  dagegen  die  Coefficienten  in  der  Umgebung  von  x  =  a 
nicht  die  Form  (D),  so  ist  die  Stelle  x  =  a  für  das  allgemeine  Integral 
ein  Punkt  der  Unbestimmtheit.  Die  Behandlung  dieses  Falles  erfordert 
im  Allgemeinen  dieselben  Hülfsmittel  wie  die  Untersuchung  eines  Kreis- 
ringes E,  innerhalb  dessen  die  Coefficienten  eindeutig  und  an  jeder 
Stelle  regulär  sin^. 

Die  Aufstellung  des  zu  einem  solchen  Bereiche  E  gehörigen  cano- 
nischen Fimdamentalsystems  ist  nur  mit  HüKe  transcendenter  Processe 
möglich,  und  diese  gestatten  zwar  eine  Berechnung  der  Entwickelungen 
der  Elemente  jenes  Fundamentalsystems  mit  beliebiger  Annäherung, 
gewähren  aber  keinen  vollständigen  Einblick  in  das  Verhalten  dieser 
Integrale  bei  einem  Umlaufe  innerhalb  E.  Nur  in  einigen  besonderen 
Fällen  kann  dieses  Verhalten  entweder  für  alle  oder  doch  wenigstens 
für  einige  Elemente  des  Fundamentalsystems,  das  zu  einem  Punkte 
X  =  a  gehört,  der  für  die  Coefficienten  ein  algebraischer  Unendlichkeits- 
punkt, für  das  allgemeine  Integral  aber  ein  Punkt  der  Unbestimmtheit 
ist,  genau  angegeben  werden,  in  denjenigen  Fällen  nämlich,  wo  entweder 
einige  Integrale  sich  in  x  =  a  bestimmt  verhalten,  oder  wo  einige  oder 
-w  linear  unabhängige  Normalintegrale  vorhanden  sind. 

Ueber  das  Eintreten  dieses  Umstandes  kann  nur  durch  besondere  Con- 
Tergenzbetrachtungen  entschieden  werden,  die  für  die  formal  hergestellten 
INTormalreihen  vorzunehmen  sind.  Da  diese  letzteren  durch  rein  alge- 
l)raische  Processe  gewonnen  werden,  so  geben  sie,  falls  sie  convergiren, 
über  das  Verhalten  der  durch  sie  dargestellten  Integrale  vollständigen 
Aufschluss;  auf  die  Bedeutung,  welche  diese  merkwürdigen  Entwicke- 
lungen auch  im  Falle,  wo  sie  divergent  sind,  für  die  Integrale  der 
Differentialgleichung  besitzen,  hat  Herr  Poincare  zuerst  aufmerksam 
gemacht;  wir  werden  im  folgenden  Abschnitte  das  Ergebniss  der  hierauf 
1i)ezüglichen  Untersuchungen  kurz  angeben,  ohne  jedoch  auf  die  Her- 
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leitimg  desselben  genauer  einzugehen.  Wir  bemerken  aber  gleich  hier, 
dass  die  auf  Stellen  der  Unbestimmtheit  bezüglichen  Untersuchungen 
der  Forschung  noch  ein  weites  Feld  darbieten,  und  dass  wohl  erst  noch 
die  Ausbildung  neuer,  oder  eine  wesentliche  Vertiefung  der  bisher  ent- 
wickelten Methoden  erforderlich  sein  dürfte,  um  über  das  Verhalten 
der  Integrale  in  der  Umgebung  einer  solchen  Stelle  ebenso  befriedigende 
Ergebnisse  zu  erlangen,  wie  sie  die  Methoden  des  Herrn  Fuchs  für 
den  Fall  einer  Stelle  der  Bestimmtheit  geliefert  haben. 


Siebenter  Abschnitt. 

Allgemeingflltige  Darstellungen  der  Integrale  von  Differential- 
gleichungen mit  rationalen  Coefficienten. 

Erstes  Kapitel. 

102.    Das  Integrationsproblem  für  eine  Differentialgleichung  mit 

rationalen  OoefAcienten.     Querschnitte. 

Den  folgenden  Betrachtungen  legen  wir  die  Annahme  zu  Grunde, 
dass  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung 

(A)  pj-'  +  pj'-'^  +  ----\-P^y  =  o 

rationale  Functionen  von  x  sind  und  dass  insbesondere  der  Coefficient  der 
höchsten  Ableitung  p^  eine  Constante  ist. 

Seien  a^,  a^,  •  •  •  a^  die  im  Endlichen  gelegenen  Stellen,  wo  eine 
oder  mehrere  der  rationalen  Functionen  i>i,  JPg?  •  * '  1^«  unendlich  werden, 
dann  umfasst  also  der  Bereich  Tj  der  aus  der  Gesammtheit  aller  Stellen 
besteht,  in  deren  Umgebung  sich  die  jp^,  ^)g,  •••!>„  regulär  verhalten, 
die  Gesammtheit  aller  endlichen  Werthe  von  x  mit  Ausschluss  der 
ttj,  a^,  •••  a^;  dieser  Bereich  ist  also  ein  (<J  +  l)-fach  zusammen- 
hängender und  da  innerhalb  desselben  die  p^,  ^g,  •  •  •  |>^  auch  eindeutig, 
d.  h.  unabhängig  vom  Fortsetzimgswege  sind,  so  ist  T  mit  dem  in  der 
Nr.  11  definirten  Bereiche  E  identisch.  Denken  wir  uns  T  dadurch  in 
einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  T  verwandelt,  dass  wir  von 
^v  ^v  ' ' '  ^ti  *^^  ^*^^  ^^^  Unendlichen  hin  Querschnitte  legen,  die 
weder  sich  selbst  noch  einander  gegenseitig  durchkreuzen;  nennen  wir 
den  von  a    ausgehenden  Querschnitt  i^,  so  ist  das  allgemeine  Integral 

von  (A)  innerhalb  T  eindeutig,  und  kann  bei  Fortsetzungen  auf  inner- 
halb T  verlaufenden  geschlossenen  Wegen  nur  dann  eine  Werthände- 
rung  erfahren^  wenn  diese  Wege  einen  oder  mehrere  der  Querschnitte  l 
überschreiten. 

Sei  x  =  i  ein  von  den  a^,  a^,  •  •  •  a^,  oo  verschiedener  Punkt, 
und  denken  wir  ims  ein  Fundamentalsystem  y^,  t/^,  •  •  •  y^^  durch  seine 
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Anfangswerthe  in  x  =  ^  definirt,  so  ergeben  sich  für  die  Elemente 
desselben  Darstellungen  in  der  Form  von  Potenzreihen,  die  för  alle 
Werthe  von  x,  die  der  Ungleichung 

genügen,  convergent  sind,  wo  Rt  die  kleinste  unter  den  Grössen 

I S  —  «1 1 ,    I S  —  «2 ! ,  •  •  •  1 5  —  «^  j 

bedeutet,  und  die  Coefficienten  dieser  Reihenentwickelungen  bestimmen 
sich,  mit  Hülfe  der  durch  die  Anfangsbedingungen  festgelegten  n 
ersten  Coefficienten,  aus  der  zu  x  =  ^  gehörigen  Recursionsformel. 

Die  Integration  der  Differentialgleichung  (A)  wird  ge- 
leistet sein,  sofern  es  gelingt,  die  Werthe  der  so  innerhalb  T 
eindeutig  bestimmten  Integrale  y^,  J/g?  •  •  •  V^  *^  irgend  einer 
Stelle  X  des  Bereiches  T  zu  bestimmen,  wenn  überdies  der 
Weg  W  vorgeschrieben  wird,  auf  welchem  die  unabhängige 
Variable,  von  J  ausgehend,  nach  jener  Stelle  rr  hin  gelangt  ist. 

Jeder  solche  Weg  lässt  sich  aus  zwei  Theilen  zusammensetzen; 
einem  innerhalb  T  verlaufenden,  wir  sagen  directen  Wege  von  5 
nach  Xy  und  einem  die  Querschnitte  i^,  •  •  •  l^  überschreitenden  von  x 
ausgehenden  geschlossenen  Wege  U.  Bezeichnen  wir  die  Werthe  der 
Vv  y^y  '  '  '  Vn  ^  Punkte  x  für  den  directen  Weg  durch 

die  Werthe,  welche  diese  Integrale  annehmen,  nachdem  die  unab- 
hängige Variable  von  x  ausgehend  den  geschlossenen  Weg  U  voll- 
zogen hat,  durch 

®yi(^),  ®yt{^)y  •  •  •  ®yn(^)? 

so  ist: 

\ey^{x)\  =  Siy^{x)\        (x=i,2,..n). 

wo 

eine  wohlbestimmte  lineare  Substitution  bedeutet. 

Da  zwei  Wege,  die  zusammengenommen  die  vollständige  Be- 
grenzung eines  Theiles  von  T  ausmachen,  dieselben  Functionswerthe  der 
Vv  '''  Vn  li^f*ö^^>  so  hängt  die  Substitution  S  offenbar  nur  von  der 
Anzahl,  der  Richtung  und  der  Aufeinanderfolge  der  üeberschreitungen 
ab,  die  der  Weg  U  über  die  Querschnitte  i^,  •  •  •  l^  vollzieht.  Wir 
bezeichnen  die  Richtung,  in  der  ein  unendlich  kleiner  im  positiven 
Sinne  beschriebener  Umlauf  um  den  Punkt  a  den  Querschnitt  l  über- 
schreitet,   als  die  positive,  die  entgegengesetzte  als  die  negative  und 
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sagen^  ein  Weg  habe  den  Querschnitt  l^  A-mal  überschritten,  wenn 
er  ihn,  falls  A  >  0  ist,  A-mal  in  positiver  Richtung,  oder  falls  A  <  0 
ist,  —  A-mal  in  negativer  Richtung  überschritten  hat.  Dann  ist  also  S 
vollkommen  bestimmt,  wenn  wir  angeben,  der  Weg  U  überschreite 
zuerst  Aj-mal  den  Querschnitt  L  ,  dann  A^-mal  den  Querschnitt  l.   u.  s.  w., 

endlich  A  -mal  den  Querschnitt  {.  ,  wo 


'a 


1        1        •  •  •    7. 


eine  Combination  mit  beliebiger  Wiederholung  der  Zahlen  1,  2,  •    •  <J, 

positive  oder  negative  ganze  Zahlen  bedeuten.  Bezeichnen  wir  nämlich 
durch  A^  diejenige  lineare  Substitution,  welche  die,  innerhalb  T  ein- 
deutigen particulären  Integrale  y^,  y^,  •  •  •  y^^  erfahren,  wenn  die  unab- 
hängige Variable  einen  beliebig  kleinen  positiven  Umlauf  um  den 
Punkt  a^  vollzieht,  so  ist  (vergl.  Nr.  30,  S.  95,  96)  die  dem  Umlaufe  U 
entsprechende  Substitution  S  in  der  Form 

S  =  A^}A^}  '■'  A^.<^ 

'1       '2  'a 

darstellbar. 

Das  Integrationsgeschäft  zerfällt  also  in  zwei  wesentlich  zu  unter- 
scheidende Aufgaben.  Die  erste  besteht  darin,  die  Werthe  des  durch 
gewisse  Anfangsbedingungen  im  Punkte  x  =  ^  definirten  Fundamental- 
systems [y^]  in  irgend  einem  Punkte  x  bei  Fortsetzung  auf  directem 
Wege  zu  ermitteln;  die  andere  darin,  die  Substitutionen  aufzufinden, 
die  dieses  Fundamentalsystem  erfährt,  wenn  die  unabhängige  Variable 
positive  Umläufe  um  die  einzelnen  im  Endlichen  gelegenen  singulären 
Punkte  a^,  a^,  •  •  •  a^  ausführt.  Beide  Aufgaben  lassen  sich  theoretisch 
durch  snccessive  Fortsetzung  der  Potenzreihen  lösen,  die  in  der  Um- 
gebung von  X  =  ^  zur  Darstellung  von  y^,  •  •  •  y^  dienen;  praktisch 
ist  dieses  Verfahren  nicht  allein  äusserst  mühsam,  sondern  rechnerisch 
auch  fast  undurchführbar.  Denn  wenn  man  für  eine  Stelle  S'  der 
Umgebung  von  J  die  Werthe  der  y^,  '  •  -  y^  iind  ihrer  n  —  1  ersten 
Ableitungen  berechnen  will,  um  dann  mit  Hülfe  derselben  die  Ent- 
wickelungen  dieser  Integrale  in  der  Umgebung  von  |'  herzustellen,  so 
ergeben  sich  diese  Werthe  selbst  schon  in  der  Form  von  unendlichen 
Reihen,  und  je  öfter  man  das  Fortsetzungs verfahren  anzuwenden,  d.  h. 
je  mehr  Zwischenwerthe  5',  S",  •  •  •  5^"^  man  zwischen  §  und  x  einzu- 
schalten hat,  damit  jeder  dieser  Werthe  S^*^  in  der  Umgebung  des 
vorhergehenden  und  der  letzte  S^"^  in  der  Umgebung  von  x  gelegen 
sei  (wobei  diese  Werthe  überdies  auch  noch  so  zu  wählen  sind,  dass 

Schlesinger,  DifferentUlgleichiingen.  L  24 
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sie  auf  dem  vorgeschriebenen,  von  g  nach  x  hinführenden  Wege  liegen), 
um  80  mehr  häufen  sich  die  in  die  Rechnung  eintretenden  unendlichen 
Reihen  und  damit  die  Schwierigkeiten  der  Ausführung  dieser  Rechnung. 
Am  einfachsten  lassen  sich  diese  Schwierigkeiten  beseitigen,  wenn  es 
gelingt,  eine  Darstellung  für  die  Integrale  y^,  y^,  •  •  •  y^  zu  finden,  die 
für  den  ganzen  Bereich  T  unbeschränkte  Gültigkeit  hat,  die  also  nicht 
nur  die  Werthbestimmung  bei  Fortsetzung  auf  directem  Wege,  sondern 
auch  bei  Fortsetzung  auf  beliebigem  die  Querschnitte  überschreitendem 
Wege  gestattet.  Solche  Darstellungen  sind  nun  in  der  That  von  Herrn 
Fuchs  gegeben  worden;  dieselben  liefern  zugleich  eine  Bestimmung  der 
Substitutionen  A^.  A^.  '  -  -  A  ,  Wir  wollen  die  eine  dieser  Darstel- 
lungen  jetzt  vorführen,  bemerken  aber,  dass  wir  später  für  die  Losung 
der  erwähnten  beiden  Aufgaben  noch  andere  Methoden  entwickeln 
werden,  die  besonderen  Zwecken  zu  dienen  geeignet  sind. 

103.    Darstellxiiig  eines  Fartioularintegrals  in  Fonn  einer  Reihe. 

Da  diese  Darstellung  auch  ohne  weiteres  auf  eine  nicht  homogene 
Differentialgleichung  anwendbar  bleibt,  so  betrachten  wir  gleich  die 
complette  Differentialgleichung 

(1)  D(y)  =  y<"  -  i,,(a;)y<''-'' 9j^x)y=  p{x), 

WO  nun  »uch  p{pc)  eine  rationale  Function  bedeuten  soll. 

Wir  denken  ims  den  Differentialausdruck  D{y)  als  Differenz  zweier 
Differentialausdrücke 

B(y)  =  D,{y)  -  D,{y) 

dargestellt,  so  dass  D^{y)  die  w**  Ableitung  von  y  enthält,  Dj(y)  aber 
höchstens  bis  zur  (n  —  1)***^  Ableitung  ansteigt;  dann  hat  (1)  die  Form 

A(y)  =  A(»)+i'(4 

Sei  y{x)  ein  Integral  von  (1),  welches  für  den  regulären  Werth  x^=% 
mit  seinen  (n  —  1)  ersten  Ableitungen  die  vorgeschriebenen  Anfangs- 
werthe 

(2)  y{l)  =  ri,    y'(|)  =  %,  ■  ■  ■  V^'-^Kl)  =  ^._. 

annimmt,  und  bedeute  u^  ein  Integral  der  homogenen  Differential- 
gleichung 

(3)  A(y)  =  0, 

welches  den  für  y(x)  vorgeschriebenen  Anfangsbedingungen  (2)  genügt 
Ein  solches  Integral  u^  ist  stets  angebbar,  wenn  D^(y)  wirklich  die 
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Ti^^  Ableitung  enthält  und  überdies  keinen  von  den  singularen  Punkten 
-von  (1)  verschiedenen  singularen  Punkt  besitzt. 
Setzen  wir  dann 

so  genügt  u  der  Differentialgleichung 

A(«o  +  «)  =  AK  +  «)  +  K^)' 

oder  wenn  wir  die  bekannte  Function 

setzen,  so  muss  u  ein  Integral  der  Differentialgleichung 

und  zwar,  da  u  mit  seinen  («  —  1)  ersten  Ableitungen  für  37  =  S  ver- 
schwindet, das  zu  x  =  i,  gehörige  Hauptintegral  (vergl.  S.  78)  der- 
selben sein.    Sei  ebenso  m^  das  Hauptintegral  der  Differentialgleichung 

und  setzen  wir 

w  =  M^  +  t?, 

so  hat  V  das  Hauptintegral  zu  sein  von 
wo 

gesetzt  wurde.     Sei  allgemein  7/^  das  Hauptintegral  von 

(4)  D,(y)  =  j;_,(a:), 
r^_j  das  Hauptintegral  von 

(5)  A(y)  =  D,i3l)  +  i\ix\ 

WO 

gesetzt  wurde,  und  x  die  Werthe  2,  3,  •  •  •  r  durchlauft,  so  ist 

(6)  y  =  Wo  +  ^^  +  «*2  H h  «*r  +  ^-1  • 

Wir   werden   diesen   Process   ins   Unendliche   fortsetzen   und   auf 
diese  Weise  eine  unendliche  Reihe 

<*0  +  **1  +  ^2  H 

erhalten;  von  dieser  wird  gezeigt  werden,  dass  sie  convergirt  und  das 
Integral  y  darstellt.  Ehe  wir  aber  auf  diesen  Convergenzbeweis  ein- 
gehen, haben  wir  die  Beschaffenheit  der  u^  noch  genauer  zu  untersuchen. 

24* 
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104.    Untersuchung  der  einseinen  Glieder  der  Reihe,  allgemein  und 

unter  einer  besonderen  Annahme. 

Bedeute    y^,  y^,  •  •  •  y^    ein    Fundamentalsystem    der    homogenen 
Differentialgleichung  (3)^  so  ist  u  ,  das  Hauptintegral  von  (4),  in  der  Form 


X' 

n  * 


-7-  dx 


darstellbar  (vergL  Nr.  26,  S.  78),  wo 
gesetzt  wurde.     Setzt  man 


^x 


/A.(x) 


so    sind    dies   die   bei    der   Lagrange 'sehen   Methode   yariirten    Con- 
stanten, und  es  ist  demnach  (vergL  Nr.  26,  S.  77) 


n 


^l'  -^^A 


^^^  (p  =  0,l,---i.-l). 


Setzen  wir 

A(y)  =  3.-iy'"~''  +  %-J'~''  +  •  •  •  +  «oy, 

so  ist 
also 

wo  wir  der  bequemeren  Rechnung  w^en  jetzt  die  Integrationsrariable 
durch  i  bezeichnet  haben.  Nun  ist  aber  D^{yJx})  von  t  unabhängig 
und  kann  folglich  unter  das  Integralzeichen  genommen  werden;  wenn 
wir  also 


^D,(y,(x-0A,(O  =  A(/,x) 


t  =  l 


setzen,  d.  h. 
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A(t,  x)  = 


y;(0 


yß) 
y'ß) 


yr'\*)   yr\t) 


(0 
-ö,(y,(^))   -Dj(y,(a;))  •  •  •  -D.Cy.w) 


!  > 


SO  ist 


(7) 


FM-f^K-.i*yt- 


Wir  haben  auf  diese  Weise  eine  Recursionsformel  für  die  FJ^oc),  die 
uns  diese  Grössen  für  x  =  1,  2,  3,  •  •  •  liefert,  wenn  das  Fundamental- 
sjstem  y^,  y^^  *  *  *  Vn  ^^^  "^o(^)  ^^^a^^*  si^^i-    Analog  ergiebt  sich,  wenn 

y,(0       y^W      •••y,(0 
y,(^)       ygC^)      •  •  •  y,(«) 

gesetzt  wird, 


=  i^,{t,x) 


(8) 


/A,  (*,  x) 
F     ,  (0  -^;r7i^  dt 


Wir  wollen  nun  die  eben  erhaltenen  Formeln  unter  der  besonderen 
Annahme 

(9)        A(y)  =  y'^  A(y)  =!>,(%''""  +  •  ••+!', (^)y 

veiter  ansrechnen.    Zu  dem  Ende  beachten  wir  zunächst,  dass  allgemein 


^\{t,  X) 


5'- = 2'yr(-)A(o 


und  andererseits 


w  — 1 


^ify^)=^%{^) 


x=0 


y,(0       y,(f) 


yß) 


y'fix)        yf{£) 


■  ■  ■  y'r\t) 


yrc^) 


d.  h.  also 
(10) 


n  — 1 


^a^)=2«x(^) 


x=0 


gefunden  wird,  während  sich 


374  VII.  Allgemeingültige  Darstellungen  der  Integrale.   Kapitel  1. 


(11) 


dt 


y^(t) 


y.it) 


(n-S) 


,(n-3) 


yr'"(0--yr"(0 


yi(«) 


yS^) 


ergiebt.   Ein  Fundamentabystem  der  Differentialgleichung  (3)  ist,  unter 
der  Annalune  (9)  z.  B. 


»— 1 


1,    a:-|,     (z-l)»,  ..■  (a;-|) 

mit  Hülfe  desselben  stellt  sich  das  den  Anfangsbedingungen.  (2)  ge- 
nügende Integral  u^  von  (3)  in  der  Form 

dar.     Für  ^^(a;),  y^(x),  •••  y^(^)  wählen  wir  das  Fundamentalsystem 

y^{x)==  x*^^       .    (x=l,2,..   n), 

dann  ergiebt  sich  durch  einfache  Rechnung 

A(a;)  =  l!  2!  •  •  •  (n  — 1)!, 


1     a;    rc*  •  •  • 
und  hieraus  folgt  leicht  die  Gleichung 


1     t     t^   ^'         e"^ 


0     1     2t  '■  (n— l)r 

n  — 1 


n  — 2 


o; 


dt 


d\(t,  X) 

dx 


Demnach  ist  in  diesem  Falle  Aj(^,  a:)  eine  blosse  Function  von  t  —  x, 
und  zwar  offenbar  eine  ganze  Function  (n  —  1)*®°  Grades.  Da  aber 
die  Ausdrücke 


d\(t,  X) 


^«-2 


Ai(*,  a:) 


dx 


n  —  i 


für  ^  =  0?  identisch  verschwinden,  und 

ist,  so  erhalten  wir  einfach 

Hiemach  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (10): 
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n  — 1 


Setzen   wir  diesen  Ausdruck  gleich  f(x,  t),  so  erhalten  wir  also  unter 
der  Annahme  (9)  die  Formebi 


(13) 


n 


vx— 1 


x  =  l 


X       J       X— 1 V  /     (n  —  1)!  ' 


clenen  noch  die  Gleichung  (12)  hinzuzufügen  wäre. 


105.    Untersuchting  des  Kestgliedes  und  Oonvergeiutbeweis. 

Wir  wenden  uns  nun  im  allgemeinen  Falle  zur  Convergenzunter- 
^uchung,  und  beachten  dabei  zuvörderst,  dass  das  Restglied  v^_^  der 
Xleihe  (6)  als  Hauptintegral  der  Differentialgleichung  (5)  für  x  =  r 
leicht  dargestellt  werden  kann,  wenn  wir  ein  Fundamentalsystem 
«^j,  IV ^,  ' ' '  ^n  ^®^  reducirten  Differentialgleichung 

ennen.    Setzen  wir  nämlich  ' 

E{x)  =  D{w^,  w^,  •  •  •  wj, 


^o  ergiebt  sich 

<:i5) 


1=1  l 


E(0  '"' 


In  Bezug  auf  die  in  den  entwickelten  Formeln  auftretenden  von 

^  nach  X  erstreckten  Integrale  bemerken  wir  femer,  dass  wir  uns  die 

Integration   auf  einem  beliebigen  innerhalb  T  verlaufenden,   d.  h.  die 

singolären  Punkte  der  Differentialgleichung  nicht  berührenden  endlichen 

Wege  L^  vollzogen  denken  können.     Dann  bleiben,  wenn,  wie  schon 

hervorgehoben,  die  Theilung  von  D(jß)  so  eingerichtet  wird,  dass  die 
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Coefficienten  von  D^{y)  an  keiner,  von  den  singulären  Stellen  der 
Differentialgleichung  (1)  verschiedenen  Stelle  unendlich  werden,  die 
Vv  y^  '  '  '  Vn  während  des  Verlaufes  der  Integration  endlich  und  stetig, 
es  behalt  folglich  auch  der  Ausdruck 

stets  einen  endlichen  Werth.  Sei  der  Maximalwerth  des  absoluten 
Betrages  von 

auf  dem  Integrationswege  L^  gleich  Ny  der  Maximalwerth  von 

A(*) 

auf  demselben  Wege  gleich  Jlf,  so  folgt,  wenn  wir  die  Länge  des 
Weges  L^  gleich  S^  setzen,  also  S^  durch  die  Gleichung 


X 

f 


erklären,  aus  der  Gleichung  (7)  för  x  =  1,  2,  • 


und  da  die  Reihe 

für  jeden  endlichen  Werth  von  S^  convergirt,  so  schliessen  wir  hieraus, 
dass  die  Reihe 

(17)  F,{x) -\- F^ix)  +  t\(x)  +  . . . 

innerhalb  T  unbedingt  und  gleichmässig  convergent  ist.   Da  femer  auch 


\(t,  X) 

A(0 


unterhalb    einer    bestimmten    Grenze    bleiben,    wenn    t   den    Weg   L 
durchläuft,  so  folgt  nunmehr  aus  der  Convergenz  der  Reihen  (16),  (17) 
einerseits  die  unbedingte  und  gleichmässige  Convergenz  der  Reihe 

%  +  «*i  +  Wg  H 

und  andererseits  die  Gleichung 
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lim  i;^__j  =  0, 

r 

SO  dass  sich  also  aus  (6)  die  Darstellung 


(18)  y  =^tt 


X 

x=0 


ergiebt. 

Für  die  durch  die  Gleichungen  (9)  charakterisirte  Form  der  Zer- 
legung von  D{y)  kann  noch  eine  weitere  Umformung  der  u  vor- 
genommen werden.  Die  Differentiation  des  Ausdruckes  von  u  in  den 
Gleichungen  (13)  nach  x  ergiebt 

ako,  da  u^  mit  seinen  n  —  1  ersten  Ableitungen  für  x  =  1^  verschwindet, 

X 


u,  =  l  ^ F^_,{x){dxf , 


wo  durch  den  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  das  n-fach  iterirte 
Integral  nach  x  angedeutet  wird.  Setzen  wir  nun  noch  für  F^_^(x) 
seinen  Werth 

so  erhalten  wir  die  Recursionsformel 


(19) 


X 


(x  =  2,  3,  ■••»), 

X 

wahrend  u^  durch  die  Gleichimg  (12)  gegeben  ist. 


Zweites   Kapitel. 

106.    Untersaohting  der  Integrale  als  Fonotionen  der  in  den 
Coefficienten  auftretenden  Parameter.    Darstellung  der  Sabstitattons- 

coefflcienten. 

Wenn  die  p^ipc),  •  -  Pj{pc),  p(x)  rationale  Functionen  von  x  sind, 
so  ist  jedes  der  u^  eine  Function,  die  durch  iterirte  Integration 
rationaler  Ausdrücke  entsteht.  Die  Dafstellung  (18)  von  y  gestattet 
uns  dann  den  Werth  von  y  zu  berechnen  an  irgend  einer  Stelle  x, 
die  nicht  zu  den  singulären  Punkten  gehört,  wenn  der  Weg  vor- 
geschrieben wird,  auf  welchem  die  Variable  von  5  aus  nach  jener 
Stelle  :r  gelangt;  über  diesen  Weg  ist  dann  immer  die  letzte  der  bei  Bil- 
dung der  u  erforderlichen  Integrationen  zu  erstrecken.  Die  Werthe  der 
successiven  Ableitungen  von  y  erhalten  wir  zufolge  der  über  die  R^ihe 
(18)  gefundenen  Ergebnisse  durch  gliedweise  DiflFerentiation  dieser  Reihe, 
also  ist  insbesondere 

^20)  y'-«)=^w^— ^      («=1,«,..  ,-1), 


wo 


X 


> 

Diese  Darstellung  ist  nun  in  hervorragender  Weise  dazu  geeignet,  um  daran 
die  Art  der  Abhängigkeit  eines  Integrals  von  den  in  den  Coefficienten  der 
Differentialgleichung  auftretenden  Parametern  zu  studiren,  wobei  in- 
dessen bemerkt  werden  muss,  dass  je  nach  der  Art,  wie  diese  Para- 
meter in  die  Differentialgleichung  eingehen,  nicht  gerade  die  Zerlegung 
(9)  von  D(y)  die  zweckmässigste  sein  wird,  vielmehr  wird  man  die 
Zerlegung  dem  besonderen  vorliegenden  Falle  anzupassen  haben.  Man  hat 
nur  immer  dafür  zu  sorgen,  dass  die  Integrale  der  Differentialgleichung 
(3)  in  einfacher  Weise  angebbar  seien,  damit  sich  u^  in  einer  för  die 
Untersuchung  brauchbaren  Form  darstellt. 

Wir  nehmen  im  Folgenden  p(j:)  =  0,  d.  h.  die  Differentialglei- 
chimg  (1)  homogen:  überdies  können  wir  uns  vorstellen,  dass  der 
Punkt  X  =  ^x  eine  reguläre  Stelle  oder  doch  eine  Stelle  der  Bestinmit- 
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heit  fOr  die  Differentialgleichung  ist,  denn  sollte  dies  nicht  von  Tome- 
herein  der  Fall  sein,  so  wäre  nur  an  Stelle  von  :r  etwa 

1 

X  —  a 

als  neue  "unabhängige  Variable  einzuführen,  wo  a  eine  Stelle  der  Be- 
stimmtheit (reguläre  oder  singulare)  bedeutet.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung folgt  aus  der  Gestalt  der  Coefficienten  in  der  Umgebung  von 
X  =  cx),  wie  wir  sie  in  der  Nr.  59  (S.  211)  festgestellt  hatten,  dass  die 
rationalen  Functionen  i>i(x),  •  •  •  p^(x),  in  Partialbrüche  zerlegt,  die  Form 

(22)  P^(^^=22u~i7        <^=''''  "^ 

haben  müssen,   wo  die  Ä...  Constanten,   a,,  a^,  •••  a     die   im  End- 

'  nAi  '         l"       2"  a 

liehen  gelegenen  singulären  Punkte  von  (1)  bedeuten. 

Denken  wir  uns  diese  Werthe  in  die  Ausdrücke  (19),  (21)  ein- 
gesetzt, so  ersehen  wir  zunächst,  dass  sich  jedes  u^  als  ganze  rationale 
Function  der  A^^^.  darstellt.  Da  die  Entwickelungen  (18),  (20)  für 
alle  endlichen  Werthe  der  A^^^^.  unbedingt  convergent  sind,  so  können 
ivir  uns  nach  Potenzen  dieser  Grössen  geordnet  denken  und  erhalten 
auf  diese  Weise  y  mit  seinen  successiven  Ableitungen  in  der  Form 
l)e8tändig  convergenter  Potenzreihen  dieser  A^^^., 

Es  sind  also  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (1) 
ganze  transcendente  Functionen  der  A^^j^.. 

Die  Coefficienten  C  dieser  Entwickelungen 

(23)  y  =  yCA^,\  .  A^,\.    •  •  •  A^-   . 

erscheinen   in   der  Form   iterirter  Integrale  rationaler  Functionen,   in 
eueren  Nenner  nur  die  Linearfactoren 

X  —  a^     X  —  a^,  •  '  '  X  —  a^ 

j^uftreten   können.     Solche   iterirke  Integrale  lassen  sich  nun  offenbar 
:x3iit  Hülfe  von  Transcendenten  darstellen,  die  durch  die  Gleichungen 


X 

V 

•» 


XX  X 

k  /     iL  ^         i*    dx       r      dx  (*   dx 

/\(Xy  g:  «,,  «o,  •  •  •  a  )  =  1 / •  •  •    I 

^  ' ''      1'      2'  m/  fx  —  a,,    fx  —  a,       ,  Ix  —  a. 


> 
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definirt  werdcm,  und  wo  die  a^.  c^,  •  -  •  a^  irgend  welche  der  Groasen 
^/j.  a^,  -  •  /7^  in  bestimmter  Aufeinanderfolge  und  mit  unbeschrankter 
Wiederhohing  bedeuten.  Die  gedachten  iterirten  Integrale  ergeben 
<^ich  nämlich  als  lineare  Functionen  dieser  A  mit  in  x  rationalen  Coeffi- 
cienten.  In  dieser  Form  sind  also  die  Coefficienten  C  der 
Entwickelnng  <23i  darstellbar^  und  diese  Darstellung  lässt 
zugleich  die  Art  der  Abhängigkeit  des  Integrals  jf  Ton  den 
singulären  Punkten  der  Differentialgleichung  hervortreten. 
Wie  wir  sehen  ist  diese  Abhängigkeit  Ton  wesentlich  anderer  Xatnr 
als  die  von  den  A,. ..  Wir  wollen  dieselbe  nunmehr  in  dem  Falle 
genauer  studiren,  wo  der  Fortsetzungsweg  ein  geschlossener  ist,  wo 
also  die  Reihen  (lh)y  (2f)}  conftante,  i  h.  von  x  unabhängige  Werthe 
darstellen. 

Die  Bedeutung  dieser  geschlossenen  Integrale  ist  leicht  zu  über- 
sehen. Zunächst  bemerken  wir,  dass  die  Werthe,  welche  die  y,  y\  y'\  ••• 
annehmen,  wenn  wir  dieselben  von  einer  Stelle  x  ausgehend  auf  einem 
zu  X  zurückkehrenden  geschlossenen  Wege  ü^  fortsetzen,  offenbar  nur 
davon  abhangen,  wie  oft  und  in  welcher  Aufeinanderfolge  dieser  W^ 

die  Querschnitte  l^yt^r"  K  ^^^  ^°  ^^^  ^^'  ^^  (S-  367)  definirten  Flache  T 
überschreitet.  Sei  y^,  y^,  —  y^  ein  Fundamentalsrstem  der  Differential- 
gleichung (1),  y^  definirt  durch  die  Anfangsbedingungen 

iy^  =  0,     X=^n  —  a,    Vo  =  V7 

und  bezeichnen  wir  die  diesen  Anfangsbedingungen  gemäss  gebildeten 
Grössen  u    durch  u^^,  so  dass  also  nach  Gleichung  (12) 

0«  (fi  —  a)l 

zu  nehmen  ist.  Bezeichnen  wir  femer,  wie  in  der  Nr.  102  (S.  368)  durch 

dasjenige,  was  aus  y^^  wird,  wenn  x  den  Umlauf  ü^  A-mal  vollzogen  hat^ 

einen  Umlauf,  der  sich  durch  stetige  Deformation  innerhalb  T  in  einen 
Weg  überfahren  lassen  möge,  der  zunächst  in  T  von  x  nach  |,  dann 
auf  einem  Wege  f7,  der  gewisse  der  Querschnitte  l^,  7g,  •  •  •  l^  über- 
schreitet, nach  I  zurück,  und  endlich  von  ^  wieder  auf  einem  inner- 
halb  T  verlaufenden  Wege  nach  x  geht.     Dann  ist 
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wo  die  a  n  Constanten  bedeuten,  deren  Determinante  nicbt  ver- 
schwindet^  und  für  .r  =  |  ist  insbesondere  zufolge  der  für  die  y^  fest- 
gesetzten Anfangsbedingungen  (vergl.  S.  320) 

(24)  ««,  =  0^1"-'"  (6); 

diese  Gonstanten^  die  Goefficienten  der  Substitution  S^  die  das  Funda- 
mentalsystem tfi}  '  '  •  y^  ^öi  ^^™  Umlaufe  CT.  erfährt,  hängen  noch  von 
I  ab.     Bilden  wir  die  Ausdrücke  der  y^^\x)  gemäss  den  Gleichungen 

(18),  (20)  mit  Hülfe  der  w^^  und  erstrecken  diese  iterirten  Integrale, 
d.h.  die  letzte  von  den  bei  Bildung  derselben  auszuführenden  Integrationen 
über  den  geschlossenen  Weg  U,  so  erhalten  wir  nichts  anderes  als  die 

diese  und  somit  die  a  stellen  sich  demnach  dar  als  glänze 
transcendente  Functionen  der  A...  mit  Goefficienten,  die  durch 
auf  dem  Wege  U  erstreckte  geschlossene  iterirte  Integrale 
rationaler  Functionen  gegeben  werden.     Die  Gleichung 

a       Cod        '=0  (of,  y  =  l,  2.    .    n) 

ay  cty 

ist  die  zum  Umlaufe  U^  gehörige  Fundamentalgleichung,  ihre 
Goefficienten  und  Wurzeln  sind  folglich  imabhängig  von  5;  diese 
Goefficienten  erscheinen  gleichfalls  als  ganze  transcendente 
Functionen  der  -4^2«?  ^^^  ^^®  ^^  ^^^  Entwickelungen  dieser 
Functionen  nach  Potenzen  der  A...  als  Goefficienten  auf- 
tretenden  Gombinationen  gesch4ossener  iterirter  Integrale 
geniessen  die  besondere  Eigenschaft,  von  i,  unabhängig  zu  sein. 
Der  erste  Theil  dieses  Ergebnisses  stimmt  mit  dem  in  der  Nr.  85 
(S.  806)  gefundenen  Resultate  überein;  für  die  wirkliche  Berechnung 
der  Goefficienten  der  Fundamentalgleichung  wird  es  aber,  wie  auch  in 
der  Nr.  89,  zweckmässiger  sein,  dieselben  nicht  direct,  sondern  erst  die 
Potenzsummen  der  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung  zu  berechnen. 
Wir  finden  diese  (vergl.  Nr.  89,  S.  321),  indem  wir  die  Ausdrücke  der 

durch  die  m|^^  herstellen,  wobei  dann  die  zur  Bildung  dieser  Grössen 
erforderlichen  iterirten  Integrale  über  den  A-mal  zu  durchlaufenden  ge- 
schlossenen Weg  U  zu  erstrecken  sind,  in  der  Form 

assl  a=l 

WO  öj^,  cDg,  •  •  •  (o^   die  Wurzeln   der  Fundamentalgleichung  bedeuten. 
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107.    Die  Güiither*8che  Entwickelnng  der  Coefficienten  d 
einem  Kreisringe   gehörigen  Fnndamentalgleichang  far  Diff 

gleichnngen  zweiter  Ordnung. 

Es  sollen  nun   diese  Ausdrücke  fSr  den  Fall  wirklich  b 
werden,  wo  der  geschlossene  Weg  U  innerhalb  eines  um  de 
a:  =  0  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreisringes  E  Terläuft,  de 
der    singularen    Punkte    enthält    und    dessen    innerer    Kreis 
rtj,  /7j,  •  •  •  a^    einschliesst,    wahrend    der    äussere   Kreis   die 
a   .^.     ' '  a    ausschliesst.    Wir  beschränken  uns  dabei,  um  all 
läufige  Rechnungen  zu  Termeiden,  auf  die  Betrachtung  einer 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  in  der  wir  überdies  dei 
cienten    der   ersten  Ableitung  gleich  Null   annehmen  (vergl. 
und  legen  also  den  folgenden  Betrachtungen  die  Differentialg! 

(25;  f  =  p^{x)ll 

zu  Grunde.    Für  dieselbe  lautet  die  Darstellung  (18)  eines  dur 
Anfimgswerthe  i^,  17^  bei  x  =  ^  gegebenen  Integrals: 


M=iO 


WO  jetzt  nach  (19) 


X  X 


(»  =  1,8,S,    •). 


und  nach  (12) 

«0  =  »?  +  nM  —  ^) 

zu  nehmen  ist.     Für  das  Fundamentalsystem 

^1,    '2  =  0,     »?,  =  1, 
Vi,    '?  =  !,     »?,  =  0 


ist  demzufolge 


also  haben  wir 


Moi=«— 5>    «0»"=!' 


QC 


00  QC 

«=0  x=Ü 


und  es  sind 
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XX  X  ^  ^ 

**»i  =  1^^  hii^y^  i--  Uz  fix— i)p^(x)(ix, 


X  X 


w,2  =  idx  lp^{x)dx  f  •  '  •  f  div  ilK{x)dx 


2x-fach  iierirte  Integrale, 


X  XXX 


».  s  •» 

XXX 


Ki  =  fPii^y^l'  • '  1^^  jPi{^¥^ 


(2x  —  l)-fach  iterirte  Integrale.     Die  dem  Umlaufe   t/^   entsprechende 
Substitution 


S 


ist  nach  Nr.  81  (S.  288)  eine  unimodulare,  d.  h.  es  ist 

^11^22  — «i2«2i  =  15 
die  Fundamentalgleichung  lautet  also 


11 


a, 


81 


'12 


«22  —  ^ 


=  fo  —  («j,  +  022)0  +  1=0, 


und  der  einzige  zu  berechnende  Coefficient  ist  folglich 

«11  + ««  =  ®y;(£)  +  ®y,  (!)• 

D.  h.  aber,  es  ist 


30 


00 


«11  +  «M  =  2'^««'l  +  «x«)  =  2'^»' 

x=0  x=ü 

WO  M^^.,  tt^'^.  die  Werthe  von  ii^.,  u^.  bedeuten,  wenn  wir  uns  diese 
iterirten  Integrale  über  den  geschlossenen  Weg  U  erstreckt  denken.  Durch 
partielle  Integration  lässt  sich  dann  C^  in  die  Form  setzen 


X 

X  X 


(26) 


C^  =  j p^dx  j  dx  I  •  '  •  I  dx  I  xp^dx 


f        .'        I        f 


C  X  X  X  X 

—  /  ^P^dx  j  dx  I    ' '  I  dx  ip^dXy 


•* 
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wo  die  letzte  Integration  von  |  nach  diesem  Punkte  zurück  über  di 
Weg  TJ  zu  erstrecken  ist. 

Sei  die  rationale  Function 

(27)  pAx)=  yy  ''*•■ 


innerhalb  des  Ereisringes  E  entwickelt: 
(28)  P,{x)  =  ^«y, 


X  =  — 00 


und  setzen  wir  allgemein 

X  X  XX 

(29)     J{x,  I;  ^1,  ^,,  •  • .  O  '=f^"'dxfo^'-^dxJ-  ■  Ja^^dx, 
80  ist,  wenn  wir  mit 

JQ^if  f*2^  •••  O 

dasjenige  bezeichnen,  was  aus  diesem  m-fach  iterirten  Integrale  wi^^^^ 
wenn   wir  die  letzte  Integration   über  den  geschlossenen  Weg   U  ^^' 
strecken,  nach  (26) 

(30)         c^  =  2'^  •  •  •  «,,  '/(»x  + 1»  0,  i„  0,  •  ■  •  g 

-J(vO,vO,  ■••i,+  l)}. 
Machen  wir  in  (29)  die  Substitution 

so  wird 

(31)         J{x,  6;  ft„  f*„  •  •  •  f*J  =  6^^e7(f,  1;  f*„  ^3,  •  •  •  f*J, 

wo 

ist,  und  wir  haben  nun,  um  «7(f*j,  ft^?  * "  f*m)  ^^  bestimmen,  i  einen  jg!» 
wissen  von  ^  =  1  ausgehenden  Umlauf  um  f  =  0  beschreiben  zu  las^i^^i?. 
Zufolge  der  Gleichung  (31)  erscheint   C^  in  (30)  als  ganze  ratiorx-Ä/e 

Function  von  |  und  |~  ,  also  a^^  +  a^^  in  Form  einer  nach  gaaawi? 
Potenzen  von  5  fortschreitenden  Reihe.    Da  dieser  Ausdruck  aber  von  i 
imabhängig  sein  muss,  so  haben  wir  bei  der  Berechnung  nur  die  voo  l 
unabhängigen   Glieder   beizubehalten,    d.  h.   nur  diejenigen  Glieder  ivl 
(30),  die  der  Wahl  (j^  =  0  in  (31)  entsprechen;  die  Summation  in  (80) 
hat   sich   also   nur   auf  diejenigen  Werthsysteme  i^y  \j  -  -  -  i    zu  e^ 
strecken,  für  welche 
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X 


(32)  ^i,  =  -2x 

ist.  Wenn  innerhalb  des  inneren  Kreises  von  E  nur  der  einzige  singulare 
Punkt  X  =  0  gelegen  ist,  so  enthält  die  Entwickelung  (28)  nur  eine 
endliche  AtizaTiI  negativer  Potenzen;  in  diesem  Falle  wird  die  Glei- 
chung (32)  nur  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Werthsystemen 
*i?  h>  *  *  ■  K  befriedigt,  d.  h.  C^  setzt  sich  nur  aus  einer  endlichen 
Anzahl  von  Gliedern  zusammen;  in  jedem  anderen  Falle  dagegen  er- 
scheint C   in  Form  einer  unendlichen  Reihe. 

Die  Function 

t  t  t        t 

C33)      J(t,  1;  ii„  ,*„•••  iij  =l7'"dtj7'''-'dtp  .  .Jrdt 


1 

"bildet  mit  1  und  den  Ausdrücken 

t  t 

I  j'tt  « . 

m) 

'  *J 

11  1 

^susammen  nach  Nr.  19  ein  Fimdamentalsystem  der  linearen  Differential- 
gleichung (m  +  1)**'  Ordnung 


t  t  t         t 


^oder 

^äeren  determinirende  Fundamentalgleichung 


J*i-\ h/<w    d    fhi    d     r-Mi    d  d     .—  f*mdz  ^ 

^  57  ^       dt^       dt   '"  di^       dt—^ 


.(m+1)     I    •^l  M  _j_  -^   Jm— 1)  _,  _f_  ^"» 


m 


34)     9>(9)  =  9  y'J.,(c»-l)--(9-m  +  A)  =  0,    Ä^=l, 

i=0 


lebst  (>  =  0  die  Wurzeln 

"^Dositzen  muss.     Durch  die  Substitution 

t  =  log  t 

rerwandelt  sich  diese  Differentialgleichung  (vergl.  Nr.  69)  in  eine  Diffe- 
itialgleichung  mit  constanten  Coefficienten,  und  der  Ausdruck  (33) 
^st  dasjenige  Integral  derselben,  welches  mit  seinen  (ni  —  1)  ersten 
^Ableitungen  für  r  =  0  verschwindet  und  dessen  7n^  Ableitung  für 
-^  =  0  den  Werth  Eins  annimmt.  Nach  der  C au chy 'sehen  Integrations- 
^^fenethode  ergiebt  sich  demnach  (Nr.  00,  S.  247) 

Sohleiinger,  DüTerentialgleichangen.   I.  25 
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das  Integral  erstreckt  über  eine  geschlossene  Curve,  welche  die  sänunt- 
lichen  Wurzeln  0,  q^,  q^,  •  •  •  q^^  der  charakteristischen  Gleichung  (34) 
einschliesst. 

Wenn  nun  der  geschlossene  Weg  U  ein  einfacher  Umlauf  inner- 
halb des  Kreisringes  E  ist,  so  ist  der  entsprechende  Umlauf  der 
Variabein  t  ein  von  ^=^1  ausgehender  einfacher  Umgang  um  f  =  0; 
wir  erhalten  also 

Wir  wollen  den  zur  Bildung  dieses  Integrals  erforderlichen  Integrations- 
weg zusammensetzen  aus  einzelnen  Umläufen  um  die  von  einander 
verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung  (34).  Seien  diese  q^,  q^,  •  •  •  q^^ 
und  zwar  sei  q^  eine  A^- fache  Wurzel,  also 

wo  q>  ((>)  in  der  Umgebung  von  q  =  q^  nach  positiven  ganzen  Potenzen 

entwickelbar  ist.  Denken  wir  uns  dann  auch  e  ^*^  nach  Potenzen  von 
Q  —  Q    entwickelt,  so  finden  wir 

(35)  ^(M.--.j  =  r-2'ls'""4?'*' 

Ot  =  l*  =  0 

wo 

K,X,-1  =  'Pa(.Qa)  1 

i„— »  — 1  1  /o  =  l,2,-      X  \ 

,,  _       _      1 t ^'^f  [h  =  0,l,-.    iX„-S))- 

Um  nun  den  Ausdruck  für  C^  zu  bilden,  bemerken  wir  zunächst,  dass 
nach  (26)  und  (30)  0^  =  2  ist;  für  x  >  1  hat  man  für  die  beiden  auf 
der  rechten  Seite  von  (30)  unter  dem  Summenzeichen  auftretenden 
J- Functionen  die  Darstellung  (35)  aufzusuchen.     Setzt  man 

so  ist  für  die  beiden  mit  a.     •  •  •  a.    multipUcirten  «7- Functionen 

m  =  2x,     und  zufolge  der  Gleichung  (32),    ()^  =  0. 
Femer  ist  für 

J(:h  +  1,  ^,  •  •  •  i.\ 
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dagegen  fiir 

92  =  ^2+   1.    93  =  ^27    '"    Q2.-I  =  »>    ?2x  =  ^^• 

Dadurch  sind  die  bei  der  Darstellung  (35)  anzuwendenden  b^^  be- 
stimmt, und  man  erkennt  nun  leicht,  dass  sich  C  in  die  Form 
setzen  lässt: 

(36)         C,  =  2'«'x^   •  •  •  \2       2-^1 (2'^*^*' 

WO  /Jj,  /Jg,  •  •  •  /5^  eine  Permutation  der  i^,  i^,  •  •  •  i^  bedeutet,  und  die 
zweite  Summation  sich  über  alle  möglichen  dieser  Permutationen  er- 
streckt; die  dritte  Summation  bezieht  sich  nur  auf  gerade  Werthe  von 
Ä,  und  die  6^^^     '^*^  sind  durch  die  Gleichungen 

Jiß,  +  1,  0,  . . .  /3J  =2-^V-  (2«0* 

erklärt.  Dass  der  Ausdruck  für  C  nur  gerade  Potenzen  von  2jrt 
enthalten  kann,  ist  daraus  zu  schliessen,  dass  zu  dem  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  vollzogenen  Umlaufe  U~    die  Substitution 

und  daher  die  Fundamentalgleichimg 


2 


o 


—  Kl +  «22)«  +  1  =  0 


gehört,  d.  h.  dieselbe  Fundamentalgleichung  wie  zum  Umlaufe  U. 

Berücksichtigt  man  nun  die  Art,  wie  sich  die  Coefficienten  «^  der 
Ent Wickelung  (28)  aus  den  Grössen  -4^^.,  a.  in  (27)  zusammensetzen, 
so  erkennt  man  unmittelbar  aus  der  Darstellung  (36),  dass  «11  +  ^22 
als  (beständig  convergente)  Potenzreihe  der  Ä^.  erscheint  mit 
Coefficienten,  die  sich  als  Summen  unendlich  vieler  rationaler 
Functionen  der  a^,  a^,  •  •  •  a^  darstellen  lassen.  Analoges  gilt 
für  die  Coefficienten  der  Fundamentalgleichung  einer  Diffe- 
rentialgleichung beliebig  hoher  Ordnung. 

108.    Entwiokelang  der  Integrale  einer  Differentialgleiohiing  vom 

Bange  Eins. 

Um   auch   für   eine  Theilung  von  D(y),   die  von  der  durch  die 

Gleichungen  (9)  charakterisirten  Form  der  Zerlegung  verschieden  ist,  ein 

25* 
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Beispiel  zu  geben,  wollen  wir  annehmen,  D(y)  sei  die  linke  Seite  einer 
Differentialgleichung  vom  Range  Eins,  also  (vergl.  S.  360) 

Diy)  =  y^-^  +  (A-x  -  Q.-.  (i))  y'"-''  +  •  •  •  +  (a  -  ö«  ©)  v- 

Wir  nehmen  dann 

A(y)  =  y'"'  +  A-iy'""''+  •  •  •  +  \y, 

SO  dass 

A(y)  =  ö,_.(i)y'"-^^  +  ---  +  eo(~)j/ 

ist.  Unter  Festhaltung  der  im  vorigen  Abschnitte  (Nr.  100)  benutzten  Be- 
zeichnungen kann  dann  u^  nach  der  Cauchy'schen  Methode  fQr  die 
Integration  einer  Differentialgleichung  mit  constanten  Coefficienten  dar- 
gestellt werden  als  lineare  homogene  Function  von 

Diese  letzteren  Ausdrücke  wäMen  wir  nun  auch  als  das  Fundamental- 
system y^,  •  •  •  y^y  d.  h.  wir  setzen 

y^  ==  e*"**  («  =  1,2,      -n); 

dann  ist: 

n 
(/,x«l,2,  •••«)  i^x 


und 


also 


wenn 


genonmien  wird.     Wir  erhalten  demnach  (vergl.  Nr.  104) 


^'-^'''f^-^^'''^^^'' 


(x=l,2,      •), 

1=1 


5 

wo 

+  -+ö„(i)) 

ist,  wenn  die  Constanten  A^,  •  •  •  A^^  durch  die  Gleichung 
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«0 = 2'" 


x=l 


definirt  werden,  und  wo  ferner 

gefunden  wird.     Die  Recursionsformel  für  w    lautet  demnacli 


«  C:X  * 


«- = 2'.'^/(««-(-^)"- +  •  •  •  +  «oö««-)''"" 


(x  =  l,2,.    •). 

Die  Darstellung 

y  =  «*o  +  ^^  +  ^*2  H — 

kann   dann   auch  mit  Vortheil  zur  Untersuchung  von  y  in  der  Um- 
gebung von  X  ==^  oo  benutzt  werden. 


Drittes  Kapitel. 

109.   Herstellung  einer  Differentialgleichang  xind  ihrer  adjtingirten 

aus  der  BecursionsformeL 

Wir  fahren  nun  in  der  üntersucliung  einer  DiflFerentialgleiehiing 
mit  rationalen  Coefficienten  fort  und  beginnen  mit  einigen  Bemerkungen 
über  die  Reciirsionsformel  einer  solchen  Dififerentialgleichung  für  eine 
Stelle  der  Bestimmtheit,  als  welche  wir  wie  gewöhnlich  x  =  0  wählen 
wollen.  Denken  wir  uns  die  Differentialgleichung  durch  Multiplication 
mit  einer  geeigneten  Potenz  von  x  auf  die  Form  gebracht 

(1)    P(y)  =  a;>,(aj)y<"'  +  x"-V„_,(a;)y"-^'  +  •  •  •  +  Vo(^).y  =  0, 

WO  tl^^y  ^n—if  ' ' '  ^0  &^°^®  rationale  Functionen  bedeuten  und  if^(x) 
für  X  =  0  nicht  verschwinden  darf.  Wenn  x  =  0  eine  SteUe  der  Be- 
stimmtheit sein  soll,  so  lautet  die  Recursionsformel  für  eine  der  Diffe- 
rentialgleichung genügende  Reihe  von  der  Form 


00 


nach  den  in  der  Nr.  63  (S.  221  ff.)  erlangten  Ergebnissen: 
(2)  ffM)fo(Q  +  ^)  +  9.--i(Q)f\(Q  +  1/  -  1)  +  . . . 

WO  m  den  Grad  der  ganzen  Functionen  ^„(ip),  ^„_i(^),  •  •  •  ^o(^)  ^^  " 
deutet,  und  die  f^((f)  als  Entwickelungscoefficienten  der  charakteristischen  J 
Function 

cry{x,  9)  =  ^^9{q  -  1)  •  •  •  (p  -  X  +  1) ^.(a;)  =  x<?  V  f,{Q)x' 
definirt  sind.     Die  Recursionsformel  für  das  adjungirte  Integral 
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der  zu  (1)  adjnngiiien  Diflferentialgleichung 

(3)  (-  1)"  P'{z)  =  |1  ix'^M'^) ±  U^)z  =  0 

lautet  dann^  wenn  die  charakteristische  Function  derselben 

gesetzt  wird, 

//;(«)a*+^)+«7:_.w/;'(<^+»'-i)+-+<7:_,„(«)/::((»+i'-,»)=o, 

oder  da  nach  Nr.  87  (S.  312) 

/■;(«»)  =  /;(-  ff  -  f  -  1) 
und 

ist; 

(4)  9'M)aQ-'>')+9:-,wM—^) + ••• +i^:-„x<»)/„(9-»')=o. 

Wir  hatten  schon  in  der  Nr.  44  (S.  157)  allgemein  bemerkt,  dass 
durch  Angabe  der  charakteristischen  Function  auch  umgekehrt  die  Dif- 
ferentialgleichung vollkommen  bestimmt  ist;  es  folgt  hieraus,  dass  aus 
der  Recursionsformel  ebenfalls  stets  die  Diiferentialgleichung  hergestellt 
werden  kann.  Wir  wollen  dies  für  den  jetzt  zu  behandelnden  Fall 
rationaler  Coefficienten  explicite  durchführen. 

Sei  also  eine  Reihe  vorgelegt: 


00 


deren  Coefficienten  der  wi-gliedrigen  linearen  Recursionsformel 

(6)    gM^  +  v)  +  g,_J,{r-\-v-\)  +  ■  ■  ■  +  g,_JJr  +  v-m)  =  0 

genügen,  in  welcher  die  /]i(^  +  v  —  A)  gegebene  ganze  rationale  Func- 
tionen n^^  Grades  von  v  —  k  bedeuten.  Wir  wollen  zeigen,  dass  diese 
Reihe  stets  formell  einer  linearen  homogenen  Diiferentialgleichung 
n**'  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten  Genüge  leistet,  und  dass  sie 
in  einer  gewissen  Umgebung  von  x  =  0  convergirt,  wenn  f^^Q  +  v) 
nicht  von  niedrigerem  als  dem  n^^  Grade  ist. 

Da  die  Recursionsformel  (6)  auch  für  v  =  0  gelten  soll,  so  muss 
zunächst 

m = 0    . 

sein;  daraus  folgt,  dass  f^{r  +  v)  keine  von  v  unabhängige  Constante 
sein  darf.  Dies  vorausgesetzt,  denken  wir  uns  f^{y)  nach  den  Regeln 
der  Differenzenrechnung  entwickelt,  d^  h.  in  der  Form 
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geschrieben,  wo  wie  gewöhnlich 
gesetzt  wurde.     Wenn  wir  dann  noch 

setzen,  so  lautet  die  Recursionsformel  (6) 


m  n 


<7,^;i  VCr  +  v  — A)(r  +  i/-A  — l)...(r  +  i;  — A  — f*— l)a^^^  =  0      =0. 


Multipliciren   wir  diese  Gleichung  mit  x"^^  und  sunimiren  in  BeziiB-^ug 
auf  V  von  0  bis  c»,  so  kommt: 


n         m  oo 


Durch  formale  Differentiation  der  Reihe  (5)  nach  x  folgt  aber 

y=30 

die  Reihe  g{Xj  r)  genügt  folglich  der  Differentialgleichung  n**'  Ordnu-  -^ng; 

(7)  yyy-.j^-^- 


Die   determinirende  Fundamentalgleichung   dieser  Differentialgleichi ^ung 

bei  0?  =  0  lautet 

(8)  J^pCp  -  1)  •  •  .  ((^  -  f*  +  1)«,,^  =/,((,)  =  0; 

wenn  dieselbe  vom  n**^  Grade  in  q  ist,  so  ist  a?  =  0  eine  SteUe        der 
Bestinmitheit,  und  daraus  folgt  sofort  die  Convergenz  der  Reihe  gif^^j  ^) 
nach  dem  Convergenzbeweise  von  Herrn  Frobenius  (Nr.  47).      MJnd 
zwar  erstreckt  sich  der  Convergenzkreis  dieser  Reihe  jedenfalls  bi^  zu 
dem   dem   Punkte   a;  =  0   zunächst   gelegenen   singulären  Punkte      der 
Differentialgleichung  (7),  d.  h.  wenn  a  die  dem  absoluten  Betrage  Tiacb 
kleinste  Wurzel  der  Gleichung 


n 


a,    a;  =  0 

X,  n 


A 


110.  Differentialgleichungen  vom  Range  P^ins.  393 

bezeichnet,  so  convergirt  die  Reihe  g{x,  r),  wenn 

\x\<\a\. 

II  I  • 

Aus  der  ßecursionsformel  (6)  folgt  femer  die  Recursionsformel 
(9)      ff'Mr  -v)-\-  g:_J,(r  -  v)  +  •  •  •  +  !,:_J„Xr  -v)  =  0 

fQr  die  der  adjungirten  Differentialgleichung  von  (7)  genügende  Reihe 


oc 


die,  falls  f^^o)  vom  7i^^  Grade  ist,  gleichfalls  convergirt  und  das  zu 
<f(Xy  r)  adjungirte  Integral  darstellt.  Man  kann  also  mit  Hülfe  der 
Recursionsformel  (9)  auch  die  adjungirte  Differentialgleichung  derjenigen, 
"welcher  g  (Xj  r)  genügt,  unmittelbar  hinschreiben. 


110.   Differentialgleichiingen  vom  Range  Eins.     Becursionsformel 

für  die  Normalreihen. 

Denken  wir  uns  die  vorgelegte  Differentialgleichung  mit  rationalen 
Ooefficienten  durch  Multiplication  mit  einer  geeigneten  ganzen  Function 
auf  die  Form  gebracht 

<A)  P,(a;)y'"'  +  P._,(a;)y'"-*'  +  •    •  +  Po^V  =  0, 

^«fo  P^,  P„_i,  •  •  •  Pq  ganze  rationale  Functionen  ohne  gemeinsamen 
Theiler  bedeuten,  und  wo  überdies  P  für  x  =  0  nicht  verschwinden 
anöge,  was  durch  eine  einfache  Substitution  stets  zu  erreichen  ist.  — 
Sei  M^  der  Grad  von  P^(x),    Multipliciren  wir  die  Gleichung  (A)  mit 

•ic",  so  haben  nach  Division  durch  P^(x)  die  Zahlen 

X  +  M  —  M=n  (x  =  J,2,...n) 

'  n  —  X  n  n  —  x 

,^nau  dieselbe  Bedeutung  wie  in  der  Nr.  94  (S.  337);  bezeichnet  also 
^  —  fi  den  charakteristischen  Index  für  x  =  co^  so  ist: 

"mnd  wir  haben  demnach 

ZDer  Punkt  a;  =  c»  ist  dann  und  nur  dann  eine  Stelle  der  Bestimmt- 
heit, wenn  7i  =  ft  ist;  in  diesem  Falle  ist  also 
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d.  h.  die  Grade  der  ranzen  Functionen  P  ,  P  ,,  •  •  •  P«  nehmen 
ab.  Wenn  a;  =  cx>  nicht  Stelle  der  Bestimmtheit  ist,  so  kann  der 
charakteristische  Index  n  —  ft  =  i  einen  positiven  Werth  haben,  der 
kleiner  ist  als  w;  dann  ist 

31  <M     .4-x  —  71  +  i    für     x>n  —  i, 

M  <  31     .  +  X  —  n  +  i     für    x  <  w  —  / , 

d.  h.  die  Grade  der  ijanzen  Functionen  P  ,  P  ,,  •  •  •  P«  nehmen 
zwar  nicht  immer  ab,  sie  nehmen  aber  keinesfalls  zu,  und  der 
Grad  von  P    übertrifft  den  Grad  von  P.. 

n  0 

Wenn  die  Grade  von  P  ,  P     , ,  •  •  •  P„  nicht  abnehmen,  und  31 
auch  Mq  nicht  übertrifft,  so  werde 

r-  ==  ^1         (i  =  o,  i,..«-i) 

gesetzt;  bedeutet  dann  x  diejenige  ganze  Zahl,  die  nicht  kleiner  ist  als 
alle  N^,  die  aber  jedes  der  N^  nur  um  einen  echten  Bruch  oder  Null 
übertrifit,  so  hat  die  Differentialgleichung  (A)  nach  Division  durch 
P^ipc)  die  Form 

!/""  +  (<P.(x)  +  Q„_,  (i))  y'-^'  +  (^,.(.0  +  ö„_,  C ))  /-*'  +  •  •  • 


+  (<p,«(^)  +  <?«C))y  =  o, 


WO  ^j^^Qc)   eine   ganze  rationale  Function  vom  höchstens  Ax*®^  Grade 
bedeutet;  die  Gleichung  (A)  ist  also  vom  Range  x  +  1. 

Zufolge  des  in  der  Nr.  99  erlangten  Resultates  können  wir  uns  auf 
die  Betrachtung  der  Gleichungen  vom  Range  Eins  beschranken,  d.  h. 
auf  den  Fall  wo  x  =  0  ist,  wo  also  die  Grade  der  ganzen  Functionen 
P^_j,  P^_2,  •  •  •  Pjj  den  Grad  von  P^  nicht  übertreffen;  dieser  begreift 
dann  die  Fälle,  wo  der  charakteristische  Index  kleiner  als  n  ist,  mit 
unter  sich.     Sei  P^{x)  vom  ^y*'"  Grade  und  setzen  wir 

p 

(7=1, 
dann  lautet  also  unsere  Differentialgleichung 

(A)  m-±±  cj  S  -  0 

x=»0  <sO 

und  die  charakteristische  Gleichung  derselben  ist 
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(10)  9>/c)  =  c"  +  c;,_  „_,c-^  +  . . .  +  C  ^  =  0, 

indem  nämlich,  um  XJebereinstimmung  mit  den  früheren  in  der  Nr.  95 
(S.  339  ff.)  benutzten  Bezeichnungen  zu  erzielen,  nur 

zu  setzen  ist.  Der  Einfachheit  wegen  werde  vorausgesetzt,  dass  alle 
n  Wurzeln  c^,  Cg,  •  •  •  c^  der  Gleichimg  (10)  von  einander  verschieden 
sind,  dann  haben  wir  die  n  fundamentalen   determinirenden  Factoren 

denen  die  n  Normalreihen 

(11)  ^'*'^'^''^'x(c)  (x  =  l,2,--n) 

entsprechen,  welche  der  Differentialgleichung  (A)  formell  Genüge  leisten. 
Wir  wollen  die  Recursionsformeln  für  die  Coefficienten  dieser  Normal- 
reihen aufstellen,  um  dann  eine  merkwürdige  Eigenschaft  derselben 
abzuleiten. 

Machen  wir  in  (A)  die  Substitution 

so  ergiebt  sich  (vergl.  S.  343)  für  u  die  Differentialgleichung: 


*L       n 


oder  nach  Multiplication  mit  x 

(12)      x^'B^ix^i^"^  +  a:"~'i?,,_,(a;)w^"-'^  H [-  ^o(^)^  =  0, 

wo 


=    ^  CC  .X  (a^ü,l,-../*-l), 


gesetzt  wurde.    Es  ist  also 


(13) 


.n  — 1 


.^.0  =  <^.-n,n  +  <         ^r-n.n-1  H f"   ^.-»,0' 
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Die  charakteristische  Function  von  (12)  lautet 

und  wir  erhalten  folglich 

n 
(1-^)  fr(Q)  =^9(Q  —   1)  '  -  (q  —  X  +   l)«.;i  :^  =  0.1,...(;,  +  „-l)J; 

insbesondere  ist,  wegen  P^(0)  =f=  0, 

u.  s.  w. 

fo(9)  =  «0,nP(9  —  1)  •  •  •  (p  —  n  +  1). 

Für  die  Beihe 

(15)  ^"^^^  (-^)  =  g(x,  p)  =  J^^..(p):i;e-* 


♦=0 


erhalten  wir  demnach  die  Recursionsformel 

>o(9)/;+.-x(p)=o, 

9i(9)fj,+,-i(Q  -  1)  +  «7„((>)/;,+,_8((>)  =  0, 


(1<0    ^ 


+  <7,_(p+,_i)(p)/"o(9  —  v  +  i)  +  n  —  1)  =  0 , 
wo  9  =  »"^  ala  Wurzel  der  determinirenden  Fundamentalgleichaiig 


durch  den  Ausdruck 


(17)   r  =-    ''+'^^^  = 
gegeben  wird. 


.n— 1 


«:^p-i.,  +  «r'<>-i..-i  +  •  •  •  +  0^-1. 


.n  — 1 


.n— 2 


nci    -  +  (n-l)cr'Ci,,-i  +  ---  +  C^,i 


111.    Aufstellung  der  Laplaoe'schea  TranBformirten  und  der  ihr 

adjungirten  Differentiskigleichung. 

Die  Reihe  (15)  ist  im  Allgemeinen  divergent,  wir  können  aber, 
indem  wir  jeden  Coefficienten  derselben  mit  einem  geeigneten  Factor 
multipliciren,  eine  convergente  Reihe  erhalten. 

Zu  diesem  Ende  setzen  wir 
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(18)  9M)  =  (-  l/n-  Q  +  «')G,(<»)        (v=o.,,v  ). 

wo 

(19)  ff  =  _j,_p, 

und  die  Function  r{x)  mit  dem  Gauss'schen  n(x)  durch  die  Gleichung 

n{x)  =  r(a;  +  1) 

verbunden  ist.    Die  Gleichung  (18)  kann  dann,  zufolge  bekannter  Eigen- 
schaften der  F- Function  (vergl.  Nr.  75),  auch  in  der  Form 

(20)  9M  =-  r(-  p)  p(9  -  1)  . . .  (p  -  1/  + 1)  ö,(tf) 

geschrieben   werden.     Setzen   wir   diese  Ausdrücke  in  die  Recursions- 
formel  (16)  ein,  so  erhalten  wir 

(-  lyn-  Q  +  v)/,^,_,(c  -  v)  &;(tf)  + . . . 

+  (_  ly-'ri-  Q  +  v-  x)f^+„_,_,iQ  -v  +  A)G,_,(ff)  + . . . 

+ (-l)-<^-')  r(-  if-\-v-p  -n+l)f,(Q-v+p + n-1)  Ö^H-»-i)(*) 

=  0. 
Diese  Gleichung  erscheint,  wenn  wir 

<21)     (-  ifri-  Q  +  v-  A)4+,_,_,(p  -v  +  l)  =  F](0  +  v-X) 
setzen^  in  der  Gestalt 
<22)    ö,(tf)JF;(tf  -\-v)  +  G,_j(ff)F,(ff  +  t,  -  1)  + . . . 

+  ^,_(,+,_o(«)  J^,+«-,(«  +  r-i,-«+l)  =  0 

mls  lineare  (p  -{-  n  —  l)-gliedrige  Recursionsformel  für  die  Cr^(<j),  und 
"wir  könnten  also  von  derselben  direct  zu  einer  linearen  Diflferential- 
^leichung  übergehen,  der  die  Reihe 

<23)  ^  &.{<')  f^' 

Genüge  leistet.  Es  ist  aber  zweckmässiger,  nicht  diese  Differential- 
gleichung selbst,  sondern  zunächst  ihre  adjungirte  aufzustellen,  weil 
^ich  die  letztere  in  einer  mehr  übersichtlichen  Form  ergiebt. 

Um   zu   der  der  adjungirten  Differentialgleichung  entsprechenden 
I^ecursionsformel   überzugehen,   haben  wir  nach  den  Ergebnissen  der 
C3Ir.  109  (S.  391)  zu  setzen 

S  =  —  6—l  =p+|)_l, 

F,{8  +  v-k)^  F,{6  -  r)  =  (-  ifn-  Q  -  i/)/;^_,^,(p  +  r); 
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dann  lautet  diese  Recursionsformel 

(24)     GXs)F^is  +  »')  +  ••.  +  G^_,is)F,is  +  v  -  A)  +  •  •  • 

Es  seien  nun  Grössen  ß^  ^  durch  die  Gleichungen 

definirt^  so  dass  also 

dann  ist  nach  den  Gleichungen  (13),  (14) 

F„(S  +  ,,)  =  r(-  p  -  V)  (ß,jQ  +  V)  +  ^o.p-l)  > 

F^{s  +  v-l)  =  -r(-(f-  v){ß,jQ  +  v)(p  +  r  -  1) 

+  ft.p-i(p  +  ")  +  / 

■f;+._i(s  +  v— p  — n  +  1) 

=  (_  iy+'-^r{-  ff-v)ir-\-v)---ir  +  v-n  +  l)ß^ 
und  indem  wir  beachten,  dass 

r(x  +  n)  =  r{x)x(x  +  1)  . . .  (o;  +  n  —  1), 

—Q=P—S—1 

ist,  erhalten  wir  die  Ausdrücke: 

F,is)^i-iy-'r{-s)sis-l)..-(s-p+2)[ß,Js-p+l)-\ 

F^is)^{-iy-'r{-s)s{s-l)-{s-p+3){ß,Js-p+2){ 

+  ß,„-,(s  - p  +  2) - 

F,^,_,is)  =  (-  ly-'n-  s)^,+,_,„. 

Setzen  wir  numuehr 

(26)  «,(s)  =  (-  1)''-'  ^  =  ^sis-l)  ...  (5 - X ^ 

SO  nimmt  die  Recursionsformel  (24)  die  Gestalt  an 

(27)  GXs)%(s  +  v)  +  (?,_,(«)*(«  +  V  -  1)  +  • . . 

+  ^,_(p+«_i)(s)<&,+  ,_i(s  +  V-P- 

Hierin  ist,  da  ^  =  r^^  zu  nehmen  war, 

s  =  s,  =  r-\-p  —  1 
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zu  setzen,  und  für  diesen  Werth  verschwindet,  wie  es  sein  muss,  die 
Function  9q(s),  Für  die  Wahl  des  Incrementes,  nach  dessen  Potenzen 
die  durch  die  Recursionsformel  (27)  bestimmte  Reihe  fortschreiten  soll, 
geben  uns  die  Ausdrücke  der  a^  ^  durch  die  Gleichungen  (13)  einen 
Fingerzeig.     Setzen  wir  nämlich 

G^,y  +  G^.-^-'  +  •  •  •  +  G,^.^  +  Gx,o  =  <P,{^) 

(i  =0,1,  2,  •••/>), 

SO  dass  also 

9>p(^)  =  (^  —  ^i)(^  —  Cg)  •  •  •  (^  -  O 

ist,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  (13)  in  der  Form  schreiben 

9^'Ln  +  xK) 


a 


^,^  l\ 


woraus  nach  (25) 


folgt,  wenn 


^a   W  =  —JjT 


d 
gesetzt  wird.     Bilden  wir  also  die  Iteihe 


QC 


so  genügt  dieselbe  nach  S.  392  der  Differentialgleichung 


/u=o  ;i=o 

oder,  wie  wir  auch  schreiben  können, 

<28)  E(«)  =  (.  -  cy-''^<p^x^)  f j  =  0. 

/i=0 

Die  singulären  Stellen  dieser  Differentialgleichung  |)*®'  Ordnung,  deren 
Rang,  wie  unmittelbar  zu  ersehen,  auch  gleich  Eins  ist,  sind  die  Wur- 
zeln der  charakteristischen  Gleichung  (10)  von  (A),  d.  h. 

^1^    ^V    -'    ^n- 

Die  zu  c    gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  lautet 

«„(s)  =  s(s  -  1)  . . .  (s  -_p  +  2)(s  -  O  =  0, 
sie  besitzt  also  nebst  5  =  5^  noch  die  jp  —  1  Wurzeln 

s  =  0,l,-..i)-2; 
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der  Punkt  ^  =  c^  ist  also  eine  Stelle  der  Bestimmtheit  ^  worans  sc 
die  Convergenz  der  aufgestellten  Reihe  erschlossen  werden  kann. 
Gleiche  gilt  auch  für  die  übrigen  singulären  Punkte  c.y  « =f=  x,  all< 
unter  Festhaltung   der   Annahme,   dass   die  sammtUchen  Wurzeln 
Gleichung  (10)  von  einander  verschieden  sind. 

Die  Differentialgleichung,  der  die  durch  die  Recursionsformel 
bestimmte  Reihe 

genügt,  ist  die  adjtmgirte  von  (28),  d.  k 

E'(tr)-0, 
oder  wenn  wir 

setzen  und  durch  A'(t7)  den  zu  A(?*)  adjungirten  Differentialausd 
bezeichnen, 

E'(w)  =  A'{{z  —  cy-'iv)  =  0. 
Die  Reihe 


OB 


(^  -  <r'  2'  ^'(0(^  -  o"'"" =2'  ^ri^x^  -  ''')'"'^'' 

wo 

gesetzt  wurde,  genügt  also  der  Differentialgleichung 

/i=0  1=0  x=0 

Diese  Differentialgleichung  p^  Ordnung  ist  auch  vom  Range  E 
ihre  singulären  Punkte  stimmen  mit  denen  der  Gleichung  (28) 
Beachtet  man,  dass  die  determinirende  Function  von  E\ic;)  bi 
durch 

*o(-  «  -  1) 
gegeben  wird,  und  dass 


v  =  {z  —  c^) 


p-1 


w 


ist,  so  ergeben  sich  für  die  Wurzeln  der  zum  Punkte  z  =  c 
determinirenden  Fundamentalgleichung  die  Werthe 

0,  1,  •  •  -  i)  -  2,  p^ 
und  zwar  gilt  das,  wie  man  sofort  übersieht,  nicht  nur  füj 
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es   lauten   fOr  jeden  beliebigen  der  singulären  Punkte  c.  die  Wurzeln 
der  zugehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung 

0,  1,     •i^  — 2,  p., 
wo 


CiX 


und  r.  der  Exponent  der  zum  fundamentalen  determinirenden  Factor  e ' 
gehörigen  Normalreihe  der  Differentialgleichung  (A)  ist.  Wir  erkennen 
hieraus,  dass  die  Differentialgleichimg  (L)  unabhängig  ist  von  der  Wahl 
der  ihrer  Herleitung  zu  Grunde  gelegten  Wurzel  c^  der  charakteristi- 
schen Gleichung,  d.  h.  dass  wir  dieselbe  Differentialgleichung  erhalten 
haben  würden,  wenn  wir  statt  von  c^  von  einer  anderen  Wurzel  c.  aus- 
gegangen  wären.  Die  Differentialgleichung  (L)  wird  aus  einem  bald 
zu  erörternden  Grunde  die  Laplace'sche  Transformirte  von  (A) 
genannt;  wir  wollen  nun  die  wesentlichsten  Eigenschaften  dieser  be- 
merkenswerthen  Differentialgleichung  darlegen. 


112.    Differentialgleichangen  mit  einfachen  sin^ären  Punkten. 

Eigenschaften  der  Laplace'schen  Transformirten. 

Convergenz  der  Normalreihe. 

Unter  beständiger  Festhaltung  der  Annahme,  dass  die  Wurzeln 
c^,  Cg,  •  •  •  c^  der  Gleichung  (10)  sämmtlich  von  einander  verschieden 
sind,  erkennen  wir  zunächst,  dass  der  Coefficient  der  ^^°  Ableitung 
in  (L)  für  jeden  der  singulären  Punkte  z  =  c.  nur  von  der  ersten 
Ordnung  verschwindet. 

Wenn  eine  lineare  Differentialgleichung 

80  beschaffen  ist,  dass  der  Coefficient  der  höchsten  Ableitung  die 
Form  hat 

wo  ^  (z)  eine  in  der  Umgebung  von  z  =  c  reguläre  Function  bedeutet, 
die  für  z  =  c  nicht  verschwindet,  und  wo  auch 

in  der  Umgebung  von  z  =  c  regulär  sind,  so  sagt  man,  der  Punkt  z  =  c 
sei  ein  einfacher  singulärer  Punkt.  Bringt  man  nämlich  die  Dif- 
ferentialgleichung durch  Multiplication  mit 

Schlesinger,  Differentiftlgleiohtuigen.    I.  2G 
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auf  die  Normalform 

(30)     (0  _  c/  0  +  (.  -  cr-\_,iz)  ^  +  • .  •  +  to{^)tv  =  0, 

WO 

ist;  und  setzt 

SO  lautet  die  charakteristische  Function  von  (30) 

(.  -  C/^C(9  -  1)  . .  •  (p_x  +  1)^»  =  i^-cr^Mi^-cY, 

und  es  ist 

ifoio)  =  9(p  -  1)  •  •  •  (p  -i»  +  2)  {yo,p(?  -i>  +  1)  +  ro,^-i), 

f,(.Q)  =  9(9  -  1)  •  •  •  (9  -i»  +  3)  {yi,,(9  -|)  +  2)(p  -p  +  1) 

+  yi,p-i(»  — i»  +  2)  +  n,p-»}' 


(31) 


/,_»(9)=9l>',-s.p(9-l)(9-2)"-(9— l»  +  l)  +  -  +  y,_,,,}, 

allgemein 

p 

Es  ist  folglich  0  =  c  eine  Stelle  der  Bestimmtheit,  und  die  Goefficienten 
der  Reihe 

g(0  -c,q)  =  ^9^X0  -  cr-^\       g,{Q)  +  0, 
genügen  der  Recursionsformel 

wo  Q  eine  Wurzel  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  f^^o)  ^  0, 
d.  h.  einen  der  Werthe 


0,  1,  -    •  p  —  2,  r  =1)  —  1  — 


yo.p-.i 


bedeutet,  und  wo  wie  gewöhnlich 


V(9)  =  /'«-/9  +  /') 
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gesetzt  wurde.    Nehmen  wir  ^  =  0^  so  ist 
also  haben  wir,  wenn  r  keine  ganze  Zahl  ist, 

ö^y  +  0  (v>p-2). 

und  folglich  bestimmen  sich  die 

g.+^^M  =  9r+p-,  ('  =  1.2.  3....) 

eindeutig  durch  g^^  g^y  •  •  •  ^  j.  In  dem  diese  letzteren  Grössen  be- 
stimmenden Gleichungssjsteme  sind  aber,  da  nach  (31) 

a^     «=  0  (a  =  0,l,-    .p-2;      ß<d) 

ist,  alle  Coefficienten  gleich  Null,  d.  h.  die  ^^,  ^j,  •  •  •  r^  _^  sind  willkür- 
lich.    Wir  erhalten  denmach  entsprechend  den  Wurzeln 

()  =  0,  1,  .    .  i>  -  2 

p  —  1  linear  unabhängige  gewöhnliche  Potenzreihen,  während  das  jp** 
Integral,  welches  mit  diesen  zusammen  das  zu  x?  =  c  gehörige  cano- 
nische Fundamentalsystem  ausmacht,  sich  an  der  Stelle  z  =  c  verzweigt. 
Das  zu  einem  einfachen  singulären  Punkte  gehörige  canoni- 
sche Fundamentalsjstem  einer  Differentialgleichung  jp**'  Ord- 
nung besteht  also  im  Allgemeinen  aus  j) — 1  in  der  Umge- 
bung dieses  Punktes  regulären  und  einem  sich  daselbst 
verzweigenden  Elemente.  Die  Modificationen,  die  dieses  Resultat 
erfahrt,  wenn  r  eine  ganze  Zahl  ist,  sind  leicht  anzugeben,  wir  lassen 
dieselben  hier  bei  Seite.  Diel  Form,  in  welche  wir  in  der  Nr.  70  (S.  249) 
eine  beliebige  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  der  Fuchs'schen 
Classe  transformirt  haben,  ist  offenbar  dadurch  charakterisirt,  dass  ihre 
sämmtlichen  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkte  einfache  sind; 
wir  erkennen  hieraus,  dass  eine  ähnliche  Transformation  fiir  Differen- 
tialgleichungen höherer  Ordnung  nicht  möglich,  diese  Transformation 
also  in  der  That,  wie  a.  a.  0.  hervorgehoben,  fOr  die  zweite  Ordnung 
charakteristisch  ist. 

Für  die  Laplace'sche  Transformirte  (L)  sind  nun  alle  im  Endlichen 
gelegenen  singulären  Pimkte  z^=c^  einfache;  dagegen  ist  jgr  =  oo  für  (L) 
ebenso  wie  x  =  co  für  (A)  im  Allgemeinen  keine  Stelle  der  Bestimmt- 
heit. Wenn  die  durch  die  Gleichung  (29)  definirten  Zahlen  q^  keine 
ganzen  Zahlen  sind,  so  gehört  zu  z  =^  c.  ein  canonisches  Fundamental- 

26* 
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System,    welches    aus  j)  —  1    in   der  Umgebung  von  z  =  c.  reguULren 
Elementen  und  einer  zum  Exponenten  q.  gehörigen  Reihe  von  der  Form 


OD 


(32)  v^  =  V  H.^{z  —  c.f+'         «=i.  i.  •  •  • ») 

besteht.    Es  ist  dann  v^^  abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  nichts 
anderes,  als  die  mit  {z  —  0^~    multiplicirte  Reihe  (23),  worin  noch 


t  =  s  —  c,         6  =  6  = — p  —  r 
zu  setzen  ist  (vergl.  S.  397);  also  haben  wir 

H    =G(6), 
und  folglich  nach  Gleichung  (20) 

(20a)  gXO  =  r(p^  +  V  + 1)(-  lyn^^, 

d.  h.    die    zum    fundamentalen    determinirenden   Factor   c^*'    gehörige 
Normalreihe  von  (A)  lautet 


oo 

—  V 


(33)  e'-'x-^'-'  yn^X-  1)' r{Q^  +  v  +  \)x 


V=bO 


und  dies  gilt  offenbar  nicht  nur  für  i  =  x,  sondern  ebenso  fiir  jeden 
andern  Werth  i=l,2,--^?.  Wir  können  also,  abgesehen  von 
dem  constanten  Factor  r{Q.  +  1),  die  zum  Factor  e*'  gehörige 
Normalreihe  in  der  Form  schreiben 


OD 


(34)       e'"  y(-  l)'(p,  +  l)(p,  +  2)  •  •  •  (p,  +  v)K^x-<'' ' 


dies  ist  die  erste  merkwürdige  Beziehung  zwischen  der  Dif- 
ferentialgleichung(A)  und  ihrer  Laplace'schenTransformirten. 
Wenn  die  Normalreihe  (34)  convergent  ist  für  die  Werthe  von  x  in 
einer  gewissen  Umgebung  von  x  =  cx),  d.  h.  wenn  dieselbe  ein  Normal- 
integral darstellt,  so  muss  bekanntlich  der  absolute  Betrag  von 


YH^.iQ,  +  1)  ((.,  +  2)  •  • .  (p,.  +  v) 

für   alle  v  unterhalb  einer  bestimmten   endlichen   Grenze  bleiben;   da 
aber  der  absolute  Betrag  von 


]/(^;+i)(9,.  +  2)...(o.  +  r) 

mit  wachsendem  v  über  alle  Grenzen  wächst,  so  muss,  wenn  die  Reihe 
(34)  convergirt, 
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mit  wachsendem  v  gegen  Null  convergiren.  Daraus  folgt  aber,  dass 
die  Reihe  (32)  beständig,  d.  h.  für  jeden  endliehen  Werth  von  z  —  c. 
convergirt,  d.  h.  wenn  die  Differentialgleichung  (A)  ein  zum 
Factor /;^^*  gehöriges  Normalintegral  besitzt,  so  besitzt  ihre 
Laplace'sche  Transformirte  ein  Integral,  welches  abgesehen 
vom  Factor  (z  —  c.)^'  eine  ganze  transcendente  Function  ist. 
Wie  Herr  Poincare  gezeigt  hat,  ist  dieser  Satz  auch  umkehrbar,  wir 
werden  die  ümkehnmg  später  mit  Hülfe  anderer  Methoden  beweisen 
(S.  421,  Nr.  116). 

Wenn  wir  die  bisher  gemachten  Voraussetzungen  der  Reihe  nach 
fallen  lassen,  so  kann  es  sich  zunächst  ereignen,  dass,  wenn  einige  der 
Q.  ganzzahlig  sind,  in  den  entsprechenden  Integralen  der  DiflFerential- 
gleichung  (L)  Logarithmen  auftreten.  Sind  die  c^,  Cg,  •  •  •  c^  nicht 
sämmtlich  von  einander  verschieden  und  bedeutet  etwa  c^  eine 
ft^.-fache  Wurzel  der  charakteristischen  Gleichung,  so  kann  femer  der 
Punkt  z  =  c.  eine  Stelle  der  Unbestimmtheit  für  die  Integrale  von  (L) 
sein.  In  diesem  Falle  wird  die  Differentialgleichung  (A)  nicht  durch 
n  Normalreihen  befriedigt,  sondern  es  entsprechen  der  ft^. -fachen  Wurzel 
c.  anormale  Reihen  (vergl.  S.  348).  Es  kann  sich  jedoch  auch  ereignen, 
dass  z  =  c.  eine  Stelle  der  Bestinmitheit  für  die  Differentialgleichung 
(L)  bleibt,  trotzdem  [l.  >  1  ist;  die  Bedingungen  hierfür  lassen  sich 
sofort  übersehen.  Sind  dieselben  erfüllt  und  ist  etwa  ft^<2>,  so  besitzt 
die  zu  ;sr  =  c.  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  die  Wurzeln 

0,  1,  .    .  i?  —  ^.  —  1 ,       p.,  (>;,  . . .  p['''""'^ 

Man  erkennt  durch  analoge  Schlüsse,  wie  wir  sie  für  den  Fall  eines 
einfachen  singulären  Punktes  angewandt  haben,  dass  alsdann,  wenn 
keine  der  Grössen 

(35)  9o  q'o  ■  ■  •  pf '-'' 

eine  positive  ganze  Zahl  und  grösser  als  p  —  ft^  —  1  ist,  in  dem  zu 
z  =  c.  gehörigen  canonischen  Fundamentalsysteme  p  —  {i.  in  der  Um- 
gebung von  z  =  c.  reguläre  Elemente  vorhanden  sind,  imd  dass  den 
übrigen  ^l.  Elementen,  die  im  Allgemeinen  die  Form 

(i)  OD 

(36)  («  — c)      yHfX''-''^^        n=<>,i,:Jl^i) 


♦=0 


haben,  genau  ebensoviele  zum  Factor  e'  gehörige  Normalreihen  der 
Differentialgleichung  (A)  entsprechen,  die  aus  (36)  auf  dieselbe  Weise 
gebildet  werden  können,  wie  im  Falle  ft^  =  1  die  Reihe  (34)  aus  der 
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Entwickeliing  von  v.  hergestellt  werden  konnte.  Wenn  in  den  zu  den 
Exponenten  (35)  gehörigen  Integralen  von  (L)  Logarithmen  auftreten, 
80  werden  die  entsprechenden  Normalreihen  von  (A)  auch  mit  Loga- 
rithmen behaftet  sein.  Wir  haben  auf  diese  Weise  ein  leicht  anwend- 
bares Kriterium  gewonnen,  um  in  dem  Falle,  wo  die  charakteristische 
Gleichung  (10)  einer  Differentialgleichung  (A)  vom  Range  Eips  mehr^ 
fache  Wurzeln  besitzt,  entscheiden  zu  können,  ob  Normalreihen  (ge- 
wöhnliche oder  logarithmische)  vorhanden  sind,  oder  nicht  (vergl.  S.  347). 


Viertes  Kapitel. 

113.   Direote  Herleitimg  der  Laplace'sohen  Transformirten« 

Der  Weg,  auf  welchem  wir  zur  Laplace 'sehen  Transformirten 
unserer  Diflferentialgleichung  (A)  gelangt  sind,  muss  als  ein  indirecter 
bezeichnet  werden,  weil  wir  den  Durchgang  durch  die  Reihe  machen 
mussten  und  von  dieser  erst  zur  Diflferentialgleichung  aufgestiegen  sind. 
Laplace,  der  die  Diflferentialgleichung  (L)  zuerst  im  Falle  p=l  aufge- 
stellt hat,  gelangte  zu  derselben  auf  einem  directen  Wege,  indem  er  von 
dem  Bestreben  geleitet,  die  von  ihm  betrachtete  Diflferentialgleichung 
durch  Quadraturen  zu  integriren,  dieselbe  durch  eine  Integralsub- 
stitution transformirte. 

Im  allgemeinen  Falle  eines  beliebigen  p  wollen  wir  setzen 


fix,  z)  ^Jvo"dz , 


wo  V  eine  noch  zu  bestimmende  Function  von  z  allein  bedeuten  und 
vorläufig  auch  noch  der  Integrationsweg  unbestimmt  bleiben  möge. 

Bilden   wir   das  Resultat   der  Substitution  von   f(x,z)   an   Stelle 
von  j^  in  die  linke  Seite  der  Diflferentialgleichung  (A),  so  ist 

Durch  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  folgt  aber 
und  wir  erhalten  abo 


=  Cv/e'dz, 


JD(f(x,  z))  -^^Pn  (^)  f^^e'^'dz 


x=0 

oder 

P         n 


i.  h.  unter  Anwendung  der  in  der  Nr.  111  (S.  399)  eingeführten  Be- 
zeichnungen 
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^1  JXX 


D{f  X,  .;)  =  2  /  9,(z)  ^  frfz. 

Durch  Anwendung  der  partiellen  Integrationsformel  (vergl.  S.  53,  54) 
folgt  nun 

j  ^>i{2)^  -j^  dz  =  ^.{z)vx      e    —     -j^^ — x-      e    H 


und  wir  finden  demnach  bei  unbestimmter  Integration 
(37)     /^(A^a:,  £?.)  =  J>^  y  — -^ —  x  e    (—  1) 


Denken  wir  uns  nun  v  so  gewählt,  dass  der  Ausdruck  unter  dem 

Integralzeichen  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (37)  verschwindet, 

so  haben  wir 

A'(f)  =  0, 

d.  h.  t;  als  Losung  der  Differentialgleichung  (L)  zu  nehmen.  Integriren 
wir  dann  auf  einem  bestimmten  Wege  1,  und  bezeichnen  das  auf  diesem 
Wege  genommene  Integral  ({x,  z)  durch 


j^{x)  =  Cve'dz, 


so  erhalten  wir: 


i—i— 1  zx 
e 


dz] 


(0 

der  Ausdruck  Jj(a:)  stellt  also  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung (A)  dar,  wenn  der  Intogrationsweg  so  gewählt  ist, 
dass  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  verschwindet.  Dies 
tritt  ein: 

1)  für  einen  geschlossenen  Weg  Z,  auf  welchem  der  Ausdruck 

1=1  ;.=o 
zu  seinem  Ausgangswerthe  zurückkehrt. 
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2)  für  einen  Weg,  in  dessen  Anfangs-  und  Endpunkte  der  Aus- 
druck V  verschwindet. 

In  diesem  Resultate  liegt  die  eigentliche  Bedeutung  der  Laplace- 
schen  Transformirten. 


114.   Die  Laplaoe'sche  Differentialgleichung.    Integration  derselben 

durch  Quadraturen. 

Wir  wollen  zuvorderst  den  von  Laplace  behandelten  Fall  p  =  l 
genauer  untersuchen.    Die  Dififerentialgleichung  lautet  dann 

man  nennt  sie  gewöhnlich  die  Laplace'sche  Differentialgleichung. 
Für  dieselbe  ist  nun 

9'»=Cf,„«"  +  --  +  C?,,„, 
und  die  Laplace'sche  Transformirte  lautet  einfach 

Es  ist  folglich 


1       J  9ii') 


1'' 


also 


1  r^''- 


und 


D{J,(x))  =  fdV. 


(0 

Sei  in  Partialbrüche  zerlegt: 
"^^  =  fn.+m,z^ h  mJ  +  V  — ^  +  V  — ^.  H ; 

wir  nehmen  also  an,  es  sei  ^J^z)  nur  vom  Grade  n  —  X  (beschränken 
uns  also  für  diese  specielle  Gleichung  nicht  auf  den  Rang  Eins),  d.  h. 
X   der  Wurzeln   c^,  r^,  •  •  •  c^    der   charakteristischen   Gleichung   seien 
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unendlich,  femer  seien  ft  derselben  gleich  a,  ir  derselben  gleich  6,  u,  8.  w., 
so  dass 

Dann  ist 


(38) 


WO 


(39)       Tr=-:^.-4 ?_-_yjL^ \-— 

gesetzt  wurde.    Bei  Umläufen  von  e  um  die  singulären  Punkte  a^h,    " 
multiplicirt  sich  V  demnach  mit  den  Factoren 

e        \  e  ,  •  •  •  (f=K--l)- 

Denken  wir  uns  nun  in  der  jsr-Ebene  von  einem  willkürlichen 
Punkte  t  aus  einfache  Schleifen  um  die  Punkte  a,  b,  -  •  -  gelegt 
d.  h.  also  Curven  5^,  5^,  •  •  •,  die  von  g  ausgehend  durch  lauter  regu- 
läre Stellen  hindurch  bis  dicht  an  den  betreffenden  Punkt  a,  6,  •  •  • 
heran,  dann  in  kleinem  Kreise  um  diesen  in  positiver  Richtung  herum 
und  auf  dem  Hinwege  wieder  nach  t  zurück  fOhren.  Dann  bleibt  die 
Function  V  ungeändert,  wenn  wir  die  Variable  z  den  Weg 

0,0  b       a       b   a 

beschreiben  lassen,  und  es  wird  folglich 

ein  Integral  der  Differentialgleichung  (A^)  darstellen. 
Setzen  wir: 


/' 


ve   de  ^  Ä, 
fve'dz  =  B, 

wobei   für  v  ein   bestimmter  Ausgangswerth  t;(g)   genommen  werdei 
möge,  dann  ist 

also 

j;  J^x)  =  (1  —  e'^^'^O-^  -  (1  —  «'""""O-ß- 
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Bedeutet  m  die  Anzahl'  der  Ton  einander  verschiedenen  endlichen 
Wurzeln  a,  b,  >  -  -  der  charakteristischen  Gleichung  9?i(^)  =  0,  so  er- 
halten wir  auf  diese  Weise  m  —  1  linear  unabhängige  Integrale  der 
Differentialgleichung  (A^).  Es  handelt  sich  nun  darum,  noch  n  —  m+  1 
andere  Integrale  aufzufinden,  die  mit  jenen  zusammengenommen  ein 
Fundamentalsjstem  constituiren. 

Sei  zunächst  f^  >  1,  d.  h.  a  eine  mehrfache  Wurzel  der  Gleichung 
9j(jS?)  =  0,  dann  setzen  wir 

g  —  a  =  xe^',      t>0,      Og^d'<27C, 

^^  =  xe''\      r>0,      0^rj<27C, 

in  die  Ausdrücke  (38),  (39)  ein  und  untersuchen  das  Verhalten  von  F, 
wenn  z  in  den  Punkt  a  einrückt.     Es  ist  offenbar 

F=  F.  r'*(C0S  «,*  +  %  Sina,^)  •  gtrl-Mco.(,+l3^^)  +  ..in(,+l=^^)}^ 

wo  F  einen  Ausdruck  darstellt,  der  im  Punkte  z  =  a  bestimmt  ist  imd 
einen  endlichen  Werth  annimmt.  Wir  ersehen  hieraus,  dass  sich  F  für 
z  =  a  dem  Werthe  NuU  oder  Unendlich  annähert,  jenachdem  z  in  den 
Punkt  a  so  einrückt^  dass 

cos  (17  +  1  —  ^d) 

negativ  oder  positiv  ist.    Es  seien  mm 

*i;  *2>  •••  ^2(/4-i) 

die  aequidistanten  zwischen  0  und  2ä  gelegenen  Werthe  von  d'^  für 

welche  

cos  (1?  +  1  —  ^d)  =  0 

ist,  und  sei  dieser  Cosinus  z.  B.  für 

negativ^  dann  ist  also  allemal 

lim  F=0, 


z  =  a 


wenn  z  so  in  den  Punkt  a  einrückt,  dass 

(40)  ^2g+l<^<^2g+2  G^  =  0, 1,  •  •  • /T=^) 

ist.  Denken  wir  uns  nun  das  Integral  J(x)  erstreckt  über  einen  von 
5  =  a  ausgehenden  geschlossenen  Weg  Z^^,  der  den  Punkt  z  =  a  in 
einer  Richtung  verlässt,  für  welche  d"  in  dem  durch  g  =  x  charakteri- 
sirten  Intervalle  (40)  gelegen  ist  und  der  in  solcher  Richtung  nach 
0  BS  a  zurückkehrt,  dass  d^  in  dem  durch  ^  =  x  4^  1  charakterisirten 
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Intervalle  (40)  verbleibt,  so  ist  im  Anfangs-  und  Endpunkte  von  l^^  der 
Ausdruck  V  gleich  Null,  und  es  stellt  folglich 

J^  (x)      (x=o,i,- -^ir^i) 


*ax 


eine  Lösung  der  Diflferentialgleichung  (A^)  dar.  Diese  fi  —  1  Lösungen 
hängen  natürlich  wesentlich  davon  ab,  welche  der  Wurzelpunkte  i,  •  •  • 
von  <Pj^{z)  und  wie  oft  dieselben  von  den  Litegrationswegen  1^^  um- 
sclüungen  werden.  Wir  können  z.  B.  annehmen,  dass  die  l^^  keinen 
dieser  Wurzelpunkte  einschliessen,  dann  dürfen  die  Dimensionen  dieser 
Integrationswege  beliebig  verkleinert  werden,  und  wir  erhalten  auf  diese 
Weise  ft  —  1  wohlbestimmte  Integrale  von  (A^),  die  der  ft- fachen 
Wurzel  a  entsprechen.  Verfahren  wir  ebenso  für  jede  endliche  mehr- 
fache Wurzel  der  Gleichung  (p^(z)  =  0,  so  haben  wir  einschliesslich 
der  vorher  gefimdenen  (m  —  1)  Lösungen 

im  Ganzen  n  —  A  —  1  Integrale  von  (A^). 

Um  die  noch  fehlenden  A  -f-  1  Integrale  zu  erlangen,  müssen  wir 
den  Integrationsweg  vom  Punkte  ;s?  =  oo  ausgehen  lassen,  und  unter- 
suchen darum  zunächst  das  Verhalten  von  V  im  Punkte  js  =  oo.  Sei 
zunächst  A  >  0;  setzen  wir  dann  wiederum 

0  =  r(cos  -Ö-  +  ^  sin  -O*) , 
und  bezeichnen  jetzt  durch 

^V    ^27    '"    ^2iX+l) 

die  zwischen  0  und  2jt  gelegenen  Wurzeln  der  Gleichung 

cos(7?  + A~+Ta')  =  0, 

so  strebt  V  dem  Grenzwerthe  Null  oder  Unendlich  zu,  jenachdem  z 
mit  einem  Argumente  -ö*  ins  Unendliche  rückt,  welches  in  einem  der 
Intervalle 

oder 

gelegen  ist,  vorausgesetzt,  dass 

cos(i?  +  k+ld)  <  0      ist  für     ^\<d'<  d'^. 

Auf  einem  Integrationswege  Z^,  der  von  5  =  oo  mit  einem  in  dem 
Intervalle  (42)  für  g  =  x  gelegenen  Argumente  d^  ausgehend,  ohne  eine 


(41) 
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Wurzel  a,  by  '  - '  der  charakteristischen  Gleichung  einzuschliessen,  mit 
einem  in  dem  Intervalle  (42)  für  g  =  x  -{-  1  gelegenen  Argumente  d' 
nach  z  =  oo  zurückkehrt^  ist  demnach  im  Anfangs-  und  Endpunkte 
F=  0,  d.  h.  wir  haben  in  den  Ausdrücken 

J^  (x)  (*  =  o,i,  -i) 

il  +  1  Lösungen   der  Differentialgleichung  (A^). 

Eine   besondere  Erörterung   erfordert  nur  noch  der  Fall  A  =  0; 
alsdann  ist  nämlich 

und  m^  ist  nichts  Anderes  als  die  Wurzel  der  Gleichung 

—  C,   »i  +  (1    =  0. 

1,  n  ■         0,  n 

Diese  Gleichung  ist  offenbar  die  charakteristische  Gleichung  der  La- 
place 'sehen  Transformirten  (L^),  sie  stimmt  auch,  wenn  wir  —  m  an 
die  Stelle  von  m  setzen,  mit  der  Gleichung  überein,  die  den  im  Endlichen 
gelegenen  singularen  Punkt  der  Differentialgleichung  (Aj)  liefert,  dieser 
ist  also  a?  =  —  m^.     Nun  ist,  wenn  wir 

z  ^=xe    , 
X  -\-  m^  =  xe^' 

sgetzen,  V  offenbar  gleich  Null,  falls  z  so  ins  Unendliche  wächst,  dass 

cos  {%•  +  >/)  <  0 

ist,  d.  h.  mit  anderen  Worten,  wenn  das  Argument  %"  von  z  der  Ungleichung 

C43)  91  ixe^')  <  SR  (-  m/') 

Oenüge  leistet. 

Beschränken  wir  x  auf  einen  gewissen  Bereich  93,  der  den  Punkt 
-rar  =  —  m^  nicht  enthält,  so  können  wir  %'  stets  so  wählen,  dass  für 
"Werthe  von  x,  die  innerhalb  93  liegen,  die  Ungleichung  (43)  erfüllt 
"^rd.  Sei  dann  V  ein  Integrationsweg,  der  von  jg?  =  cx)  mit  einem 
s=3olchen  Argumente  ^  ausgeht  und,  ohne  eine  der  Wurzeln  der  Glei- 
chung ^>^{z)  =  0  einzuschliessen,  mit  einem  ebenso  beschaffenen  Argu- 
:»nente  %'  nach  z  =  oo  zurückführt,  so  verschwindet  V  im  Anfangs-  und 
Sndpimkte,  und  es  stellt  folglich 

innerhalb  des  Bereiches  93  eine  Lösung  von  (A^)  dar. 

Wir  haben  also  in  allen  Fällen  n  Integrationswege  gefunden,  über 
welche  erstreckt  das  Integral 
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ve'dz 


/ 


Losongen  der  Differentialgleichung  (A^)  liefert.  Im  Falle  A  >  0  stellen 
alle  n  so  gefundenen  Integrale  diese  Losungen  für  alle  endliehen  Werthe 
von  X  dar,  und  zwar  sind  dieselben,  wie  aus  der  Form  dieser  Integrale 
sofort  ersichtlich  ist,  ganze  transcendente  Functionen  Ton  x.  Dies  ist  auch 
daraus  einleuchtend,  dass  wenn  Jl>0  ist,  nothwendig  C^^  rerschwinden 
muss,  so  dass  die  Differentialgleichung  (AJ  in  diesem  Falle  keinen  im 
Endlichen  gelegenen  singulären  Punkt  besitzt.  Ist  Jl  =  0,  so  erstreckt 
sich  der  Gültigkeitsbereich  der  n  —  1  Integrale 

auf  die  Gesanuntheit  aller  endlichen  j:- Werthe  und,  diese  w  —  1 
Losungen  Ton  (^A^)  sind  auch  wieder  ganze  transcendente  Functionen; 
dagegen  gilt  das  w**  Integral 

J.  (x) 

nur  in  einem  beschrankten,  den  Punkt  jr  =  —  m^  nicht  einschliefisenden 
Bereiche  Ö,  die  durch  dasselbe  dargestellte  Lösung  von  (A^)  ist  folg- 
lich im  Allgemeinen  mehrdeutig  und  besitzt  den  Punkt  x  =  —  m 
zum  Verzweigungspunkte.  Dies  ist  übrigens  auch  a  priori  klar,  wenn 
man  beachtet,  dass  der  Punkt  x  =  —  »i,^  ein  einfacher  singularer  Punkt 
der  Differentialgleichung  \Ä^')  ist. 


115.    DüTerentialgleichmigea  vom  Bange  Eina,  die  Ton  hSherer 
Ordnimg  sind,  als  ihre  Laplace*sehen  Transformirten. 

Man  kann  sich  nun  die  Aufgabe  stellen,  ähnlich  wie  es  uns  im 
Falle  />  =  1  gelungen  ist,  auch  im  Allgemeinen  n  Integrationswege  / 
aufzufinden,  die  der  einen  von  den  beiden  in  der  Xr.  113  (S.  40S) 
aufgestellten  Forderungen  genügen,  über  welche  erstreckt  also  J(x^ 
eine  L»5sung  der  gegebenen  Differentialgleichung  »Ai  darstellt.  Diese 
Aufgabe  bietet  bedeutende  Schwierigkeiten  dar,  weil  sich  im  allge^ 
meinen  Falle  das  Verhalten  der  Function  V  nicht  so  leicht  übersehen 
lässt,  wie  im  Falle  p  =  1. 

Wir  setzen  der  Einfachheit  wegen  wieder  voraus,  dass  die  Wurzeln 
f,,  »'j,  •  •  c^  der  charakteristischen  Gleichung  1 10)  sammtlich  (endlich 
und»  von  einander  verschieden  seien,  und  denken  uns  dann  von  dem 
beliebigen  Punkte  *  =  i  aus  einfache  Schleifen  s^^  5^,  -  -  -  i?  nach  den 
Punkten 


r  -2-  -, 
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hingelegt.  Sei  v  eine  beliebige  Losung  der  Laplace'schen  Transfor- 
mirten  (L),  und  setzen  wir  das  über  die  Schleife  5^  erstreckte  Integral 
J(x)  gleich 

'dz  (y  =  l,2,     •«). 


Das  zum  Punkte  z^=^  c^  gehörige  canonische  Fundamentalsystem  be- 
steht im  Allgemeinen  aus  j}  —  1  in  der  Umgebung  dieses  Punktes 
regulären  Elementen  und  aus  einem  Integrale  von  der  Form 

wo  ^y(jef  I  Cy)  eine  in  der  Umgebung  von  z  =  c^  reguläre  Function  be- 
deutet; es  ist  folglich  das  beliebige  Integral  v  in  dieser  Umgebung  in 
der  Form  darstellbar 

(44)         _  f  =  f,(^tO  +  J'A> 

WO  auch  5ß^(0|cJ  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  z  —  c^  ent- 
wickelbare Function,  y^  eine  Constante  bedeutet. 

Substituiren  wir  nun  das  Integral  T^  in  die  linke  Seite  der  Difle- 
rentialgleichung  (A),  so  kommt: 


d(t:)  =f 


dz 


dz'^ 


bezeichnen  wir  also  das,  was  aus  einer  Function  f{z)  wird,  wenn  z 
den  Weg  s^  beschreibt,  durch 

80  ist 

(45)  J>(T,)  =  ®,F(e,  X)  -  Vit,  X). 

Nim  ist 

r(.,a:)  =  e"2^a/yv'^,(.)^-, 

WO  die  g)  Jz)  ganze  rationale  Functionen  von  z  bedeuten,  die  sich  aus 
den  q>i(z)  und  ihren  Ableitungen  ganz  und  rational  zusammensetzen; 
wir  haben  folglich 

e,n.,  X)  -  nz,  X) = e"';^J%l,  (.)  j  sj^)  -  fi  \ . 

Vermöge  der  Oleichung  (44)  ergiebt  sich  aber 
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bezeichnen  wir  also   die  Differenz  der  Werthe  der  A**°  Ableitung  von 
v^  fiir  z  =  i  Tor  und  nach  Vollzug  des  Umlaufes  s^  durch  ai^^,  d.  h. 


(0  , 


SO  ist 

Seien  nun  Ä^,  li^,  '  ' '  \   ^  noch  zu  bestimmende  Constanten,  so   ist 
nach  Gleichung  (45) 

v=i  fi=o     jEo  »«=1 

wenn  sich  also  die  h.,     •  •  h    so  bestimmen  lassen,  dass 


n 


(40)  ^Ky^^vx  =  ö      u=ü,i,...;-i) 

ist,  so  ist  der  Ausdruck 

eine  Lösung   der  Differentialgleichung  (A).     Eine  solche  Bestimmung 
ist  stets  möglich,  wenn 

in  diesem  Falle  besitzen  die  Gleichungen  (46)  genau  n  —  p  linear  un- 
abhängige Lösungssysteme  "^ 

d.  h.  wir  haben  n  —  p  linear  imabhängige  Lösungen 


n 


(47)  ^lifK  ß^l,'.,-n-p) 

der  Differentialgleichung  (A).  Diese  Lösungen  finden  sich  mit  Hülfe 
der  bestimmten  Integrale  T,  dargestellt  *für  alle  endlichen  Werthe  von 
a'y  und  aus  dieser  Form  der  Darstellung  ist  auch  unmittelbar  ersicht- 
lich, dass  die  Lösungen  (47)  ganze  transcendente  Functionen  Ton  x 
sind.  Wir  finden  also  als  Verallgemeinerung  des  für  die  Laplace'sche 
Gleichung  (p  =  1)  erlangten  Ergebnisses  das  Resultat: 

Wenn  n>p  ist,  so  besitzt  die  Differentialgleichung  (A) 
n — j)  linear  unabhängige  Integrale,  die  ganze  transcendente 
Functionen  sind. 
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Wenn  die  Wurzel  q.  der  zu  z  =  c.  gehörigen  detenninirenden 
Fundamentalgleichung  in  ihrem  realen  Theile  grösser  ist  als  jp  —  1, 
so  verschwindet  v^  mit  seinen  p  —  1  ersten  Ableitungen  in  diesem 
singulären  Punkte;  dies  vorausgesetzt,  kann  man  an  Stelle  des  über 
die  Schleife  s^  erstreckten  Integrals  T.  das  Integral 


/ 


VC    dz 


benutzen,  weil  dann  der  für  das  Integral  v  =  v.  gebildete  Ausdruck 
V{sSy  x)  für  0  =  c^  verschwindet;  als  Integrationsweg  kann  irgend  eine 
beliebige,  die  singulären  Punkte  vermeidende,  zwischen  den  Punkten 
c.  imd  g  erstreckte  Curve  genommen  werden. 


116.    Die  allgemeine  Differentialgleichung  vom  Hange  Eins. 
Convergenz  der  Normalreihe  (vergl.  Nr.  112). 

Wenn  n  nicht  grösser  ist  als  j),  so  liefert  das  eingeschlagene  Ver- 
fahren im  Allgemeinen  keine  Lösungen  der  Difierentialgleichung  (A). 
Man  kann  aber  auch  in  diesem  Falle  zu  einer  Darstellung  von  n 
Lösungen  der  Differentialgleichung  (A)  durch  bestimmte  Integrale  von 
der  Form  J(x)  gelangen,  wenn  man  Integrationswege  anwendet,  deren 
Anfang&h  und  Endpunkt  im  Unendlichen  liegt.  Um  solche  Integration»- 
wege  zu  studiren,  muss  man  das  Verhalten  der  Integrale  v  von  (L)  in 
der  Umgebung  von  0  =  00  kennen,  man  wird  also  genöthigt  sein  auf 
die  Poincare'schen  Sätze,  deren  wir  in  der  Nr.  100  (S.  362,  363)  gedacht 
haben,  zurückzugreifen.  Dieselben  werden  uns  gestatten  in  dem  all- 
gemeinen Falle  ähnliche  Resultate  zu  erhalten,  wie  die,  welche  wir  für 
die  Laplace'sche  Differentialgleichung  (jj  =  1)  gefunden  haben. 

Bilden  wir  zu  dem  Ende  zunächst  die  charakteristische  Gleichung 
der  Laplace 'sehen  Transformirten  (L),  so  lautet  dieselbe 


;' 


(48)  2'^,,,(-l)V  =  0; 

X=sU 

bezeichnen  wir  ihre  Wurzeln  durch 

so  sind  die  entgegengesetzten  Werthe  derselben,  d.  h. 

»1,  «o,  •  •  •  « 
die  Wurzeln  der  Gleichung 

Schleiinger,  Differentialgleichungen.  I.  27 
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f« 


af=0 

also  nichts  anderes  als  die  im  Endlichen  gelegenen  singnlaren  Punkte 
der  Differentialgleichung  ( A I.  Der  am  Schlüsse  der  Xr.  100  (S.  363) 
ausgesprochene  Satz  des  Herrn  Poincare  lehrt  nun  für  die  Integrale 
V  von  (L).  dass 

lim  re''  =  0 

ist,  wenn  z  mit  dem  Argumente  ^  ins  Unendliche  rückt,  und 

iL  h. 

(41.0  mxe^')  <  9i(ay')         («=i,2,-  ^) 

ist.     Unter  denselben  Bedingungen  ist  aber  dann  auch 

im    —^ze     =0, 

es  verschwindet  folglich  der  Grenzwerth  des  Ausdruckes  F(^,  -r) 

lim   V{2jX)j 

wenn  0"  den  Ungleichungen  (41*)  Genüge  leistet.  Diese  letzteren  lassen 
sich  offenbar  stets  befriedigen,  wenn  wir  x  auf  einen  Bereich  be- 
schränken, der  keinen  der  Punkte  a^,  a^y  •  -  a  in  sich  schliesst; 
denken  wir  uns  z.  B.  ein  conveies  Polygon  P  in  der  x-Ebene  ge- 
zeichnet, ausserhalb  dessen  keiner  dieser  Punkte  liegt,  so  lassen  sich 
allemal  Werthe  von  0*  finden,  die  den  Ungleichungen  (41*)  genügen, 
wenn  x  ausserhalb  des  Polygons  P  verbleibt. 

Wir  denken  uns  nun  in  der  r- Ebene  z.  B.  einen  Integrationsweg  7  , 
der,  von  j?  =  'x?  mit  einem  den  Ungleichungen  (49)  genügenden  Argu- 
mente ausgehend,  den  Pimkt  z  =  c  umschlingt  und  dann  mit  dem- 
selben oder  mit  einem  anderen,  ebenfalls  die  Ungleichungen  (49)  be- 
friedigenden Argumente  nach  j?  =  00  zurückkehrt.     Bilden  wir  dann 

wo  V  ein  beliebiges  Integral  von  (L)  bedeutet,  so  ist 


d.  h.  y    eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (A).     Wenn  wir 
wieder    die   c^,  c^,  •  •  •  c^    von    einander   verschieden   und   die    Zahlen 


116.  Differentialgleichungen  Tom  Range  Eins.  419 

Pj,  Pj,  •  •  •  p^  als  nicht  ganzzahlig  voraussetzen,  so  ist  in  der  Umgebung 
von  g  =  c^  jedes  Integral  v  in  der  Form  (44)  darstellbar,  und  es  ist 
folglicb 

Vx'^   f  ^^*'^^  =  ^x  /  ^x^**  ^^' 

die  Losung  y^  ist  also,  abgesehen  von  einem  constanten  Factor, 
unabhängig  von  der  Wahl  des  Integrals  r. 

Für  X  =  1,  2,  •  •  •  n  ergeben  sich  auf  diese  Weise  n  Lösungen  der 
DiflFerentialgleichung  (A),  dieselben  finden  sich  durch  die  bestimmten 
Integrale 

dargestellt,  wenn  x  auf  das  Aeussere  des  Polygons  P  beschränkt  wird; 
man  kann  noch  unzählig  viele  andere  Integrationswege  finden,  die  den 
in  der  Nr.  113  (S.  408)  aufgestellten  Forderungen  genügen,  aber  man 
erkennt  leicht,  dass  die  über  dieselben  erstreckten  Integrale  J(x)  nur 
Lösungen    von  (A)   liefern,    die   homogene    lineare    Verbindungen    der 

yi7  Vv  ''  Vn  siii^; 

Wir    specialisiren    nun    den   Integrationsweg   Z^,    indem   wir   das 

Argument  0-  von  0,  mit  welchem   derselbe  von  g  =  <x>  ausgeht  und 

nach  je?  =  cx)  zurückkehrt,  gleich  n  nehmen;  beschreiben  wir  z.  B.  um  c 

als  Mittelpunkt  einen  kleinen  Kreis  S^,  und  ziehen  von  r^  aus  eine 

Parallele   zur   realen  ;8r-Axe,    die   sich   nach    der   Seite   der   negativen 

realen  Werthe  hin  in's  Unendliche  erstreckt  und  den  Kreis  S    etwa 

X 

im  Punkte  b^  trifft,   so  möge  der  specialisirte  Integrationsweg  l    — 

wir  nennen  ihn  T  —  von  z  =  00  aus  auf  dieser  Parallelen  bis  nach 
b  hin,  dann  längs  S^  nach  b  zurück  und  wieder  auf  der  Parallelen 
von  b^  nach  jgr  =«  00  laufend  gewählt  werden.  Sollte  auf  dem  so  be- 
stimmten Wege  l^  einer  der  Punkte  c^  liegen,  so  modificiren  wir  T  , 
indem  wir  dem  c^  in  einem  kleinen  Bogen  ausweichen.     Das  Integral 


(50)  y^=^jv/^ 


dz 

X 

Ox) 

stellt  dann  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (A)  dar,  wenn  x  der 
Ungleichung  (49)  für  d"  =  tc  genügt,  d.  h.  wenn 

9i(a;)>5R(aJ         (i=i,2,...i,), 

also  insbesondere,  wenn  z.  B.  x  real  positiv  und  sehr  gross  an- 
genommen wird.  Denken  wir  uns  nun  in  (50)  für  v  seine  Ent- 
wickelung  nach  Potenzen  von  z  —  e^  eingesetzt  (vergl.  Gleichung  (32) 

S.  404^  für  i  =  x) 

27* 
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(51)  v^^^H^,iz-cy''+\ 

dann  convergirt  dieselbe  im  Allgemeinen  nur  innerhalb  einer  gewissen 
Umgebung  von  z  =  c^.    Wenn  ^ir  trotzdem  das  Product  dieser  Reihe 

in  e'  auf  dem  Wege  l^  gliedweise  integriren,  so  werden  wir  im  All- 
gemeinen eine  divergente  Reihe  erhalten;  es  würde  sich  dann  und  nur 
dann  ein  convergentes  Resultat  ergeben,  wenn  die  Reihenentwickelung 

(51)  für  alle  Punkte  des  Integrationsw^es  l  gleichmassig  xmd  unbe- 
dingt convergent  wäre.     Dies  kann  aber  nur  eintreten,  wenn 

v  (z  —  c  )"^« 

eine  ganze  transcendente  Function  von  z  ist.  Führen  wir  die  Inte- 
gration in  der  gedachten  Weise  ganz  formal  aus,  so  ist  also 

(52)  y,  ~  2^''\ß'  ~  '^y'^''"'^'' 


v=0 


(^.) 


wo   wir  das  Zeichen  '^  an  Stelle  des  Gleichheitszeichens  geschrieben 
haben,  um  anzudeuten,  dass  im  Allgemeinen  keine  Oleichheit  zwischen 
den  beiden  Ausdrücken  besteht,  weil  der  auf  der  rechten  Seite  stehende 
Ausdruck,  von  einzelnen  Ausnahmefallen  abgesehen,  divergent  ist. 
Um  das  Integral 

j\2  _  cy-'^\:'dz 

zu  berechnen,  setzen  wir 

—  {z  —  c^x^t-, 

dann  lautet  das  transformirte  Integral 

und  der  Integrationsweg  in  der  ^- Ebene  führt,  wenn  wir,  was  ja  erlaubt 
ist,  X  real  positiv  und  hinreichend  gross  annehmen,  auf  der  positiven 
realen  Aie  von  -\-  oo  bis  zu  einem  sehr  kleinen  positiven  Werthe  f,  dann 
von  e  im  Kreise  um  den  Punkt  t  =  0  herum  und  längs  der  reale 
Axe  wieder  nach  +  ^^  zurück.     Aber  das  so  genommene  Integral 

(53)  ff^-^'e-'dt 

können  wir  schreiben: 
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oo 


OD  (0)  « 

da  sich  f'''^^  bei  dem  Umlaufe  um  ^  =  0  mit  dem  Factor 


^2Tti{if^-\-v) 


multiplicirt  hat.  Lassen  wir  hierin  b  gegen  Null  convergiren,  so  fällt 
das  zweite  Integral  fort  (der  Fall  eines  negativen  ganzzahligen  q^  bleibt 
nach  wie  vor  ausgeschlossen),  und  da  nach  einer  bekannten  Formel 


CO 


0 

ist,  SO  ergiebt  sich  für  das  Integral  (53)  der  Werth 

Somit  finden  wir 

(54)         f\z  —  cyi'+''e"ds 

=  {—iy-+*-'x-^-'"'''e-'r{Q^  +  V+1)  ie^'"'^-  —  1). 

Diese  Gleichung  gilt  ihrer  Herloitung  gemäss  nur  für  hinreichend 
grosse  positive  Werthe  von  a?;  da  aber  die  Ausdrücke  auf  beiden  Seiten 
monogene  Fimctionen  von  x  sind,  so  können  wir  nach  bekannten  analy- 
tischen Principien  unmittelbar  schliessen,  dass  die  Gleichung  für  alle 
jene  a:- Werthe  bestehen  bleibt,  für  die  das  Integral  auf  der  linken 
Seite  überhaupt  einen  Sinn  hat.  Die  rechte  Seite  von  (52)  erscheint 
hiemach  in  der  Form 


OD 


Dies  ist  aber  abgesehen  von  dem  constanten  Factor 

(_  i)?x-i(^2'''>x  _  1)  =  6 

genau  die  zum  fundamentalen  determinirenden  Factor 

gehörige  Normalreihe  (o3).  Wenn  die  Reihenentwickelung  (51)  für 
alle  endlichen  Werthe  von  z  convergirt,  so  ist  die  gliedweise  Inte- 
gration legitim  und  die  durch  Ausführung  derselben  hervorgehende 
Reihe,  d.  h.  die  Normalreihe  (33),  convergirt  so  lange,  als  die  Gleichung 
(54)  gültig  ist,  d.  h.  für  Werthe  von  Xy  deren  absoluter  Betrag  hin- 
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reichend  gross  ist.  In  diesem  Falle  ist  ako  (53)  eine  richtige  Glei- 
chung^ und  damit  ist  zugleich  bewiesen^  dass  das  Kriterium^  welches 
wir  in  der  Nr.  112  (S.  405)  als  noth wendig  für  die  Convergenz  der 
Normalreihe  erkannt  haben,  auch  hinreichend  ist;  es  ist  also  die 
Existenz  eines  zum  fundamentalen  determinirenden  Factor 
/*'  gehörigen  Normalintegrals  der  Differentialgleichung  (A) 
gleichbedeutend  mit  der  Existenz  eines  Integrals  derLaplace- 
schen  Transformirten,  welches,  abgesehen  vom  Factor 

eine  ganze  transcendente  Function  von  z  ist. 


117.    Bedingung  für  die  Existenz  eines  Integrals,  das  eine  mit  einem 

Exponentialfactor   mnitiplicirte   ganze  Function  ist.     Asymptotische 

Darstellungen.     Beciprocität  der  Laplace 'sehen  Transformirten. 

Der  Herleitung  dieses  Satzes  liegt  die  Annahme  zu  Grunde,  dass 
Q  nicht  ganzzahlig  sei.  Indem  wir  die  Discussion  der  Fälle,  wo  für 
ganzzahliges  q^  das  Integral  v^  mit  Logarithmen  behaftet  ist,  bei  Seite 
lassen,  wollen  wir  nur  den  besonders  bemerkenswerthen  Fall  betrachten, 
wo  Q  ganzzahlig  negativ  ist,  und  wo  v^  keinen  Logarithmus  enthalt. 
Alsdann  besitzt  v^  in  der  Umgebung  von  ss  =  c^  den  Charakter  einer 
rationalen  Function  und  bleibt  also  ungeandert,  wenn  z  die  Peripherie  des 
Kreises  G  durchläuft.  Hieraus  schliessen  wir,  dass  in  dem  Integrale  (50) 
die  beiden  Bestandtheile,  welche  von  der  Integration  längs  der  zur 
realen  Axe  parallelen  Geraden  von  —  oo  nach  h  und  von  h  nach. 
—  oo  herrühren,  sich  zerstören;  es  bleibt  also  nvir 

y.=   fvJ'dz. 


n 

( 


Sei  in  der  Umgebung  von  z  =^  c 


X 


wo  ^^{z  cj  eine  in  der  Umgebung  von  z  =  c^  reguläre  Function 
deutet,  dann  ist 


iL) 


dagegen 


i 
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und  da  bekanntlich 


(1-1)! 

ist,  so  ergiebt  sich  für  y^  der  Ausdruck 

d.  L  in  diesem  Falle  existirt  stets  ein  Normalintegral  der 
Differentialgleichung  (A),  und  zwar  reducirt  sich  dasselbe 
auf  eine  mit  dem  fundamentalen  determinirenden  Factor 
multiplicirte  ganze  rationale  Function  von  x. 

Wenn  umgekehrt  die  Differentialgleichung  (A)  durch  einen  der- 
artigen Ausdruck  befriedigt  werden  soll,  so  muss  zunächst  r^  eine 
positive  ganze  Zahl,  d.  h.  q  ganzzahlig  negativ  sein;  femer  darf  das 
zum  Exponenten  q^  gehörige  Integral  v  von  (L)  keinen  Logarithmus 
enthalten,  denn  wenn  dies  der  Fall  wäre,  so  könnte  sich  der  Ausdruck 


j\j 


^'-'^'dz 


niemals  auf  eine  ganze  rationale  Function  von  x  reduciren.  Damit 
also  die  Differentialgleichung  (A)  ein  Normalintegral  be- 
sitzt, welches  eine  mit  dem  fundamentalen  determinirenden 
Factor  e*'  multiplicirte  ganze  rationale  Function  von  x  ist, 
ergiebt  sich  als  nothwendig  und  hinreichend,  dass 

1)  die  p^  Wurzel  q^  der  zum  singulären  Punkte  z  =  c^  ge- 
hörigen determinirenden  Fundamentalgleichung  der  Laplace- 
schen  Transformirten  (L)  eine  negative  ganze  Zahl  und 

2)  das  zu  dieser  Wurzel  als  Exponenten  gehörige  Inte- 
gral v^  von  (L)  von  Logarithmen  frei  sei. 

Wir  fOgen  diesen  Resultaten,  die  —  wie  wir  an  späterer  Stelle 
sehen   werden  —  vielfacher   und   wichtiger  Anwendungen    fähig  sind, 
noch  einige  Bemerkungen  hinzu,  die  sich  auf  den  Fall  beziehen,  wo  q 
nicht  ganzzahlig  und  die  Reihe  für  v^  nicht  bestandig  convergent  ist. 
Setzen  wir  dann 

»-=0 
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SO  ist  jß  (z)  för  aUe  Werthe  von  z  wohldefinirt,  und  wenn  z  —  c^  dem 
absoluten  Betrage  nach  hinreichend  klein  genommen  wird,  so  haben 
wir  för  unendlich  wacLsendes  q 

(jj  — r;r^*iira  j?.rr;i  =  o. 

s 
Mit  Benatzung  der  durch  die  Gleichung  (20a),  S.  401,  fixirten  Bezeich- 
nung können  wir  demnach  schreiben 

Aus  den  in  der  bereits  errvähnten  Arbeit  im  American  Journal  ver- 
öjBTentlichten  Untersuchungen  von  Herrn  Poincare  ergiebt  sich  nun,  dass 

(55;  Um x^e-'"'  fß  (z)e'ds  =  0 

ist  för  beliebiges  w«,  wenn  x  als  reale  positive  Grosse  in's  Unendliche 
rockt.     Hieraus  folgt,  dass  sich  der  Ausdruck 


»=« 


der  Null  nähert,  wenn  x  als  reale  positive  Grosse  ins  Unendliche 
wächst;  man  drückt  dies  gewöhnlich  so  aus,  dass  man  sagt:  die  Func- 
tion y    werde  durch  die  divergente  Xormalreihe 


-  r 


(5G;  iie-'  T^v^O^'' 

r4-o 

för  reale  positive  Werthe  von  x  asymptotisch  dargestellt. 

Solche   asymptotische  Darstellungen   sind    in   der  Analysis   schon 
seit  langer  Zeit  bekannt,  wir  erinnern  z.  B.  nur  an  die  Darstellung  von 

log  r(z  + 1) 

durch  die  sogenannte  Stirling'sche  Reihe  (vergl.  Gauss,  Disquisi- 
tiones  circa  seriem  etc.,  art.  29);  dieselben  geben  natürlich  über  den 
analytischen  Charakter  der  so  dargestellten  Function  keinen  Au&chluss, 
sie  können  aber  zur  angenäherten  Berechnung  dieser  Function  für  hin- 
reichend grosse  Werthe  von  x  angewandt  werden.  Wir  gehen  hier 
weder  auf  die  Begründimg  der  Gleichung  (55),  noch  auf  eine  genauere 
Untersuchung  dieser  asymptotischen  Darstellungen  ein,  es  werde  bloss 
noch  erwähnt,  dass  die  Nonnalreihe  (56)  nur  för  reale  positive  x  das 
Integral  y^  von  (A)  asymptotisch  darstellt;  lässt  man  dagegen  x  mit 
einem   anderen   (von  Null   verschiedenen)  Argumente   in's  Unendliche 
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rücken,  so  erfolgt  die  asymptotische  Annäherung  der  Reihe  (56) 
nicht  mehr  an  y^,  sondern  an  ein  anderes  Integral  von  (A). 

Die  Theorie  der  Laplac ersehen  Transformirten  hat  uns  in  hin- 
reichend allgemeinen  Fällen  Darstellungen  für  die  Lösungen  unserer 
Differentialgleichung  vom  Range  Eins  geliefert.  Sie  liess  aber  zugleich 
eine  Anzahl  bemerkenswerther  Eigenschaften  dieser  Lösungen  hervor- 
treten, und  man  darf  wohl  erwarten,  dass  es  der  weiteren  Forschung 
auf  diesem  Gebiete,  auf  welches  Herr  Poincare  erst  vor  wenigen 
Jahren  die  Aufinerksamkeit  der  Mathematiker  gelenkt  hat,  gelingen 
dürfte,  unsere  Kenntnisse  über  das  Verhalten  der  Integrale  linearer 
Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten  in  der  Umgebung 
von  XJnbestimmtheitsstellen  noch  wesentlich  zu  erweitem.  Dass  die 
Resultate  der  in  diesem  Kapitel  dargelegten  Theorie  über  die  besondere 
Classe  der  Differentialgleichungen  vom  Range  Eins  hinausreichen,  lässt 
sich  leicht  einsehen. 

Zwar  erscheint  die  Bildung  der  Laplace 'sehen  Transformirten 
wesentlich  an  die  Voraussetzung  geknüpft,  dass  die  gegebene  Differen- 
tialgleichung (A)  rationale  Coefficienten  habe  und  vom  Range  Eins  sei, 
es  ist  jedoch  hierin  der  Fall,  wo  sich  die  Integrale  von  (A)  zum 
Theil  oder  sämmtlich  im  Punkte  x  =  (x>  bestimmt  verhalten,  mit  ein- 
geschlossen. Soweit  es  sich  also  um  die  blosse  Möglichkeit  einer  Dar- 
stellung der  Lösungen  von  (A)  in  der  Form  von  bestimmten  Inte- 
gralen handelt,  die  über  Lösungen  der  Laplace 'sehen  Transformirten 
zu  erstrecken  sind,  enthält  jene  Voraussetzung  keine  Beschränkung, 
denn  wie  schon  (S.  379)  hervorgehoben  wurde,  lässt  sich  durch  eine 
einfache  Transformation  stets  erreichen,  dass  der  unendlich  ferne  Punkt 
eine  reguläre  Stelle  oder  eine  singulare  Stelle  der  Bestimmtheit  für 
die  Differentialgleichung  wird.  Wesentlich  ist  jene  beschränkende 
Voraussetzimg  dagegen  für  diejenigen  Resultate,  die  sich  auf  das  Ver- 
halten der  Integrale  in  der  Umgebung  der  Unbestimmtheitsstelle  x  =  oo 
und  auf  die  Fragen  nach  der  Existenz  und  der  besonderen  Beschaffen- 
heit der  zum  Punkte  x  =  oo  gehörigen  Normalreihen  beziehen.  Es 
lassen  sich  aber  auch  diese  Ergebnisse  für  den  Fall  eines  höheren 
Ranges  nutzbar  machen,  wenn  man  sich  der  in  der  Nr.  99  (S.  356) 
angegebenen  Reduction  bedient,  welche  lehrt,  wie  die  Behandlung  der 
Integrale  von  Differentialgleichungen  beliebigen  Ranges  auf  daa^ptudium 
gewisser  besonderer  Lösungen  einer  Differentialgleichung  vom  Range 
Eins  zurückgeführt  werden  kann. 

Besonders  bemerkenswerth  ist  noch  eine  eigenartige  Reciprocität, 
die  zwischen  der  Differentialgleichung  (A)  und  ihrer  La  place 'sehen 
Transformirten  (L)  besteht. 
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Bilden  wir  nämlich  die  adjungirte  Diiferentialgleichung  tod  (L), 
so  lautet  dieselbe  nach  S.  3(»9,  4(J0: 

Beachten  wir  nun  die  Art  und  Weise,  wie  sich  die  Coefficienten  Ton 
(L)  ans  denen  von  (Ai  zusammensetzen,  so  erkennen  wir  sofort ,  dass 
die  Laplace'sche  Transformirte  der  Differentialgleichung  (L^j  die  Form 
haben  werde: 

dies  ist  aber  nach  Xr.  24  (S.  G9)  nichts  anderes  als  die  adjungirte 
Differentialgleichung  Ton  (A).     Wir  haben  also  den  Satz: 

Die  adjungirte  Differentialgleichung  der  Laplace*schen 
Transformirten  einer  Differentialgleichung  (A)  vom  Range 
Eins  ist  so  beschaffen,  dass  ihre  Laplace'sche  Transformirte 
die  adjungirte  der  ursprünglichen  Differentialgleichung 
( A)  ist. 


Achter  Abschnitt. 

Bereclmiuig  der  Fandamentalsabstitutioiieii  für  Differential- 
gleichangen  mit  rationalen  Coefflcienten. 

Erstes  Kapitel. 

118.    Fortsetzung  eines  Pondamentalsystems. 

So  wichtig  die  im  vorhergehenden  Abschnitte  kennengelernten 
Darstellungsmethoden  der  Integrale  von  Differentialgleichungen  mit 
rationalen  Coefficienten  sind^  so  machen  sie  es  doch  nicht  überflüssig 
ein  Verfahren  für  die  Integration  solcher  Differentialgleichungen  zu 
entwickeln,  welches  nur  von  den  in  den  Umgebungen  einzelner  Punkte, 
beziehungsweise  innerhalb  gewisser  Kreisringe  gültigen  Reihenentwicke- 
lungen Gebrauch  macht,  dabei  aber  auch  die  Schwierigkeiten,  welche 
die  analytische  Fortsetzung  von  Potenzreihen  mit  sich  bringt,  vermeidet. 

Wir  nehmen  zu  dem  Ende  die  in  der  Nr.  102  (S.  367  ff.)  be- 
nutzten Bezeichnungen  wieder  auf;  es  sei  also  y^,  y^,  •  •  •  y^  ein  durch 
seine  Anfangswerthe  im  regulären  Punkte  x  =  i  definirtes  Fundamental- 
system, dann  sind  die  Entwickelungen  in  der  Umgebung  von  a?  =  5 

(1)  yx  =  ^x(^^S)         (x=i,  2.  •••»). 

wo  die  ^jg(x  1 5)  gewöhnliche  Potenzreihen  bedeuten,  als  bekannt  anzu- 
sehen. In  einem  Punkte  x,  der  innerhalb  des  Convergenzkreises  dieser 
Entwickelungen  liegt,  bietet  die  Berechnung  der  Werthe  von  J/j,  •  •  •  y„ 
keinerlei  Schwierigkeiten  dar,  wenn  als  Fortsetzungsweg  der  directe 
Weg  von  5  ^acli  ^  genommen  wird;  es  ist  darum  von  Wichtigkeit 
hervorzuheben,  wie  weit  sich  dieser  Convergenzkreis  erstrecken  kann. 
Im  Allgemeinen  ist  es  der  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  5;  d^r  sich  bis 
zum  nächstgelegenen  der  singulären  Punkte  a^,  a^,  - '  •  %  ausdehnt 
(vergL  Nr.  9);  die  Convergenz  der  Entwickelungen  (1)  kann  aber  über 
das  Innere  dieses  Kreises  hinausreichen,  wenn  nämlich  die  auf  der 
Peripherie  desselben  gelegenen  singulären  Punkte  der  Differential- 
gleichung ausserwesentliche  singulare  Stellen  sind.    In  der  That 


wären  in  dies^-m  Falle  die  Fanctionea  v..  •  •  y,  in  ^^^  Umgebiuig 
jeder  Stelle  die=er  Kreisperipherie  regulär  »rergL  die  Definition  der 
aasserwesentlichen  singolären  Stellen  in  der  Nr.  55.  S.  lt*7,»,  und  man 
weis»  narh  einem  bekannten  Satze  der  Fonctionentheorie,  daas,  wenn 
eine  Potenzreihe  $  /■    1;  innerhaih»  eine?  Kreises 

conf^ergirt.  wenn  überdies  die  durch  $(jr  J»  definirte  monogene  Func- 
tion in  der  Umgebung  jeder  Stelle  der  Peripherie  dieses  Kreises  regulär 
ist,  das«  dann  die  Reihe  i^  x  \)  auch  noch  innerhalb  eines  Kreises 
conTergiren  mass.  dessen  Radius  um  einen  endlichen  Betrag  grosser  ist, 
wie  li.  Der  wahre  Conrergenzkreis  der  Potenzreihen  (1)  er- 
streckt sich  also  bis  zu  dem  dem  Punkte  jr  =  |  zunächst  ge- 
legenen wesentlichen  singulären  Punkte,  wobei  es  aber  noch 
immer  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  einzelne  dieser  Reihen 
auch  fiber  diesen  Kreis  hinaus  convergiren. 

Denken  wir  uns  die  Reihenfolge  der  im  Endlichen  gelegenen  sin- 
gulären Stellen  a^,  ^'j?  •  •  *  ^^  so  gewählt,  dass  a^,  a^j  -  -  •  a  die  wesent- 
lichen, ^^_,,  ^o^i?  '  ' '  ^o  ^^^  ausserwesentlichen  singulären  darstellen, 
so  spielen  also  bei  Feststellung  des  Convergenzkreises  von  Reihenent- 
wickelungen, die  der  Differentialgleichung  genügen,  nur  die  a^,  a^y'-a 
eine  Rolle.  Ueberhaupt  sind  die  ausserwesentlichen  Stellen  nichts,  was 
den  die  Integrale  darstellenden  Functionen  eigen thümlich  ist,  vielmehr 
haften  sie  der  Differentialgleichung  an,  der  diefse  Functionen  ge- 
nügen: die  tiefere  Bedeutung  des  Auftretens  solcher  Stellen  wird  erst 
in  einem  späteren  Abschnitte  dargelegt  werden  können. 

Es   bedeute   also  im  Folgenden,   für  irgend  einen  Werth  x  =  |, 
It.  die  kleinste  unter  den  Grossen 

wir  fragen  dami  zunächst:  wie  berechnet  man  die  Werthe  der  y.,  y,,  •  •  •  y 
in  einem  regulären  Punkte  x  =  x,  der  nicht  innerhalb  des  Kreises 

'x  —  i  =n. 

gelegen  ist,  bei  Fortsetzung  auf  directem,  d.  h.  innerhalb  T  verlaufenden 
Wege.  Der  einfachste  Fall  ist  der,  wo  der  Punkt  x  so  gelegen  ist, 
dass  die  Kreise 

"  i  '  •  X 

ein  beiden  gemeinsames  Gebiet  besitzen.  Bezeichnet  nämlich  a  irgend 
eine  reguläre  Stelle  dieses  Gebietes,  denken  wir  uns  femer  ein  Funda- 
men talsjstem  -?j,  z^,  •••  z^   durch    seine  Anfangswerthe  in  x  =  i  de- 
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finirt  und  die  Entwickelungen  desselben  in  der  Umgebung  dieses 
Punktes 

(2)  ^^  =  ^x(^^)  (*=iA-H) 

hergestellt,  so  couvergiren  diese  Reihen  ebensowohl  wie  die  Reihen  (l) 
im  Punkte  x  =  a.  —  Nun  besteht  aber  zwischen  den  beiden  Funda- 
mentalsjstemen  [y^]  und  [i:^]  die  Beziehung 

(3)  [y.]  =  S[z^h 

WO 

S=  (a.^)  (i,x  =  l,2,.n) 

eine  lineare  Substitution  mit  nicht  verschwindender  Determinante  be- 
deutet. Differentiiren  wir  die  Gleichungen  (1),  (2)  und  die  durch  (3) 
repräsentirten  n  Gleichungen  (n  —  l)-mal  nach  x,  so  couvergiren  die 
för  die  Ableitungen  der  y^y  z^  sich  ergebenden  Potenzreihen  auch 
sammtlich  fQr  x  =  a.  Setzen  wir  also  or  =  a,  und  denken  uns  in  die 
Gleichungen  (3)  und  in  die  durch  DifiFerentiation  aus  denselben  hervor- 
gegangenen, die  mittels  der  Potenzreihen  berechneten  Werthe  der  y^,  s^ 
und  ihrer  Ableitungen  im  Punkte  x  =  a  eingeführt,  so  erhalten  wir 
die  n  Systeme  von  je  n  Gleichungen 

^«'(«;i)=2'«,..is>ii)     e::;;;:::r"); 

i  —  \ 

aus  diesen  lassen,  sich  die  Werthe  der  n*  Grössen  a^.  eindeutig  be- 
rechnen, weil  die  Determinante 

if'(«i^)|     G=Vv. ■.;_„), 

die  ja  nichts  anderes  ist,  als  der  Werth  der  Determinante  des  Funda- 
mentalsystems [;?  1  in  dem  singulären  Punkte  x  =  a,  nicht  verschwindet. 

Die  so  gefundenen  Werthe  der  Substitutionscoefficienten 
a^^  sind  unabhängig  von  der  Wahl  der  Stelle,  a;  =  «  des  ge- 
meinsamen Convergenzbereiches  der  Reihen  (1),  (2). 

Man  kann  diese  a  priori  selbstverständliche  Thatsache  auch  un- 
mittelbar in  Evidenz  setzen,  wenn  man  beachtet,  dass  sich  aus  den 
Gleichungen  (3)  und  den  daraus  durch  Differentiation  entstehenden  für 
die  Substitutionscoefficienten  die  Werthe 

=  -^(-n  •••g,--ityx^^i+i>---0 

ergeben.     In  diesen  Ausdrücken  ist  nämlich 
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■D(^„  •  •  •  «,_„  y„  «,+„  •  • .  O  =  C-,,  •  c  «^  '^    , 

wo  (J  und  C^.  CoDstanten  bedeuten;  wir  erhalten  folglich 

und  dabei  ist  C  stets  von  Null  verschieden,  weil  [z^]  ein  Fundamental- 
system darstellt,  dagegen  kann  C^.  verschwinden,  wenn  y  mit  den 
z^,  •  •  •  ^,._,,  ^,11,  •  •  •  ^^  in  linearer  Beziehung  steht. 

Die  Berechnung  von  C  bietet  im  Allgemeinen  keinerlei  Schwierig- 
keiten dar  (vergl.  Nr.  123,  S.  449);  um  für  die  C^.  gut  convergirende 
Iteihen  zu  erhalten,  muss  man  die  Stelle  x  =  a  geeignet  wählen.  Sind 
die  a^^  mit  hinreichender  Genauigkeit  berechnet,  so  ergeben  sich  die 
Werthe  der  y  und  ihrer  successiven  Ableitungen  für  x  =  x,  sowie 
überhaupt  für  alle  Punkte  innerhalb  des  Kreises 

\X    —    X\=B^y 

mit  Hülfe  der  Gleichungen  (3),  aus  den  entsprechenden  Werthen  der 
z    und  ihrer  Ableitungen. 
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Wenn  der  Punkt  a;  =  ip  so  liegt,  dass  sich  die  Ungleichungen 

|.T  —  ||<ü,,         \x  —  x\<R- 

nicht  gleichzeitig  befriedigen  lassen,  so  wird  man  zu  verschiedenen 
Mitteln  greifen  können,  um  die  Berechnung  der  Werthe  der  y^  in  diesem 
Punkte  vorzunehmen.  Z.  B.  könnte  man  ähnlich  wie  bei  der  gewöhn- 
lichen analytischen  Fortsetzung  einer  Potenzreihe  zwischen  |  und  x  eine 
Reihe  von  Stellen  g^,  1^,  •  •  •  5;i  einschalten,  so  dass  je  zwei  aufeinander 
folgende  unter  den  Convergenzkreisen  der  zu  den  Stellen 

gehörigen  Reihenentwickelungen  in  einander  greifen.     Bedeutet  dann 

ein  in  der  Umgebung  von  x  =  ^.  entwickeltes  Fundamentalsystem, 
und  setzen  wir 
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80  lassen  sich  die  Coefficienten  der  Substitutionen  5^,  S^y  •••  Sj^.^ 
nach  der  vorhin  angegebenen  Methode  berechnen,  und  die  durch  (Kom- 
position dieser  Substitutionen  entstehende  Substitution 

vermittelt  dann  den  Uebergang  von  den  y    zu  den  z  ,  indem  nämlich 

gefunden  wird.  Diese  Gleichungen  liefern  dann  wieder  unmittelbar  die 
Werthe  der  y^  in  allen  Punkten,  für  welche 

X  —  ö;  I  <  R-. 

I   ^     1^ 


Diese  Methode  erfordert  bei  der  Composition  der  5^,  5^,  •  •  •  die 
Multiplication  der  durch  unendliche  Reihen  dargestellten  Coefficienten 
dieser  Substitutionen,  führt  also  im  Allgemeinen  auf  sehr  complicirte 
Rechnungen;  es  ist  darum  zweckmässiger,  diesen  Fall  durch  eine 
Abbildung  auf  den  vorhin  behandelten  zurückzuführen. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  es  sei  möglich,  in  der  .x-Ebene  einen 
Kreis  K  zu  zeichnen,  der  durch  x  hindurch  geht  und  den  Punkt  S  in 
seinem  Innern  enthält,  während  die  Punkte  c/^,  a^^  -  -  •  a  ganz  ausser- 
halb oder  auf  der  Peripherie  desselben  gelegen  sind;  sei  x  =  c  der 
Mittelpunkt  dieses  Kreises.  Dann  lässt  sich  z.  B.  leicht  eine  lineare 
Function  t  von  x  angeben,  die  den  Kreis  K  der  a-Ebene  auf  den  Ein- 
heitskreis der  ^- Ebene  abbildet  und  die  überdies  so  beschaffen  ist,  dass 


(4) 


für    a;  =  I ,     ^  =  0 , 
für    X  =  Xy     t=l 

wird    In  der  That  werden  ja  bekanntlich  durch  eine  lineare  Function 

(5)  f  =  i^        M-i»r+o) 

die  Kreise  der  a;-Ebene  auf  Kreise  der  <- Ebene  abgebildet,  wenn  wir 
uns  den  Begriff  des  Kreises  so  gefasst  denken,  dass  er  auch  die  geraden 
Linien  als  specielle  Fälle  mit  in  sich  schliesst.  Bezeichnen  wir  näm- 
lich die  conji^rte  complexe  Grösse  von  a  durch  a',  so  ist  die  allge- 
meine Gleichung  eines  Kreises  in  der  ^-Ebene 

(6)  AU'+  Bt  -f  JBr-f  (7=0, 
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WO  Ay  C  reale  Grössen   bedeuten.     Setzen   wir  aber  in  der  Gleichung 

(6)  für  t  den  AVerth  (5)  ein,  so  erhalten  wir 

(7)  (Äaa  -^  Bay'  +  -ß'«V  +  Cyy')xx 

+  {Aaß'  +  Bad'  +  B'yß'  +  Cyö'  )x 
+  {Aaß  +  B'ad  +  Byß  +  Cyd)x' 

+  {Aßß'  +  Bßö'  +  B'ß'ä  +  C*a';  =  0, 

und  dies  ist  wieder  die  Gleichung  eines  Kreises  in  der  a;-Ebene. 
Die  Gleichung  des  Kreises  K  der  a:-Ebene  möge  lauten: 

(8)  xx'  —  (ex'  +  c'-^)  +  <^^''  =  (x  —  c)(x'  —  c) ; 

soll  diesem   der  Einheitskreis  der  ^-Ebene  entsprechen,  so  haben  wir 

in  (6) 

A=l,      JB  =  0,       C=  —  l 

zu  setzen  und  dann  a,  ß,  y,  ö  so  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichungen 
(7)  und  (8)  in  ihren  (>oefficienten  identisch  werden.  Wegen  (4)  ist 
aber  die  Gleichung  (5)  nothwendig  von  der  Form 

X  —  I      yx  -f  d' 

und  wir  finden  hiemach  durch  einfache  Rechnung  , 

W  x  —  c-^y^-       ^)  ix  —  f){'i-\-{S  —  fy 

wo 

'  X  —  c 

gesetzt  wurde. 

Führen  wir  in  die  DifiFerentialgleichung  (A)  t  als  neue  unabhängige 
Variable  ein,  so  verwandelt  sich  (A)  nach  Division  durch 

in  eine  Differentialgleichung  (Ä)  von  derselben  Beschaffenheit  wie  die 
ursprüngliche,  und  es  entsprechen  regulären  Punkten  der  einen  Differen- 
tialgleichung reguläre  Punkte  der  anderen;  ebenso  haben  die  Punkte  ^, 
welche  wesentlichen,  beziehungsweise  ausserwesentlichen  singulären 
Stellen  x  von  (A)  entsprechen,  denselben  Charakter  in  Beziehung  auf 
die  Differentialgleichung  (A).  Da  dem  Punkte  a?  =  5,  der  innerhalb 
K  liegt,  der  Punkt  ^  =  0  entspricht,  so  werden  die  Punkte  ausserhalb  des 
Kreises  K  auf  Punkte  der  /-Ebene  abgebildet,  die  auch  ausserhalb  des 
Einheitskreises  liegen;  die  singulären  Stellen  von  (Ä)  biegen  folglich 
keinesfalls  innerhalb  dieses  Kreises.  Entwickeln  wir  also  die  y^  nach 
Potenzen  von  i  und  die  z   nach  Potenzen  von  t  —  1  (was  z.  B.  dadurch 
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geschehen  kann,  dass  wir  mit  Hülfe  von  (9)  x  —  |  nach  Potenzen  von  t 
und  X  —  X  nach  Potenzen  von  t —  1  entwickeln,  diese  Entwickelungen  in 
die  Reihen  (1)  beziehungsweise  (2)  einsetzen  und  dann  nach  Potenzen 
von  ty  beziehungsweise  t  —  1  ordnen)  so  convergiren  die  Reihen  für  die 
y   jedenfalls  für 

i^  <i 

und  die  Reihen  für  die  z^  innerhalb  eines  gewissen  um  ^  =  1  als  Mittel- 
punkt beschriebenen  Kreises;  es  giebt  also  einen  gemeinsamen  Conver- 
genzbereich,  und  dadurch  ist  die  Berechnung  der  Substitutionscoeffi- 
cienten  a^.  ermöglicht. 

Der  Umstand,  dass  sich  der  Punkt  ^  =  1  auf  der  Peripherie  des 
zu  ^  =  0  gehörigen  Convergenzkreises  befindet,  legt  die  Frage  nahe,  ob 
man  für  die  Berechnung  der  a^.  nicht  geradezu  die  Werthe  der  y^  und 
ihrer  Ableitungen  nach  t  im  Punkte  ^  =  1  benutzen  könnte.  Dies  ist 
ohne  Weiteres  möglich,  wenn  die  Entwickelungen  dieser  Functionen  in 
der  Umgebung  von  ^  =  0  im  Punkte  t  =  1  noch  convergent  sind;  wir 
kommen  sehr  bald  (in  der  Nr.  123)  auf  die  Vereinfachungen,  welche 
die  Wahl  t=l  bei  Ausführung  der  Rechnung  mit  sich  bringt  und 
auf  die  Bedingungen  für  die  Zulässigkeit  dieser  Wahl,  unter  etwas  all- 
gemeineren Voraussetzungen  zurück. 

Falls  die  gegenseitige  Lage  der  Punkte  i,  und  x  keine  derartige 
ist,  dass  ein  Kreis  K  von  der  angegebenen  Beschaffenheit  gelegt  werden 
kann,  so  muss  man  zu  anderen  Abbildungen  seine  Zuflucht  nehmen. 
Z.  B.  ist. es  stets  möglich,  in  der  .r-Ebene  zwei  ganz  innerhalb  T  ver- 
laufende geradlinig  begrenzte  Parallelstreifen  P^,  P^  ^u  construiren,  die 
ein  parallelogrammförmiges  Gebiet  mit  einander  gemein  haben,  und 
die  keinen  der  singulären  Punkte  a^,  a^?  *  *  *  %  ^^  ihrem  Innern  ent- 
halten, während  der  Punkt  x  =  i,  innerhalb  des  einen  P^,  der  Punkt 
x  =  x  innerhalb  des  anderen  P^  gelegen  ist.  Ein  Parallelstreifen  P 
der  a;-Ebene  lässt  sich  aber  leicht  auf  das  Innere  des  Eiuheitskreises 
einer  ^-Ebene  abbilden.  Sei  nämlich  p  derjenige  Punkt,  in  welchem 
die  Symmetrale  von  I^  von  dem  auf  ihre  Richtung  vom  Punkte  x  =  0 
aus  gefällten  Lothe  getroffen  wird,  und  setzen  wir 

g  =  (a;_j,)e--^"''', 
wo  wie  üblich 


Argi>  =  ilogi|- 


Zü  nehmen  ist,  so  entspricht  dem  Streifen  P  der  rr-Ebene  ein  zur  la- 
teralen i'k^e  symmetrischer  ebenso  breiter  Parallelstreifen  der  g-Ebene, 
und  dieser  wird  (vergl.  Nr.  88,  S.  315)  durch  die  Function 

SolxleRinger,  DifTorontialgloichnngcn.    I.  t^B 
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t  =  ^^l:zl 
'^''^^  1 

auf  das  Innere  des  Einlieitskreises  der  f- Ebene  abgebildet,  wenn 
die  halbe  Breite  des  Streifens  P  bedeutet.     Seien  nun 

(10)  h-a^)>  h=hi^) 

die  beiden  Functionen,  welclie  die  Parallelstreifen  P^  beziehungsweise 
Pg  auf  die  Flächen  der  Einheitskreise  der  Ebenen  t^  beziehungsweise 
t^  abbilden,  dann  ist  die  Abbildung  conform,  so  lange 

I  ^J  <  1 ,     bez.     I  ^J  <  1. 
Aus  den  Gleichungen  (10)  entnehmen  wir  also 

wo  5ß|,  5ß-  gewöhnliche  Potenzreihen  von  t^  beziehungsweise  t^  be- 
deuten. Setzen  wir  diese  Ausdrücke  in  die  Entwickelungen  (1)  bez.  (2) 
und  die  daraus  durch  Differentiation  nach  x  hervorgegangenen  ein,  so 
erhalten  wir  die  y^  nebst  ihren  successiven  Ableitungen  entwickelt  nach 
Potenzen  von  fy{x),  die  z^  nebst  ihren  successiven  Ableitungen  entwickelt 
nach  Potenzen  von  f^{x),  und  diese  Entwickelungen  convergiren  inner- 
halb der  Parallelstreifen  P^  beziehungsweise  Pg.  Nehmen  wix  nun  für 
X  irgend  einen  (regulären)  Punkt  des  gemeinsamen  Gebietes  von  P^ 
und  Pg,  so  convergiren  für  denselben  beide  Entwickelungen,  und  wir 
können  folglich  genau  ebenso  wie  vorhin  die  Substitutionscoefficienten 
a  .  berechnen. 

xt 

Die  Coefficienten  der  nach  Potenzen  von  f^{x)  bez.  f^{x)  fort- 
schreitenden Entwickelungen  für  die  y^  bez.  z^  lassen  sich  in  sehr  ein- 
facher Weise  durch  Recursionsformeln  bestimmen,  z.  B.  indem  man  in 
die  Difl'erentialgleichung  (A)  t^  bez.  t^  als  neue  unabhängige  Variable 
einführt,  oder  aber  indem  man  direct  (wie  in  der  Nr.  88)  die  Ableitungen 
einer  Function  nach  t^  bez.  t^  durch  die  Ableitungen  derselben  Function 
nach  X  ausdrückt  und  dann 

X  =  i,,    ^^  =  0       bez.       X  =  x,     t^  =  0 

setzt. 

Man  kann  natürlich  auch  noch  zahlreiche  andere^ Abbildungen  an- 
wenden; allgemein  Hesse  sich  die  folgende  Regel  aufstellen.  Man  grenze 
um  jeden  der  Punkte  x  =  ^j  x  =  x  einen  Bereich  (|)  bez.  (x)  ab,  in 
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dessen  Innerem  keiner  der  singulären  Punkte  a^^,  %y  ' ' '  ^-  liegt,  femer 
mögen  die  im  übrigen  beliebig  gestalteten  Bereiche  (|)  und  (x)  ein 
Gebiet  G  mit  einander  gemein  haben.  Dann  existiren,  nach  den  von 
Riemann  begründeten  Principien  der  conformen  Abbildung,  stets  zwei 
Functionen 

(11)  f^ix)    und    /•-(.) 

von  der  Beschaflfenheit,  dass 

!/"j(^)l<i, 

wenn  sich  x  innerhalb  des  Gebietes  (g),  und 

wenn  sich  x  innerhalb  des  Gebietes  (x)  befindet,  und  dass  diese  beiden 
Functionen  die  eindeutig  conforme  Abbildung  des  Einheitskreises  auf 
die  beiden  Gebiete  (§)  bez.  (x)  liefern. 

Man  kann  dann,  wenn  der  Algorithmus  der  Abbildungsfunctionen 
(11)  bekannt  ist,  z.  B.  mit  Hülfe  der  durch  Einführung  der  neuen  un- 
abhängigen Yariabeln 

transformirten  Diflferentialgleichung,  die  innerhalb  des  Einheitskreises 
geltenden  Reihenentwickelungen  der  Integrale  y^  nach  Potenzen  von  ^, 
und  die  der  Integrale  ^^  nach  Potenzen  von  i  herstellen;  diese  Ent- 
wickelungen  convergiren  beziehungsweise  innerhalb  der  Gebiete  (g) 
und  (x)  der  a;-Ebene,  also  jedenfalls  gleichzeitig  innerhalb  des  Be- 
reiches G,  Bildet  man  wieder  die  n  —  1  ersten  Ableitungen,  substi- 
tuirt  dieselben  in  die  Gleichungen  (3)  und  die  daraus  durch  (n —  l)-mal 
wiederholte  Diflferentiation  entstehenden,  und  setzt  endlich  für  x  einen 
Werth  a  des  Gebietes  G  ein,  so  kann  man  die  a.^  berechnen. 

Mit  Rücksicht  auf  die  besondere  Lage  der  Punkte  a^,  a„,  •  •  •  a 
wird  man  die  Gebiete  (g)  und  (x)  immer  so  einzurichten  haben,  dass 
die  Abbildungsfunctionen  (11)  möglichst  einfache  werden;  jedenfalls 
lässt  sich  auf  diese  Weise  die  Werthberechnung  der  Elemente  des  Funda- 
mentalsystems [y^]  für  alle  regulären  Stellen  x  bei  Fortsetzung  auf 
directem  Wege  ausführen.  Wir  haben  also  nur  noch  die  zweite  Auf- 
gabe des  Integrationsgeschäftes  (vergl.  Nr.  102,  S.  369)  zu  erledigen, 
d.  h.  die  Substitutionen  A^^^  Ä^,  *  *  *  -^o  aufzusuchen,  die  das  Punda- 
mentalsystem  [yj  bei  einfachen  positiven  Uujläufen  um  die  wesentlichen 
singulären  Punkte  a^,  a^j  ...  a    erfährt. 


28' 


Zweites  Kapitel. 

120.    Methoden  für  die  Bereohnung  der  Substitutionscoefficieiiten. 

Fondamentalsabstitationen. 

Für  die  Berechnung  der  Coefficienten  der  linearen  Substitution, 
die  ein  gegebenes  Fundamentalsystem  [i/J  erfahrt,  wenn  die  unabhängige 
Variable  x  einen  Umlauf  TJ  vollzieht,  haben  wir  bereits  zwei  verschie- 
dene Methoden  kennen  gelernt.  Die  erste  ist  die  im  vierten  Kapitel 
des  sechsten  Abschnittes  (Nr.  88,  89,  S.  314—322)  dargelegte  Ham- 
burger'sche.  In  der  That  gestattet  dieselbe  nicht  nur  die  Be- 
stimmung der  zum  Umlaufe  TJ  gehörigen  Fundamentalglei- 
chung, sondern  auch  die  der  Substitutionscoefficienten  selbst, 
vorausgesetzt,  dass  dieser  Umlauf  innerhalb  eines  keinen  singularen 
Punkt  enthaltenden  Kreisringes  E  verläuft. 

Denken  wir  uns  nämlich  den  Kreisring  ^  wie  er  a.  a.  0.  betrachtet 
wurde,  dann  sind  wir  nach  den  im  vorhergehenden  Kapitel  gegebenen 
Auseinandersetzungen  im  Stande,  die  Werthe  des  Fundamentalsystems 
[?/^]  für  irgend  eine  innerhalb  i'  gelegene  (reguläre)  Stelle  x^  zu  be- 
rechnen. Wir  können  also  gleich  [y^]  mit  dem  ebenso  bezeichneten 
Fundamen talsysteme  identificiren,  welches  wir  a.  a.  0.  (Nr.  88,  S.  317) 
definirt  und  der  dortigen  Untersuchung  zu  Gnmde  gelegt  haben.  Nun 
wurde  gezeigt,  wie  die  Coefficienten  a^  der  Substitution,  die  das  Fun- 
damentalsystem 

V    iß)  =  Z    (X)  (m  =  l,8,.    -n) 

beim  Umlaufe  U  erfährt,  in  der  Form  von  unendlichen  Reihen  darge- 
stellt werden  können;  der  Zusammenhang  zwischen  den  Fundamental- 
systemen [y^]  und  [;2f^]  wird  durch  die  Gleichungen  (48)  (Nr.  88, 
S.  318)  vermittelt,  deren  Coefficienten  c^^  sich  in  (49)  (ebenda) 
explicite  angegeben  finden.  Die  Substitution,  die  das  Fundamental- 
system [j/^]  beim  Umlaufe*  TJ  erfährt,  lautet  aber 

(C      Va      \(C      Y~  (w,x=.l,2, -.n), 

\  inx/\    rnxj  \  mxj 

wir  können  dieselbe  also  als  bekannt  ansehen.  —  Eine  directe  Berech- 
nung   der    Coefficienten    dieser    Substitution    lässt    sich    auch    aus    der 


120.  Die  Fundamentalsubstitutionen.  437 

Reihenentwickelung  (51)  (Nr.  88,  S.  318)  entnehmen,  indem  man  da- 
selbst t  in  0t  verwandelt  und  dann  x  =  x^^  d.  h.  t=  0  setzt. 

Bedeutet  nun  für  den  Punkt  x  ==  a^,  B^    den  kleinsten  unter  den 
absoluten  Beträgen  der  Differenzen 


«X 


a.  —  a         («  =  1,2,  •••x—i,x+i,  •../>) 

I  X  ^ 


und  nehmen  wir  den  Kreisring  E  als  die  Kreisfläche 
(12)  \x-aJ<B^^ 

nach  Ausschluss  eines  beliebig  kleinen  um  x  =  a^  als  Mittelpunkt  be- 
schriebenen Kreises,  dann  sind  wir  im  Stande,  nach  der  Hamburger- 
schen  Methode  die  Coefficienten  der  Substitution  A^  zu  berechnen,  die 
das  bei  x  =  ^  durch  seine  Anfangswerthe  definirte  Fundamentalsystem 
yv  Vif  ' ' '  Vn  ^®^^  positiven  Umlaufe  um  den  Punkt  x  =  a^  erleidet, 
wenn  wir  nur  erst  dieses  Fundamentalsystem  auf  directem  Wege  nach 
einer  der  Ungleichung  (12)  genügenden  regulären  Stelle  x^  hin  fort- 
setzen und  dasselbe  dann  durch  dasjenige  Fundamentalsystem  darstellen, 
welches  bei  x  =  x^  den  in  der  Nr.  88  (S.  317)  aufgeführten  Anfangs- 
bedingungen genügt.  Wenn  wir  diese  Rechnung  für  x  =  1,  2,  •  •  •  q 
machen,  so  ist  die  Integration  der  gegebenen  Differentialgleichung  als 
vollzogen  anzusehen. 

Die  zweite  Methode,  die  bei  der  Erledigung  dieser  Aufgabe  ange- 
wandt werden  kann,  ist  die,  welche  wir  im  zweiten  Kapitel  des  sie- 
benten Abschnittes  (Nr.  106)  auf  die  Fuchs 'sehe  Darstellung  der  Inte- 
grale durch  iterirte  Quadraturen  gegründet  haben.  Diese  liefert  uns 
fttr  einen  beliebigen  Umlauf  U  directe  Ausdrücke  für  die  Coefficienten 
a.^  der  Substitution,  die  das  Fundamentalsystem  [yj  bei  diesem  Um- 
laufe erfährt,  in  der  Form  von  iterirten,  längs  des  geschlossenen  Weges 
U  erstreckten  Integralen,  sie  hat  also  vor  der  Hamburger 'sehen  Me- 
thode den  Vorzug  voraus,  dass  sie  nicht  nur  bei  Umläufen  anwendbar 
ist,  die  innerhalb  eines  von  singulären  Punkten  freien  Kreisringes  ver- 
laufen oder  durch  stetige  Deformation  innerhalb  T  in  solche  übergeführt 
werden  können,  sondern  auch  in  dem  allgemeinsten  Falle  eines  ganz 
beliebijgen  Umlaufes  zu  brauchbaren  Darstellungen  der  Substitutions- 
coefficienten  führt.  Beiden  Methoden  ist  gemeinsam,  dass  sie  unmittel- 
bar die  Substitutionscoefficienten  für  ein  beliebiges,  durch  seine  An- 
fangswerthe bestipimtes  Fundamentalsystem  liefern.  Man  kann  der 
Aufgabe,  die  Substitutionen  A^y  A^j  *  *  *  A  zu  bestimmen,  aber  auch 
noch  eine  etwas  andere  Wendung  geben,  wodurch  sie  auf  die  Auf- 
suchung der  zu  gewissen  Umläufen  gehörigen  Fundamentalglei- 
chungen zurückgeführt  und  damit  auch   der  Anwendung  der  in  den 
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drei    ersten   Kapiteln   des   sechsten  Abschnittes   dargelegten  Methoden 
zugänglich  wird. 

Legen  wir  ein  anderes  Fundamentalsystem  (z\  zu  Grunde,  welches 
mit  [y^]  in  der  Beziehung 

steht,  wo 

eine  lineare  Substitution  bedeutet,  so  gehen  die  Substitutionen 

die  das  Fundamentalsystem  [0^]  bei   einfachen  positiven  Umläufen  um 

die   wesentlichen   singularen    Stellen   a^,  a^,   •    •  a^   erfahrt,    aus   den 

A,.  A^,  '  '  ■  A    durch  Transformation  dieser  letzteren  mit  der  zur  Sub- 

^  .      .  1 

stitution  C  inversen  Substitution  C~    hervor  (vergl.  Nr.  32,  S.  103). 

Umgekehrt,  wenn  wir  die  A^,  A^j  ' ' '  ^g  ™^  einer  beliebigen  linearen 

Substitution  S  von  nicht  verschwindender  Determinante  transformiren, 

so  stellt  das  System 

SAß^^  (x  =  l,2,.      ^) 

die  den  einfachen  Umläufen  um  die  singularen  Punkte  a^  entsprechen- 
den Substitutionen  des  Fundamentalsystems 

dar.  Wir  wollen  ein  solches  System  von  q  Substitutionen  als  System 
von  Fundamentalsubstitutionen  der  Diflferentialgleichung bezeichnen, 
weil  sich  die  einem  beliebigen  Umlaufe  entsprechende  Substitution 
durch  Composition  der  Elemente  eines  solchen  Systems  bilden  lässt. 

Es  giebt  also  unzählig  viele  Systeme  von  Fundamental- 
substitutionen, und  alle  gehen  aus  einem  einzigen  derselben 
durch  Transformation  mit  einer  beliebigen  linearen  Substi- 
tution von  nicht  verschwindender  Determinante  hervor.  Wir 
wollen  diese  unzählig  vielen  Systeme  als  einander  aequivalent  be- 
zeichnen und  sie  als  nicht  von  einander  verschieden  betrachten.  Es 
handelt  sich  dann  darum,  die  zur  Bestimmung  des  so  gefassten  Begriffes 
eines  Systems  von  Fundamentalsubstitutionen  erforderlichen  Elemente 
aufzusuchen. 

121.   Fundamentalinvarianten.    Bereohnung  derselben. 

Beim  Uebergange  von  einem  Systeme  von  Fundamentalsubstitutionen 
zu  einem  aequivalenten  bleiben  (vergl.  Nr.  32,  S.  105)  die  Fundamen- 
talgleichungen der  einzelnen  das  System  constituirenden  Substitutionen 
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invariant.  Aber  nicht  allein  diese,  sondern  auch  die  Fundamentalglei- 
chungen, die  zu  beliebigen,  durch  Composition  aus  den  q  Fundamental- 
substitutionen entstehenden  Substitutionen,  d.  h.  zu  beliebigen  Umläufen 
gehören,  geniessen  diese  selbe  Eigenschaft.  In  der  That  können  wir 
einen  Umlauf  U  charakterisiren  durch  die  Substitution,  die  das  Funda- 
mentalsystem [y^]  bei  Vollzug  desselben  erfährt,  wenn  wir  eben  Um- 
läufe, die  durch  stetige  Deformation  innerhalb  T  aus  einander  hervor- 
gehen, als  gleich werthig  ansehen.     Sei  diese  Substitution 

(13)  4mJ-..^J«         (.•i,.-2^-'a=i.2.--)» 
dann  ist  die  dem  Fundamentalsysteme 

entsprechende  Substitution: 

(14)  SÄ^.'A^}'-'  Ä^^S-' 

oder,  wie  wir  auch  schreiben  können, 

{SA,^S-f(SÄ,.^8-f.-.{SA,J-f-, 

dieselbe  ist  aus  den  Fundamentalsubstitutionen 

genau  ebenso  gebildet,  wie  die  Substitution  (13)  aus  den  Fundamental- 
substitutionen A^y  A^y  '  '  '  A  .  Die  Identität  der  zu  den  Substitutionen 
(13),  (14)  gehörigen  Fundamentalgleichungen  ist  aber  unmittelbar  er- 
sichtlich. 

Also  können  wir  sagen:  Für  alle  aequivalenten  Systeme  von 
Fundamentalsubstitutionen  sind  die  Fundamentalgleichungen 
sämmtlicher  durch  Composition  entstandener  Substitutionen 
invariant. 

Es  sind  folglich  die  Wurzeln  und  Coefficienten  dieser  sämmtlichen 
Fundamentalgleichungen  Invarianten,  und  wir  können  nunmehr  das 
System  von  Fundamentalsubstitutionen  der  Differentialgleichung  durch 
Angabe  einer  hinreichenden  Anzahl  solcher  Invarianten  charakterisiren. 
Dasselbe  erscheint  dadurch  einzig  und  allein  von  den  in  den 
Coefficienten  der  Differentialgleichung  auftretenden  Para- 
metern abhängig,  während  die  einem  besonderen  Fundamen- 
talsysteme entsprechenden  Fundamentalsubstitutionen  über- 
dies noch  von  den  Anfangsbedingungen  dieses  Fundamental- 
systems abhängen.  Es  fragt  sich  nun  zunächst,  wie  viele  Invarianten 
zu  der  gedachten  Bestimmung  erforderlich  sind. 
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Um  bei  der  nun  vorzunehmenden  Constantenzählimg  nichts  XJeber- 
flüssiges  mit  hineinzuziehen,  denken  wir  uns  die  Diflferentialgleichiing 
auf  die  in  Nr.  81  (S.  287)  eingeführte  Form  gebracht,  d.  h.  wir  nehmen 
von  vorneherein  an,  dass  das  Glied  mit  der  (w  —  1)*'"  Ableitung  von 
y  fehlt.  Dann  sind  die  Substitutionen,  die  irgend  ein  Fundamental- 
system bei  allen  möglichen  Umläufen  erfährt,  stets  unimodular  (vergl. 
a.  a.  0.,  S.  288);  eine  solche  Substitution 


«.  =1 


I  y. 


(/,X=l,2,  ■■■»!) 


hängt  also  von  n^  —  1  Constanten  ab,  und  die  zugehörige  Fundamental- 
gleichung hat  die  Form  (vergl.  Nr.  85,  S.  304) 

F{g))  =  oj"  +  jy-^  H h  ^,_i«  +  (—  1)"  =  0, 

d.  h.  sie  enthält  n  —  1  als  Invarianten  anzusehende  Coefficienten,  die 
rationale  Functionen  der  durch  die  Gleichung 

j  a.^  j  =  1  (/,x=i, 2, .-.«) 

verknüpften  rr  Grössen  a^^  sind. 

Die  Q  Fimdamentalsubstitutionen  hängen  demnach  von 

Constanten  ab;  da  aber  aequivalente  Systeme  als  nicht  verschieden  an- 
gesehen werden,  so  haben  wir  von  dieser  Zahl  noch  die  Anzahl  der  Con- 
stanten, von  denen  die  transformirende  Substitution  abhängt,  d.  h.  n*  —  1 
abzuziehen.  Das  System  der  Fundamentalsubstitutionen  unserer  Differen- 
tialgleichung n^^  Ordnung  mit  q  im  Endlichen  gelegenen  wesentlichen 
singulären  Punkten  hängt  folglich  von 

Constanten  ab.  Dies  ist  also  auch  die  Anzahl  der  erforderlichen  Inva- 
rianten.    Wir  werden  z.  B.  die  Coefficienten  der  zu 

geeignet  gewählten  Umläufen  gehörigen  Fundamentalgleichungen  nehmen 
können.  Dabei  ist  jedoch  noch  zu  beachten,  dass  die  Coefficienten  der 
Fundamentalsubstitutionen  im  Allgemeinen  algebraische,  also  mehr- 
deutige Functionen  dieser  {q  —  l)(w* — 1)  Invarianten  sind;  durch 
Angabe  eines  Systems  solcher  Invarianten  —  Herr  Poincare  nennt 
sie  die  Fundamentalinvarianten  —  werden  darum  im  Allgemeinen 
mehrere,  wesentlich  von  einander  verschiedene  Systeme  von  Fundamen- 
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talsubstitutionen  bestimmt,  unter  denen  dann  nur  eines  das  der  ge- 
gebenen Diflferentialgleichung  eigenthümliche  ist. 

Die  (9  —  1)  (w  +  1)  Umläufe,  deren  Fundamentalgleicliungen  ein 
System  von  Fundamentalinvarianten  liefern,  können  in  mannigfacher 
Weise  gewählt  werden.  Jedenfalls  wird  man  die  q  einfachen  positiven 
Umläufe  um  die  wesentlichen  singulären  Punkte  a^,  a^,  •  •  •  a  heraus- 
greifen, da  sich  für  diese  die  zugehörigen  Invarianten  verhältnissmässig 
am  einfachsten  berechnen  lassen.  Wenn  auch  der  Punkt  o?  =  cx)  zu 
den  wesentlichen  singulären  Stellen  gehört,  so  wird  man  aus  demselben 
Grunde  den  positiven  einfachen  Umlauf  um  diesen  Punkt  als  (q  -f-  1)*®" 
wählen,  d.  h.  also  einen  einfachen  im  negativen  Sinne  vollzogenen  Um- 
lauf, der  die  sämmtlichen  Punkte  a^,  a«,  •  •  •  a  umschliesst.  Nebst 
den  so  erhaltenen  (q  +  1)  (n  —  1)  Invarianten  sind  dann  noch  die  zu 
{q  —  1)  n  —  2  (beziehungsweise,  wenn  x  =  00  keine  wesentliche  singu- 
lare Stelle  der  DiflFerentialgleictung  ist,  noch  die  zu  (q  —  1)«  —  1) 
anderen  Umläufen  gehörigen  Invarianten  aufzusuchen.  Diese  Umläufe 
müssen  jedenfalls  so  gewählt  werden,  dass  sie  sich  durch  stetige  De- 
formation innerhalb  T  nicht  auf  einen  Punkt  zusammenziehen  lassen, 
da  sie  sonst  Umläufen  um  die  einzelnen  singulären  Punkte  aequivalent 
wären.  Man  kann  sich  aber  z.  B.  stets  so  einrichten,  dass  diese 
(q — .1)  w  —  2  beziehungsweise  (q  —  1)  w  —  1  Umläufe  inner- 
halb von  Kreisringen  verlaufen,  die  eine  gewisse  Anzahl  der 
Punkte  flj,  rtg,  •  •  •  a^,  00  ein-  und  die  übrigen  ausschliessen. 
Dann  lassen  sich  die  zugehörigen  Invarianten  finden,  entweder  mit  Hülfe 
der  Hamburger'schen  Methode,  oder  aber,  indem  man  sich  des  in  der 
Nr.  85  (S.  304)  dargelegten,  auf  der  Anwendung  von  unendlichen  De- 
terminanten beruhenden  Verfahrens  bedient.  Wie  wir  an  dem  Bei- 
spiele der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  gezeigt  haben  (vergl. 
Nr.  107,  S.  382),  kann  man  ferner  für  so  beschaffene  Umläufe,  aus 
den  durch  das  Fuchs 'sehe  Verfahren  der  iterirten  Quadraturen  gelie- 
ferten Ausdrücken,  Reihenentwickelungen  für  die  Coefficienten  der 
Fundamentalgleichung  herleiten,  so  dass  wir  also  drei  verschiedene 
Methoden  haben,  um  in  diesem  Falle  die  Invarianten  zu  berechnen. 

Wenn  die  wesentlichen  singulären  Punkte 

Stellen  der  Unbestimmtheit  für  die  Integrale  der  Differentialgleichung 
sind,  so  muss  man  sich  im  Allgemeinen  auch  für  die  q  beziehungsweise 
p  +  1  Umläufe  um  die  einzelnen  dieser  Punkte  einer  dieser  drei  Me- 
thoden bedienen;  nur  in  dem  Falle,  wo  bei  einem  solchen  Punkte 
X  =  a^   beziehungsweise   x  =  oü   n  Normalintegrale    existiren    (vergl. 
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Nr.  101,  S.  365),  kann  die  Bestimmung  der  Coefficienten  der  zu  diesem 
Punkte  gehörigen  Fundamentalgleichung  ohne  Anwendung  höherer 
transcendenter  Processe,  nämlich  durch  algebraische  Operationen  und 
Logarithmenbildung  allein,  erfolgen. 

Für  die  zweckmilssige  Wahl  der  nöthigen  Umläufe  lassen  sich 
keine  allgemeinen  Regeln  aufstellen,  sie  muss  in  jedem  besonderen  Falle 
der  gegenseitigen  Lage  der  wesentlichen  singulären  Punkte  angepasst 
werden.  Für  theoretische  Untersuchungen  ist  es  nicht  erforderlich,  die 
Umläufe  gerade  so  einzurichten,  dass  sie  innerhalb  von  Kreisringen 
verlaufen,  die  keinen  singulären  Punkt  enthalten,  denn  die  Fuchs'sche 
Methode  der  iterirten  Quadraturen  liefert  uns  ja  in  jedem  Falle  Aus- 
drücke für  die  Coefficienten  der  Fundamentalgleichung,  und  wenn  die- 
selben auch  unmittelbar  für  die  numerische  Rechnung  nicht  so  gut 
geeignet  sind,  wie  die  für  Kreisringe  anwendbaren  Reihenentwickelungen, 
so  gewähren  sie  auf  der  anderen  Seite,  wie  wir  früher  (in  der  Nr.  106, 
S.  378)  gesehen  haben,  doch  tiefe  Einsicht  in  die  analytische  Natur 
der  Abhängigkeit  der  Invarianten  von  den  in  den  Coefficienten  der 
Differentialgleichung  auftretenden  Parametern.  Wir  werden  darum,  so 
oft  es  sich  im  Folgenden  um  die  Aufstellung  eines  Systems  von  Fun- 
damentalinvarianten handeln  wird  (wie  z.  B.  bei  den  Untersuchimgen 
der  Nr.  125,  S.  461)  ohne  Rücksicht  auf  die  besondere  Lage  der  sin- 
gulären Punkte  die  erforderlichen  (q  —  l)(w  +  1)  Umlaufe  immer  so 
wählen,  wie  es  für  die  anzustellende  Untersuchung  gerade  zweckmässig 
erscheint. 


122.   Die  Fuchs'BChe  Methode  der  Uebergangssubstitutionen. 

Bei  den  bisher  auseinandergesetzten-  Methoden  zur  Bestimmung  der 
Fundamentalsubstitutionen  spielt  die  Herstellung  der  Fundamentalglei- 
chungen, die  zu  den  Umläufen  um  die  einzelnen  singulären  Punkte  ge- 
hören, eine  wesentliche  Rolle.  Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Be- 
rechnung der  Coefficienten  dieser  Fundamentalgleichungen,  wenn  die 
vorgelegte  Differentialgleichung  der  Fuchs'schen  Classe  angehört. 
In  diesem  Falle  kennen  wir  unmittelbar  durch  rein  algebraische  Ope- 
rationen die  den  Punkten  a^,  a^,  •  •  •  a  und  x  =  co  entsprechenden 
canonischen  Substitutionen,  und  folglich  auch  die  zu  denselben  gehörigen 
Invarianten.  (Vergl.  Nr.  54.)  Dagegen  müssen  die  Invarianten,  die  den 
übrigen  noch  erforderlichen  (q  —  l)n  —  2  beziehungsweise  (q  —  l)n  —  1 
Umläufen  entsprechen  —  Umläufen,  die  sieh  nicht  durch  stetige  De- 
formation  innerhalb    T   auf  einen   Punkt   zusammenziehen   lassen   — 
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auch  fiir  die  Differentialgleichungen  der  Fuchs*sohen  Classe  mit  Hülfe 
transcendenter  Processe  bestimmt  werden. 

Man  kann  aber  bei  dieser  Classe  von  Differentialgleichungen  ein 
anderes  Verfahren  zur  Herstellung  der  Fundamentalsubstitutionen  an- 
wenden, welches  zwar  principiell  für  alle  Differentialgleichungen  mit 
eindeutigen  Coefficienten  und  einer  endlichen  Anzahl  singulärer  Punkte 
zum  Ziele  führt,  jedoch  im  Falle,  wo  Stellen  der  Unbestimmtheit  für 
die  Integrale  vorhanden  sind,  nicht  geringere  Rechnungsschwierigkeiten 
darbietet  als  die  bereits  entwickelten  Methoden,  während  es  für  die 
Differentialgleichungen  der  Fuchs'schen  Classe  einen  verhältnissmässig 
hohen  Grad  von  Einfachheit  mit  sich  bringt.  Dieses,  in  seinen  Grund- 
zügen von  Herrn  Fuchs  herrührende  Verfahren  stützt  sich  auf  die 
folgende  Ueberlegung. 

Denken  wir  uns  zwei  singulare  Punkte  a.  und  a  ,  und  sei  das  zu 
X  =  a.  gehörige  canonische  Fundamentalsystem 

das  zu  0?  =  a^  gehörige 

es  mögen  femer  ß^.  und  Sl  die  Substitutionen  bedeuten,  die  die  Fun- 
damentalsysteme [y.^"^  beziehungsweise  [y^^J  erfahren,  wenn  x  einen  ein- 
fachen positiven  Umlauf  um  a.  beziehungsweise  a^  vollzieht. 

Verbinden  wir  die  Punkte  a.  und  a^  durch  einen  beliebig  inner- 
halb T  verlaufenden  Weg  (a.a^  und  denken  wir  uns  z.  B.  die  in  der 
Umgebung  von  x  =  a.  dargestellten  Integrale  [y^.^]  längs  dieses  Weges 
bis  in  die  Umgebung  von  a  fortgesetzt,  dann  bestehen  zwischen  den 
so  fortgesetzten  [y^.^]  und  den  [j/^^]  die  Beziehungen 

WO 

eine  lineare  Substitution  mit  nicht  verschwindender  Determinante  be- 
deutet; wir  wollen  dieselbe  die  zu  dem  Wege  (rt,.öt^)  gehörige 
Uebergangssubstitution  nemien.  Nehmen  wir  an,  diese  sei  bekannt, 
dann  kennen  wir  auch  unmittelbar  die  Substitution,  welche  das  Funda- 
mentalsystem  [y^^]  erfahrt,  wenn  die  unabhängige  Variable  einen  ein- 
fachen positiven  Umlauf  um  den  Punkt  x  =  a^  vollzieht;  es  ist  dies 
nämlich  offenbar  die  Substitution 

S.^Sl  ST"'. 

f  X        X       f  X 

Sei    z.  B.    der   Punkt   x  =  <x>   eine    wesentliche   singulare 
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Stelle  der  Differentialgleichung  —  eine  Annahme,  die  ja  keine 
Beschränkung  der  Allgemeinheit  involvirt  — ,  und  bedeute 

Vv  V,,  -'  X 

das  zu  demselben  gehörige  canonische  Fundamentalsystem,  ß  die  eano- 
nische  Substitution:  sei  femer  S  die  zu  dem  von  x  =  oo  nach  dem 
Punkte  X  =  a^  führenden  Querschnitte  l^  gehörige  Uebergangssubstitu- 
tion,  so  dass  also  die  Beziehung 

besteht;  dann  erfahrt  das  Fundamentalsystem  [t^^]  bei  einem  einfachen 
positiven  Umlaufe  um  den  Punkt  x  =  a    die  Substitution 


—  1 


S  Sl  s 

XXX 

Es  stellen  also 

(15)  s^si^s-\  5,.Q,srS  •  •  •  s^a^s;' 

ein  System  von  Fundamentalsubstitutionen  dar,  und  da  ein  positiver 
Umlauf  um  x  =  oo  einem  negativen  Umlaufe  um  alle  im  Endlichen 
gelegenen  singulären  Punkte  aequivalent  ist,  dieser  letztere  sich  aber 
wieder  in  die  q  hintereinander  auszuführenden  negativen  Umläufe  um 
die  einzelnen  Punkte  a^,  fl^,  •  •  •  a  auflösen  lässt,  so  besteht  die  Be- 
ziehung 

die  sich,  wenn  wir  nach  Nr.  30  (S.  95)  die  auf  der  rechten  Seite 
stehende  inverse  Substitution  bilden,  in  die  Form 

(IG)  S,Ä.S-'..S     ,Ä     ,S"\Sä  S-'ä  =  1 

setzen  lässt. 

Aus  dieser  Gleichung  können  wir  beiläufig  eine  Folgerung  ziehen, 
die  sich  auf  beliebige  lineare  DiflFerentialgleichungen  mit  allenthalben 
eindeutigen  Coefficienten  und  einer  endlichen  Anzahl  singulärer  Punkte 
bezieht.  Nach  dem  Satze  über  die  Determinante  einer  componirten 
Substitution  (Nr.  30,  S.  02)  folgt  nämlich  aus  (16) 

wenn  wir  wie  gewöhnlich  durch  A  die  Determinante  einer  Substi- 
tution A  bezeichnen.  Nim  ist  aber  Ä^  .  nichts  anderes,  als  das  Pro- 
duct  der  Wurzeln  der  zum  Pimkte  x  =  a^  gehörigen  Fundamentalglei- 
chung und  ebenso  Ä  '  das  Product  der  Wurzeln  der  zu  x  =  <x)  ge- 
hörigen  Fundamentalgleichung,   es   ist   folglich    das   Product    der 
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Wurzeln  der  Fundamentalgleichungen,  die  zu  den  sämmt- 
lichen  singulären  Punkten  der  Differentialgleichung  gehören, 
gleich  Eins. 

Dieses  Resultat  gilt  natürlich  allgemein;  wenn  der  Coefficient  der 
(n  —  1)**"  Ableitung  in  der  Diflferentialgleichung  zum  Wegfall  gebracht 
ist,  so  ist  es  an  sich  evident.  Falls  die  Differentialgleichung  zur 
Fuchs'schen  Classe  gehört,  so  sind  (vergl.  Nr.  51,  S.  181)  die  Wurzeln 
der  determinirenden  Fundamentalgleichungen  die  durch  2%i  dividirten 
Logarithmen  der  Wurzeln  der  entsprechenden  Fundamentalgleichungen, 
und  das  eben  gefundene  Resultat  besagt  also,  dass  die  Summe  der 
Wurzeln  der  sämmtlichen  determinirenden  Fundamentalglei- 
chungen eine  ganze  Zahl  sein  muss.  Die  in  der  Nr.  68  (S.  241) 
abgeleitete  Fuchs'sche  Relation  bestimmt  diese  ganze  Zahl;  sie  ist 
nämlich  gleich 

(9-i)«VA). 

Die  canonischen  Substitutionen 

£1     ß     •  •  •  Ä     Ä 

können  wir  als  bekannt  ansehen;  wenn  die  Differentialgleichung  der 
Fuchs 'sehen  Classe  angehört,  so  sind  dieselben  unmittelbar  durch  die 
zu  den  Punkten 

(17)  X  =  a,,  Äg,  . . .  a^,  cc 

gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  gegeben.  Um  das 
System  (15)  von  Fundamentalsubstitutionen  aufstellen  zu  können,  be- 
darf es  also  nur  noch  der  Kenntniss  von  q  —  1  der  Uebergangs- 
substitutionen 

die  Q^  ergiebt  sich  dann  aus  der  Beziehung  (IG),  die  ja  (vergl.  Nr.  3()) 
n*  Gleichungen  für  die  w-  Coefficienten  der  unbekannten  Substitution 
darstellt. 

Auf  diese  Weise  wird  eine  der  Uebergangssubstitutionen  vor  den 
anderen  in  imsymmetrischer  Weise  bevorzugt;  um  dieses  zu  vermeiden, 
können  wir  z.  B.  von  vorneherein  einen  der  singulären  Punkte  a^,  •  •  •  a  , 
etwa  a  herausgreifen  und  dann  das  folgende  Verfahren  einschlagen. 
Wir  verbinden  a   mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  durch  q  —  1  Wege 

Ky  hy  '"  \-i 

von  der  Beschaffenheit,  dass  von  den  q  —  1  Gebieten,  in  welche  die 
Ebene  durch  diese  Wege  getheilt  wird,  jedes  einen  und  nur  einen  der 
singulären  Punkte 
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enthält,  und  zwar  das  zwischen  A^  und  A^  ,  ^  gelegene  Gebiet  den  Punkt 
a^,  wobei  dann  A  =  A^  und  x  =  1,  2,  •  •  •  ((>  —  1)  zu  nehmen  ist.  Es 
mögen  ferner  die  den  Wegen  A^  entsprechenden  üebergangssubstitutionen 
ü^  bekannt  sein,  d.  h.  also  die  Substitutionen,  die  auf  das,  aus  der 
Umgebung  von  x  =  a  längs  A^  bis  in  die  Umgebung  von  x  =  oo 
fortgesetzte,  zu  a:  =  a  gehörige  canonische  Fundamentalsystem  [y  ] 
auszuüben  sind,  damit  dasselbe  in  das  zu  a;  =  oo  gehörige  canonis<me 
Fundamentalsystem  [iy^]  übergehe.  Gehen  wir  von  x  =^  a  längs  A^ 
bis  in  die  Nähe  von  x  =  oo,  dann  von  x  =  oo  innerhalb  des  von  A  , 
^x4-i  l^ögrenzten  Bereiches  bis  in  die  Umgebung  von  x  =  a^,  in 
kleinem  Kreise  um  a  herum  und  längs  des  von  x  =  oo  nach  x  =  a 
beschriebenen  Weges  in  die  Nähe  von  x  =  cx)  zurück,  endlich  längs 
A^  ,  j  wieder  nach  x  =  r/^,  so  erleiden  die  Integrale  [y  J,  wenn  wir  sie 
längs  dieses  geschlossenen  Weges  fortsetzen,  keine  Werthäuderung.  Es 
ist  folglich,  da  bei  Fortsetzung 

lä^gS       A^,  [Va\  =  ^Ay^a]y 

ist,  die  Substitution 

^x^x  +  l 

diejenige,  welche  das  Fundamentalsystem   [y^]   erfährt,  wenn  man  die 
Variable  x  den  erwähnten  kleinen  Kreis  um  x  ==  a    beschreiben  lässt. 

X 

Es  bilden  demnach 

ein  System  von  Fundamentalsubstitutionen  der  Differentialgleichung  (A). 

Wir  sehen  also,  dass  man  sich  zur  Bestimmung  der  Fundamental- 
substitutionen statt  der  erforderlichen  {q  —  1)  (jr  —  1)  Invarianten 
auch  gewisser  Üebergangssubstitutionen  bedienen  kann,  vorausgesetzt, 
dass  die  zu  den  wesentlichen  singulären  Punkten  (17)  gehörigen  cano- 
nischen Substitutionen  bekannt  sind.  Allgemein  werden  wir  ein  aus- 
reichendes System  von  Üebergangssubstitutionen  erhalten,  wenn  wir  die 
p  4"  1  wesentlichen  singulären  Stellen  (17)  auf  irgend  eine  Weise 
durch  Q  Wege  verbinden,  die  immer  zwischen  zweien  dieser  Stellen 
verlaufen  und  überdies  so  beschaflfen  sind,  dass  man  auf  denselben  von 
jeder  der  9  +  1  Stellen  aus  nach  jeder  anderen  hin  gelangen  kann. 

Wenn  die  Differentialgleichung  der  Fuchs 'sehen  Classe  angehört, 
und  auch  noch  in  dem  allgemeineren  Falle,  wo  zu  jedem  der  wesentlichen 
singulären  Punkte  (17)  ein  System  von  71  linear  unabhängigen  Normal- 
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integralen  gehört,  lasseh  sich  die  9  +  1  canonischen  Substitutionen 
durch  rein  algebraische  Processe  bestimmen.  Es  kommt  also  für  eine 
solche  Diflferentialgleichung  nur  noch  darauf  an,  ein  Verfahren  anzu- 
geben, mittelst  dessen  sich  die  Uebergangssubstitution  bestimmen  lässt, 
welche  zu  einem  zwischen  zwei  singulären  Punkten  a.,  a^  verlaufenden 
Wege  («äJ  gehört. 

Das  ist  aber  im  Wesentlichen  genau  dieselbe  Aufgabe  wie  jene, 
mit  der  wir  uns  in  der  Nr.  118  bei  der  Fortsetzung  eines  Fundamental- 
systems von  einem  regulären  Punkte  x  =  ^  nach  einem  anderen  regu- 
lären Punkte  X  =  X  hin  bereits  beschäftigt  haben.  In  der  That  handelt 
es  sich  hier  wie  dort  um  die  Bestimmung  der  Coefficienten  der,  zwei 
Fundamentalsysteme  verknüpfenden  linearen  Substitution,  wenn  man 
die  Entwickelungen  eines  jeden  dieser  Fundamentalsysteme  in  der  Um- 
gebung je  einer  gewissen  Stelle  kennt.  Wenn  die  Differentialgleichung 
der  Fuchs 'sehen  Classe  angehört,  so  sind,  allgemein  gesprochen,  diese 
beiden  Stellen  solche,  wo  sich  die  Integrale  bestimmt  verhalten;  wir 
wollen  zeigen,  wie  man  in  diesem  Falle  die  dem  directen  Verbin- 
dungswege entsprechende  Uebergangssubstitution  zu  berechnen  hat. 
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gleichiingen  der  Fuchs 'sehen  Classe. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  die  beiden  Punkte  a.,  a^  seien  so  ge- 
legen, dass  man  einen  Kreis  K  beschreiben  kann,  der  durch  a^  hin- 
durchgeht und  den  Punkt  a.  einschliesst,  während  sich  alle  von  a. 
verschiedenen  wesentlichen  singulären  Punkte  entweder  auf  der  Peri- 
pherie dieses  Kreises  oder  ausserhalb  desselben  befinden.  Dann  kann 
man,  wie  in  der  Nr.  119  (S.  431),  eine  lineare  Function 

(18)  t  =  ^  +-5 

von  X  als  neue  unabhängige  Variable  in  die  Differentialgleichung  ein- 
fahren, die  für  x  =  a.  verschwindet,  für  x  =  a  den  Werth  Eins  an- 
nimmt  und  den  Ej*eis  K  der  ic- Ebene  auf  den  Einheitskreis  der 
f- Ebene   abbildet.     Dadurch   verwandelt  sich  die   Diflferentialgleichimg 

(A)  P(y)  =  y^"'  4-  Pj""^  +  •  •  •  +  l>„y  =  0 

in 

(Ä)  ~m = (£.)"-p(2/)  =  0, 

und  da  eine  Function  y  von  x,  die  sich  an  einer  Stelle  x  =  a  be- 
stimmt verhält,  sich  auch  als  Function  von  t  an  der  entsprechenden 
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Stelle  bestimmt  verhalten  muss,  so  gehört  die  Differentialgleichung  (A) 
auch  zur  Fuchs'schen  Classe.  Man  erkennt  auch  leicht,  dass  in  ent- 
sprechenden Punkten  x  und  t  die  determinirenden  Fundamentalglei- 
chungen der  beiden  Differentialgleichungen  (A),  (Ä)  übereinstimmen; 
durch  die  Substitution  (18)  hat  sich  also  der  wesentliche  Charakter 
der  Differentialgleichung  (A)  nicht  geändert,  wir  haben  aber  erreicht, 
dass  der  singulare  Punkt  ^  =  1  auf  dem  Convergenzkreise  der  die 
Integrale  in  der  Umgebung  von  ^  =  0  darstellenden  Reihenentwicke- 
lungen gelegen  ist. 

Sei  wie  oben  (S.  443) 

das  zn  X  =  a.  beziehungsweise  ^  =  0  gehörige, 

das  zu  a;  =  a  beziehungsweise  ^  =  1  gehörige  canonische  Fundamental- 
system, und  zwar  in  dem  strengen,  am  Schlüsse  der  Jsr.  54  (^S.  194) 
präcisirten  Sinne  des  Wortes.     Wenn  dann 

^.■x  =  W  K/*  =  i,2,-    •«) 

gesetzt  wird,  so  ist  (vergl.  Nr.  118,  S.  429) 

Um  hieraus  &  .  zu  berechnen,  haben  wir  nur  in  dem  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleicnung  stehenden  Ausdrucke  für  i  irgend  einen  Punkt  zu 
nehmen,  in  welchem  die  Werthe  der  [y.^],  [y^^]  und  ihrer  Ableitungen 
bekannt  sind,  denn  ebenso  wie  die  «^^.  in  der  Nr.  118  (S.  429)  sind 
hier  die*  Werthe  der  h^  ^  von  der  Wahl  dieses  Punktes  unabhängig. 
Wir  können  z.  B.  den  Punkt  i=\  wählen;  diese  Wahl  bietet  den 
Vortheil  dar;  dass  sich  eine  einfach  zu  bildende  Function  von  i  her- 
stellen lässt,  die  für  ^  =  1  mit  dem  Werthe  des  Ausdruckes  auf  der 
rechten  Seite  von  (19)  für  ^  =  1,  d.  h.  mit  h^    übereinstimmt. 

Denken  wir  uns  nämlich  Zähler  und  Nenner  dieses  Ausdruckes  mit 


multiplicirt,  wo 


{t  - 1)-' 


gesetzt  wurde  und 


^    «o  2 

a=:l 


'  %V      xV  xn 
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die  Wurzeln  der  zu  x  =  a^  oder  t=\  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichung  bedeuten,  so  ist,  wie  wir  in  der  Nr.  56  (S.  200) 
bewiesen  haben,  der  örenzwerth 

endlich  und  von  Null  verschieden,  und  folglich  ist,  da  doch  h^^  jeden- 
falls ein  endlicher  Werth  ist,  auch  der  Grenzwerth 

lim  (t-iy'B{y^^,  . . .  2/^^_,,  y.^,  y^^^^,,  •  •  •  yj  =  C  , 

endlich.  Wir  denken  uns  die  Bezeichnung  so  gewählt,  dass  das  Inte- 
gral y  ^  zum  Exponenten  r^^  gehört;  dann  gehört,  zufolge  des  Satzes  2 
der  Nr.  40, 

_!_*_?  (a==l,2,..n-l) 

di 

im  Allgemeinen  zum  Exponenten  r^^  —  X.  (Von  dem  in  der  Nr.  40 
(S.  141)  prilcisirten  Ausnahmefalle,  der  nur  eintreten  könnte,  wenn  r^^ 
ganzzahlig  positiv  und  kleiner  als  n  wäre,  wollen  wir  absehen;  das 
Eintreten  desselben  würde  zwar  einige  unwesentliche  Modificationen 
in  der  Deduction,  jedoch  keinerlei  Abänderung  der  zu  erlangenden 
Residtate  erfordern.)     Nun  führen  wir  die  Multiplication  von 

mit  {t  —  1)"*^  so  aus,  dass  wir  zunächst  die  a^  Zeile  mit  {t  —  1)""'^*" 
für  «  =  1,  2,  .-.  w,  und  dann  die  ^  Reihe  mit  (^— l)'*"^  für 
/J=  1,  2,  •  •  •  n  multipliciren,  wobei  wir  uns  diese  Determinante  so 
geschrieben  denken,  dass  die  Zeilen  immer  von  einem  y  und  seinen 
Ableitungen  gebildet  werden,  während  die  Ableitungen  gleich  hoher 
Ordnung  in  einer  Reihe  stehen.  Dann  verhält  sich  (vergl.  Nr.  40, 
S.  140)  die  so  transformirte  Determinante: 

wenn  wir  für  die  y^^  und  ihre  Ableitungen  die  in  der  Umgebung  von 
^  =  1  gültigen  Entwickelimgen  setzen  und  dann  t=l  werden  lassen, 
wie  ein  Ausdruck 

i  =  L„  +  L,  log(«-  1)  +  . .  •  +  L^Wit  -  1), 

WO  L^y  L^y  ' '  '  ^a  Constanten  bedeuten.  Da  aber  2)'  für  ^  =  1  den 
endlichen  Werth  C  annimmt,  so  können  wir,  um  C  zu  berechnen,  aus 
den  Entwickelungen  der  y^^  und  ihrer  Ableitungen  zunächst  die  mit 
Logarithmen  behafteten  Glieder,  dann  aber  auch  alle  diejenigen  Po- 
tenzen von  {t  —  1)  weglassen,  die  keinen  Beitrag  liefern  zu  dem  Werthe 

Schlesinger,  Difforentialgleichaugeu.    I.  29 
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von  D'  für  f  =  1.  Wir  erhalten  auf  diese  Weise  eine  Determi- 
nante D,  deren  Elemente  sich  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Sum- 
manden zusammensetzen ,  und  die  für  ^  =  1  mit  dem  Werthe  von  D' 
für  diesen  Punkt,  d.  h.  mit  C  übereinstimmt.  Die  Berechnung  von 
C  bietet  also  keinerlei  Schwierigkeiten  dar;  sie  erfordert 
nicht  die  Summation  einer  unendlichen  Reihe. 

Entwickeln   wir  die  Zählerdeterminante  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  (19)  nach  den  Elementen  der  /J**"  Zeile,  so  sei 


=  D    V     4-7)     ~  —  -I H)  *" 


n  — 1     ' 


dann  ist 


(20)  C',  =  lim  yi),At-l) 


Mögen  die  Wurzeln 


/=i  ^     ^'"^  '        dt' 

=  0 


xV    ' x^y  xn 


der  zu  ^  =  1  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung  so  ge- 
ordnet sein,  dass  mit  wachsendem  zweiten  Index  die  realen  Theile 
nicht  kleiner  werden,  und  sei  q  der  (algebraisch)  kleinste  dieser  realen 
Theile,  dann  ist 

^(**xa)~9^^  («  =  1,2,... n). 

In  der  Umgebung  von  ^  =  1  ist 

y.a  =  ('  -  ^T'"'[%a  +  9x„l0g(<  _  1)  +  .  .  .  +  9„  V(f  -  1)), 

WO  die  9^^,  (p^^y  •  •  •  (p^^  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  t —  1 
fortschreitende  Reihen  bedeuten,  die  für  t=l  nicht  sammtlich  ver- 
schwinden; es  ist  folglich  (vergl.  Nr.  40,  S.  140) 

y^^it—l)-^  («  =  1,2.-.. n) 

für  t  =  1  entweder  endlich  oder  nur  so  unendlich  wie  ein  Ausdruck  L, 
und  das  Gleiche  gilt  im  Allgemeinen  von  den  Producten 

^: 
dt^ 

Nun  sind  die  Integrale  y.^  homogene  lineare  Functionen  der  y^^  mit 
Constanten  Coefficienten,  es  ist  folglich  auch 

und  ebenso  im  Allgemeinen 


yxa/,  n-?+^  /a  =  l,2,-      n         \ 
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für  t  =  l  endlich  oder  nur  so  unendlich  wie  ein  Ausdnick  L,  d.  h. 
mit  andereu  Worten,  es  ist 

(21)    lim (t - 1)-'+-+^ ^^ = 0    (:::::,.:,_,) , 

wenn  s  irgend  eine  positive  reale  Grösse  bedeutet. 
In  der  Entwickelung  von 

in  der  Umgebung  von  t  =  1  geben  also  diejenigen  Glieder 

c.(<-iy'iog'(<-i), 

wo  c  eine  Constante,  v  eine  positive  ganze  Zahl  und  /i  eine  Grösse  bedeutet, 
deren  realer  Theil  grösser  ist  als  —  p  -j-  A,  mit  der  A^°  Ableitung  von 
y.^  nach  t  multiplicirt  ein  Product,  welches  für  ^  =  1  verschwindet. 
Wir  können  darum  bei  der  Berechming  von  C^^  aus  der  Gleichung  (20) 
diejenigen  Glieder  in  den  Potenzreihen  der  Entwickelung  des  Aus- 
druckes 

(t  —  iyn^^     (i=i,8,  .7=1) 

weglassen,  in  denen  der  reale  Theil  des  Exponenten  grösser  ist  als 
—  Q  -^  X]  den  übrig  bleibenden  Theil  dieses  Ausdruckes  bezeichnen 
wir  durch 

D^         a=i,  2,- -iT^^). 

In  den  nach  Potenzen  von  t  —  1  fortschreitenden  Reihen,  die  in  der 
Entwickelung  von  y^a  auftreten,  kommen  nur  Exponenten  vor,  die 
sich  von  r  ^  um  positive  ganze  Zahlen  unterscheiden.    Bei  der  Bildung 

von  D^^  brauchen  wir  von  diesen  Reihen  (für  a  =  1,  2,  •  •  •  m)  nur 
jene  Glieder  beizubehalten,  deren  Exponenten  ^  „  -{-  g  so  beschaffen 
sind,  dass  die  ganze  positive  Zahl  g  der  Ungleichimg 

genügt.  (Durch  dieselbe  Reduction  wird  auch  der  zur  Berechnung  von 
C  erforderliche  Ausdruck  D  aus  D'  erhalten,  vergl.  oben  S.  450). 
Nun  lassen  sich  die  Ausdrücke 

(t.-iy>"'+<',      log'(f-i) 

nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  t  entwickeln,  und  diese  Entwicke- 
lungen  convergiren  innerhalb  des  Einheitskreises  der  f- Ebene;  folglich 
lassen  sich  die  I),^  innerhalb  dieses  Kreises  ebenfalls  in  der 

29* 
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Form  von  Reihen  darstellen,  die  nach  positiven  ganzen  Po- 
tenzen von  t  fortschreiten.     Zufolge  der  Gleichung  (20)  ist  dann: 

(22)  ^«/»  =  H=^^^^/»^        (-./»=..*.-). 

1  =  0 

und  hierin  hat  man  sich  för  die  y.  ihre  in  der  Umgebung  von  ^  =  0 
gültigen  Entwickelungen  gesetzt  zu  denken.     Sei 

Via  =  ^''^  {*0a  +  t,j0gt+^-  +  t^^  Ve} 

(a=l,  2,-    -n), 

wo  die  r.^  die  Wurzeln  der  zu  ^  =  0  gehörigen  determinirenden  Funda- 
mentalgleichung, ^y^,  ^j^,  •  •  •  ^^^  nach  positiven  ganzen  Potenzen 
von  t  fortschreitende  Reihen  bedeuten,  die  für  f  =  0  nicht  sammtlich 
verschwinden;  dann  sind  (vergl.  Gleichung  (32),  Nr.  67,  S.  238)  die 
Ausdrücke 

T'«^    ^  Ou=0,l,-..r) 

^  fitt 

als  homogene  lineare  Functionen  der  y.^  mit  von  log  t  abhangigen 
Coefficienten  darstellbar.  Da  nun  log  t  nach  positiven  ganzen  Potenzen 
von  t  —  1  entwickelt  werden  kann ,  so  schliessen  wir  hieraus  und  aus 
den  Gleichungen  (21),  dass 

wenn  s  irgend  eine  reale  positive  Grösse  bedeutet.  Durch  eine  ähn- 
liche Ueberlegung  wie  die,  welche  wir  oben  für  D'  angestellt  haben, 
ergiebt  sich,  dass  sich  das  Product 

für  ^  =  1  verhält  wie  ein  Ausdruck  i;  das  Gleiche  gilt  folglich  von 
dem  Producte 

und  es  ist  demnach  für  jedes  positive  reale  s: 

Bei  der  Berechnung  von  C^^  aus  der  Gleichung  (22)  können  wir  daher 
an  die  Stelle  von  y^^  einen  Ausdruck  setzen,  der  entsteht,  wenn  wir 
in  y^^  den  log  t  nach  Potenzen  von  t  —  1  entwickeln  und  von  dieser 
Entwickelung  nur  diejenigen  Potenzen  beibehalten,  deren  Exponent 
den  realen  Theil  von  r  ^  —  q  nicht  übertrifft.     Setzt  man  dann  noch 

in  f'"   direct  ^  =  1,  wodurch  also 


2  =  0, 1,  2,   •  •  n  —  1 
a  =  1,  2,  •  •  •  n 
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lim  fia  =  g«-.a*«K-"i 


r=i 


wird,  wo  k  eine  ganze  Zahl  ist,  so  nimmt  die  Gleichung  (22)  endlich 
die  Form  an 

(23)  C„,  =  lim  ^„/O, 

wenn  $„^(0  ^^^^  r\Sk(t\i  positiven  ganzen  Potenzen  von  t  fortschreitende 
und  innerhalb  des  Einheitskreises  der  ^- Ebene  convergirende  Reihe 
bedeutet,  deren  Coefficienten  sich  rational  mit  rationalen  Zahlencoeffi- 
eienten  zusammensetzen  aus  den  in  den  Entwickelungen  der  y^^  in  der 
Umgebung  von  t=\  und  den  in  den  Entwickelungen  der  y.^  in  der  Um- 
gebung von  ^  =  0  auftretenden  Constanten,  femer  aus  jt  y —  1  und 

Der  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (23)  stehende  Grenzwerth  ist 
wie  folgt  aufzufassen.  Die  Potenzreihe  ^„w(0  determinirt  eine  mono- 
gene Function.  P^^  von  ^,  diese  ist  ein  homogener  linearer  Ausdruck 
der  ^  und  ihrer  Ableitungen  mit  Coefficienten,  die  aus  einer  end- 
liehen  Anzahl  verschiedener  Potenzen  von  (t  —  1)  und  aus  log  {t  —  1) 
ganz  und  rational  zusammengesetzt  sind;  sie  wird  also  regulär  sein 
in  der  Umgebung  von  t  =  0  und  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  ^,  wo 
sich  die  Functionen,  welche  aus  den  ^  ^  durch  Fortsetzung  entstehen, 
regulär  verhalten.  Die  einzigen  singulären  Stellen  der  aus  den  ^ 
entspringenden  Functionen  sind  aber  (vergl.  Nr.  67,  S.  238)  die  singu- 
lären Stellen  der  Differentialgleichung  (A);  die  Function  P^  kann 
also  auch  nur  an  diesen  Stellen  singulär  sein,  und  muss  überdies  in 
der  Umgebung  derselben  den  Charakter  eines  sich  bestimmt  ver- 
haltenden Integrals  einer  linearen  Differentialgleichung  (vergl.  Nr.  65, 
S.  229)  zeigen.  C^^  ist  nun  der  Werth,  den  diese  Function  an  der 
Stelle  der  Bestimmtneit  t  =\  annimmt,  wenn  t  aus  dem  Inneren  des 
Einheitskreises  kommend  in  ^  =  1  einrückt,  und  zur  Berechnung  der 
Functionswerthe  für  |^|<1  die  Potenzreihe  $„^(0  benutzt  wird. 
Falls  also  diese  Potenzreihe  für  ^  =  1  noch  convergirt,  so  stellt  der 
Ausdruck 

nach  dem  in  der  Nr.  65  (S.  229)  angeführten  Satze  von  Abel,  den 
Werth  C^fj  dar;  um  über  die  Convergenz  zu  entscheiden,  haben  wir 
auf  den  in  der  erwähnten  Nummer  dargelegten  Thome'schen  Satz 
zurückzugreifen. 
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124.    Convergenzfiragen.    Fall«  wo  die  singnl&ren  Punkte  auf  einem 

Kreise  liegen.     Die  Fnohs^ache  Abbildung. 

Nehmen  wir  zuvörderst  an,  der  in  der  o;- Ebene  durch  a^  hin- 
durchgelegte Kreis  K,  der  den  Punkt  a.  in  seinem  Inneren  entMlfc, 
sei  so  beschaffen,  dass  auf  seiner  Peripherie  kein  wesentlicher  singu- 
lärer  Punkt  der  Differentialgleichung  (A)  ausser  a^  gelegen  ist.  Dann 
ist  f  =  1  der  einzige  wesentliche  singulare  Punkt  der  Differential- 
gleichung (A),  der  sich  auf  der  Peripherie  des  Einheitskreises  der 
^- Ebene  befindet  imd  somit  auch  der  einzige  auf  diesem  Kreisumfange 
gelegene  singulare  Punkt  der  Fimction  P  ..  Da  diese  Function  im 
Punkte  t  =  1  den  endlichen  Werth  C^  ^  besitzt,  so  convergirt  in 
diesem  Falle  die  Reihe  5ß  .(/),  zufolge  des  erwähnten  Thome'schen 
Satzes,  auch  noch  für  ^  =  1  (überhaupt  für  alle  Punkte  der  Peripherie 
des  Einheitskreises  der  ^- Ebene),  sie  stellt  also  für  f  =  1  die  gesuchte 
Constante  C  .  dar. 

Befinden  sich  dagegen  auf  der  Peripherie  von  K  noch  andere 
wesentliche  singulare  Stellen  ausser  a^,  somit  auf  der  Peripherie  des 
Einheitskreises  der  /-Ebene  noch  von  t  =  1  verschiedene  wesentliche 
singulare  Stellen  der  Differentialgleichung  (Ä),  so  seien  diese  etwa 
6^,  ig,  •  •  •  h^.  Dann  hängt  (vergl.  den  erwähnten  Satz  der  Nr.  65) 
die  Convergenz  von  ^„^(1)  von  dem  Verhalten  der  Function  P^^  in 
der  Umgebung  der  Stellen  6^,  h^,  •  •  •  b^  ab.  Wenn  die  Wurzeln  der, 
zu  den  im  Endlichen  gelegenen  wesentlichen  srngulären  Stellen 
(ij,  (1^,  •  •  •  a^^  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  so 
beschaffen  sind,  dass  ihre  realen  Theile  grösser*  sind  als  n  —  2,  so  sind 
die  Exponenten,  die  in  den  Entwickelungen  irgend  eines  Integrals 
von  (A),  beziehungsweise  (A)  und  seiner  w  —  1  ersten  Ableitungen 
nach  .r  beziehungsweise  t,  in  der  Umgebung  einer  singulären  Stelle 
auftreten,  algebraisch  grösser  als  —  1;  die  gleiche  Eigenschaft  kommt 
dann  den  Entwickelimgen  der  aus  den  Reihen  i*  ^  entspringenden 
Fimctionen  und  deren  w  —  1  ersten  Ableitungen  imd  folglich  auch 
denen  der  Functionen 

in  der  Umgebung  der  Stellen  i^,  /^,  •  •  ft^  zu.  In  diesem  Falle  ist 
also  die  Convergenz  der  Reihen  ^^^^(0  ^^  Punkte  ^=1  ge- 
sichert, und  zwar  gilt  dies,  wenn  er,  a^  irgend  zwei  der  im 
Endliehen  gelegenen  singulären  Punkte  (ij,  «^,  •••  a^  sind, 
ebenso  auch,  wenn  entweder  beide  oder  einer  von  beiden  eine 
beliebige  reguläre  Stelle  bedeutet,  endlich  auch,  wenn  a.  den 
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unendlich  fernen  Punkt  x  =  oo  darstellt^  vorausgesetzt  nur, 
dass  ein  Kreis  K  von  der  zur  Vornahme  der  Abbildung  er- 
forderlichen Beschaffenheit  gelegt  werden  kann.  Wenn  die 
Wurzeln  der  zu  den  Stellen  a^,  a^,  •  •  •  a  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichungen  die  gedachte  Forderung  nicht  erfüllen,  so 
kann  man  leicht  auf  die  Differentialgleichung  (A)  eine  Transformation 
anwenden,  wodurch  dieselbe  in  eine  Differentialgleichung  übergeht,  bei 
welcher  jener  Forderung  genügt  ist.     Man  setze  nämlich 

(24)       y=ix-  a^r'K'»  -  «.)"'*  •••(*-  ^r'"^, 

^ö  Oij  Ov  ' '  '  Oq  positive  ganze  Zahlen  bedeuten  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  die  realen  Theile  der  Grössen 
(25)  q   +r  /«  =  i>2,  ..»\ 

grösser  sind  als  w  —  2,  wenn  r^^  die  Wurzeln  der  zu  :r  =  a^  ge- 
hörigen determinirenden  Fundamentalgleichung  von  (A)  bedeuten.  Dann 
genügt  u  einer  Differentialgleichung  (B)  von  derselben  Beschaffenheit 
wie  (A);  die  wesentlichen  singulären  Punkte  von  (B)  sind  auch  wieder 
^1?  ^%7  • '  *  ^  ;  ^^^  die  zu  ic  =  a^  gehörige  determinirende  Fundamen- 
talgleichung wird  durch  die  Grössen  (25)  für  a  =  1,  2,  •  •  •  n  befriedigt. 
Die  Fundamentalsubstitutionen  der  Differentialgleichung  (B)  sind  aber 
offenbar  dieselben  wie  die  der  Differentialgleichung  (A),  man  kann 
also  die  Rechnung  für  die  Differentialgleichung  (B)  vornehmen,  deren 
Beschaffenheit  die  Convergenz  der  Reihen  ^^^(0  i^  Punkte  t=\ 
verbürgt.  Dass  die  Coefficienten  6^^  der  üebergangssubstitution  S^^ 
dieselben  bleiben,  wenn  man  sie,  statt  durch  die  Gleichungen  (19),  mittelst 
der  analogen  für  die  Differentialgleichung  (B)  gebildeten  Gleichungen 

j      ^  ^(^xi^  •  •  •  ^x>  ,i-l^  "«« »  ^x,  ti+ V-  '  "xJ 

berechnet,  wo  [w^^J,  [w.^]  die  zu  den  Punkten  a^  beziehungsweise  a. 
gehörigen  canonischen  Fundamentalsysteme  von  (B)  bedeuten,  ist  auch 
unmittelbar  einzusehen,  wenn  man  sich  der  Gleichung  (12)  der  Nr.  22 
(S.  60)  erinnert,  und  bedenkt,  dass 


'ha  =  yXalli^-^T 


(a  =  »,  x;  a  =  l,  2,  •    •  ») 

genommen  werden  kann.  Wir  können  also,  ohne  dadurch  die  All- 
gemeinheit zu  beschränken,  voraussetzen,  dass  die  Convergenz  der  Reihen 
^^  .(1)  für  jede  der  oben  aufgezählten  Combinationen  der  Pimkte 
a.,  a  gesichert  sei.  Bemerken  wir  noch,  dass  durch  die  Ausführung 
der   Transformation  (24)   auch    das  Eintreten  des  Ausnahmefalles,   in 
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welchem  der  Satz  2  der  Nr.  40  ungültig  wird,  für  die  Elemente  der 
canonischen  Fundamentalsysteme,  die  zu  den  im  Endlichen  gelegenen 
singulären  Punkten  gehören,  sowie  für  deren  n  —  1  erste  Ableitungen, 
aUemal  verhindert  wird. 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  die  Coefficienten  der  Uebergangs- 
substitution,  die  dem  directen  Wege  zwischen  zwei  singulären  Punkten 
a.j  a  entspricht,  in  der  Form  von  einfach  zu  bildenden  unendlichen 
Reihen,  vorausgesetzt,  dass  diese  Punkte  so  liegen,  dass  ein  Kreis  K 
von  der  zu  Anfang  der  Nr.  123  (S.  447)  hervorgehobenen  Beschaffen- 
heit construirt  werden  kann.  Lassen  wir  z.  B.  a.  den  unendlich  fernen 
Punkt  bedeuten  und  nehmen  wir  an,  die  im  Endlichen  befindlichen 
wesentlichen  singulären  Punkte  a^,  a^,  •  •  •  a  liegen  auf  einer  allent- 
halben convex  gekrümmten  analytischen  Gurve;  dann  kann  man  durch 
jeden  dieser  Punkte  einen  Kreis  zeichnen,  der  alle  übrigen  der  Punkte 
^1?  ^ty  ' ' '  ^  entweder  einschliesst  oder  auf  seiner  Peripherie  enthält. 
Diesen  Kreis  bildet  man  dann  mittelst  einer  linearen  Function  auf  den 
Einheitskreis  einer  f- Ebene  ab,  so  dass  dem  Punkte  x  =  oo  der  Punkt 
^  =  0  entspricht  und  erhält  dann  durch  das  erörterte  Verfahren  die 
Coefficienten  der  Uebergangssubstitutionen,  die  den  directen  Wegen 
von  X  =  (x,  nach  den  Punkten  a^^  a^y  -  -  a  j  d.  h.  also  den  Quer- 
schnitten ?j,  /j,  •  •  •  l    entsprechen. 

Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Rechnung,  wenn  die  Punkte 
a^,  flg,  •  •  •  a^  sämmtlich  auf  einem  Kreise  liegen,  weil  dann  eine  ein- 
zige Abbildimg  genügt,  um  alle  q  Uebergangssubstitutionen  zu  be- 
stimmen. Bildet  man  nämlich  diesen  Kreis  auf  den  Einheitskreis  einer 
f- Ebene  ab,  wo  t  eine  lineare  Function  von  x  bedeutet,  die  für  x  =  (x> 
verschwindet,  so  entsprechen  den  singulären  Punkten  a^,  a^,  •  •  •  a  der 
Differentialgleichung  (A)  Pimkte  6^,  6^,  •  •  •  ft  ,  die  auf  der  Peripnerie 
des  Einheitskreises  der  /-Ebene  liegen,  imd  diese  sind  nebst  /  =  0  die 
einzigen  wesentlichen  singulären  Stellen  der  transformirten  Differential- 
gleichung (A)  mit  der  unabhängigen  Yariabeln  f.  Denkt  man  sich  dann, 
falls  dies  erforderlich  sein  sollte,  noch  die  Transformation  (24)  vollzogen, 
so  kann  man  direct  die  Beziehungen  zwischen  dem  zu  /  =  0  gehörigen 
canonischen  Fundamentalsysteme  [17^]  und  den  zu  den  Punkten  t^=^b 
gehörigen  canonischen  Fundamentalsystemen 

aufstellen,  indem  man  die  ang^ebenen  Reductionen  in  den  Entwicke- 
Itmgen  vornimmt  und  dann  für  t  den  Werth  h^  einsetzt. 

Man  hat  dann  zugleich  die  Möglichkeit,  die  Werthberechnimg  eines 
beliebig   gegebenen    Fundamentalsystems  [y^]  bei  Fortsetzung  auf  ge- 
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gebenem  Wege  in  der  denkbar  einfachsten  Weise  zu  vollziehen.  Denkt 
man  sich  nämlich  die  Elemente  von  [y^]  in  der  Umgebung  der  regu- 
lären Stelle  ^=00  entwickelt,  so  gelten  diese  nach  positiven  ganzen 
Potenzen  von  (~^  fortschreitenden  Entwickelungen  ausserhalb  des  Ein- 
heitskreises; die  Entwickelungen  der  Elemente  des  Fundamentalsystems 
[^a]  g^ltßii  innerhalb  des  Einheitskreises.  Wenn  man  also  die  Be- 
ziehung zwischen  den  beiden  Systemen  [iy^]  und  [y^]  kennt,  so  lassen 
sich  die  Werthe  der  [y^]  auch  für  Punkte  innerhalb  des  Einheitskreises 
berechnen.  Die  Herstellung  dieser  Beziehung  bei  Fortsetzung  von  [y^] 
auf  vorgeschriebenem  Wege  bietet  aber  keinerlei  Schwierigkeiten  dar, 
wenn  man  die  q  Uebergangssubstitutionen  kennt,  die  [iy^]  mit  den 

verknüpfen. 

In  einer  lleihe  von  Abhandlungen  hat  Herr  Fuchs  ein  Verfahren 
angegeben,  welches  gestattet,  diese,  für  den  Fall,  wo  die  endlichen 
wesentlichen  singiüären  Punkte  auf  einem  Kreise  liegen,  anwendbare 
Methode  auf  Differentialgleichungen  zu  übertragen,  deren  singulare 
Pimkte  ttp  ttg,  •  •  •  a  beliebig  in  der  Ebene  vertheilt  sind.  Herr 
Fuchs  zeigt  nämlich,  dass  sich  eine  rationale  Function 

(26)  X  =  F{w) 

angeben  lässt,  die  den  folgenden  Bedingungen  genügt. 

Es  soll  für  w  =  0  X  unendlich  gross  werden  und  der  Punkt  x  =  oo 
soll  kein  Verzweigungspunkt  der  algebraischen  Function  iv  von  x  sein. 
Dann  lässt  sich  stets  um  den  Punkt  w  =  0  vi\&  Mittelpunkt  ein  Kreis 
mit  von  Null  verschiedenem  Radius  beschreiben,  der  so  beschaffen  ist, 
dass  innerhalb  desselben  nicht  zwei  tc;-Punkte  liegen,  für  die  F{w) 
denselben  Werth  annimmt.  Den  grössten  Kreis,  der  diese  Eigenschaft 
besitzt,  nennt  Herr  Fuchs  den  zur  Function  F{tv)  gehörigen  Grenz- 
kreis. Die  Function  F{iv)  kann  nun  so  eingerichtet  werden,  dass  den 
Punkten 

Q  verschiedene  auf  dem  Einheitskreise  der  w- Ebene  gelegene  Punkte 

^  =  K  K   "  \ 

entsprechen,  und  dass  überdies  der  Radius  des  Grenzkreises  grosser  ist 
als  Eins.    Diese  Function  hat  dann  die  Form 

wo  f{to)y  g{w)  ganze  rationale  Functionen  von  w  ohne  gemeinsamen 
Theiler  bedeuten,  und  es  liegen  nothwendig  alle  Wurzeln  der  Gleichungen 
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g{iv)  =  0 
und 

^    ^  dw 

entweder  ausserhalb  oder  auf  der  Peripherie  des  Grenzkreises. 

Denken  wir  uns  die  Differentialgleichung  (A)  auf  die  Form  gebracht 

(27)  ^,(x)  g  +  ^„_,(a:)  f^  +  •  •  •  +  t,ix)y  =  0, 

WO  ^^{x)j  i>^_^{x)j  ' ' '  i>Q{x)  ganze  rationale  Functionen  von  x  ohne 
gemeinsamen  Theiler  sind,  so  verschwindet  ^^{x)  für  die  endlichen 
wesentlichen  und  ausserwesentlichen  singulären  Punkte 

^  =  «p  «2^  •  •  •  % 
der  Differentialgleichung  (A).     Führen  wir  in  die  Differentialgleichung 

(27)  mit  Hülfe  der  Gleichung  (26)  die  unabhängige  Variable  w  ein, 
so  erhalten  wir 

(28)  {^{w)X-\iv  ■  <j{w)fE{w)  ^  +  9,_.  (w)  ^\-  +  •  •  ■ 

dw  dw 

wo 

W{w)  =  wg{w)f\w)  —  f{tv)[g(w)  +  wgXw}], 

gesetzt  wurde,  und  f(w)j  g'(tv)  die  Ableitungen  von  f{tv)y  g{ic) 
nach  w,  k  eine  von  dem  Grade  der  ganzen  Functionen  ^^y  ^n—i>'"  ^o 
abhängende  ganze  positive  Zahl,  (p^^^itv),  •  •  •  ^(ui)  ganze  Functionen 
von  w  bedeuten.  Die  singulären  Punkte  der  Differentialgleichung  (28) 
werden  geliefert  durch  die  Wurzeln  der  Gleichungen 

(29)  W(tv)  =  0, 
(80)  w.'g(w)  =  0, 
(31)  B(w)  =  0. 

Wenn  U^(w)  verschwindet,  so  muss  auch  F'(w)  gleich  Null  sein,  die 
Wurzeln  der  Gleichung  (29)  liegen  also  nicht  innerhalb  des  Grenz- 
kreises; das  Gleiche  gilt  von  den  Wurzeln  von  (30),  abgesehen  von 
t€  =  0.  Die  Gleichung  (31)  endlich  wird  befriedigt  durch  diejenigen 
W'-Werthe,  die  den  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Stellen  der  Dif- 
ferentialgleichung (A)  entsprechen.  Diejenigen  unter  diesen  ti? -Werthen, 
welche  ausserwesentlichen  singulären  Punkten  von  (A)  entsprechen, 
sind  auch  wieder  ausserwesentliche  singulare  Stellen  der  Differential- 
gleichung (28),  denn  eine  Function,  die  in  der  Umgebung  von  a?  =  a 
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regulär,  d.  "h.  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  a  entwickelbar 
ist,  verhält  sich  auch,  als  Function  von  w  betrachtet,  regulär  in  der 
Umgebung  jeder  Stelle  iv,  die  vermöge  der  Gleichung  (26)  dem  Werthe 
x  =  a  entspricht.  Von  den  wesentlichen  singulären  Stellen  der  Diffe- 
rentialgleichung (28)  liegen  also  innerhalb  des  Grenzkreises  nur  der 
dem  Punkte  x  =  oo  entsprechende  Nullpunkt  der  tt'- Ebene,  und  die 
auf  dem  Einheitskreise  befindlichen  Stellen  6^,  h^,  •  •  •  &  ,  die  den 
Punkten 

entsprechen. 

Studiren  wir  also  die  Integrale  von  (28)  nur  innerhalb 
des  Grenzkreises,  so  haben  wir  dieselben  Verhältnisse  wie  in  dem 
Falle,  wo  sich  die  im  Endlichen  gelegenen  wesentlichen  singulären 
Stellen  sämmtlich  auf  einer  Kreisperipherie  befinden,  und  wir  können 
also  nach  der  oben  dargelegten  Methode  die  den  directen  Verbindungs- 
linien von  t(?  =  0  mit 

^^  =  ^1,  K  '•  K 

entsprechenden  Uebergangssubstitutionen  berechnen.  Nun  ist  aber  das 
Innere  des  Grenzkreises  die  eindeutig  conforme  Abbildung  desjenigen 
Theiles  G  der  rt-Ebene,  der  erhalten  wird,  wenn  man  sich  in  dieser 
Ebene  die  geschlossene  Curve  C  gezogen  denkt,  welche  dem  Grenz- 
.kreise  der  tc7- Ebene  entspricht  und  das  Innere  dieser  Curve,  d.  h. 
denjenigen  von  C  begrenzten  Bereich,  der  den  Punkt  x  =  oo  nicht 
enthält,  ausschliesst.  Dieser  Theil  G  der  aj-Ebene  enthält  dann  die 
Punkte  ttj,  a^,  •  •  •  a,  und  x  =  oo  in  sich,  imd  die  Querschnitte 
Jj,  ?2,  •  •  •  l  können  so  gelegt  werden,  dass  sie  auch  ganz  innerhalb  G 
verlaufen;  die  den  directen  Verbindungslinien  von  w  =  0  mit 

entsprechenden  Uebergangssubstitutionen  stimmen  folglich  unmittelbar 
mit  den  den  Querschnitten  Z^,  Z^,  •  •  •  l^^  entsprechenden  Uebergangs- 
substitutionen der  Differentialgleichung  (A)  überein.  Bemerken  wir 
noch,  dass  man,  um  die  Entwickelungen  der  zu  den  Punkten 

w  =  0,  h^,  6„  . . .  h^ 

gehörigen  canonischen  Fundamentalsysteme  der  Differentialgleichung 
(28)  zu  finden,  nichts  anderes  zu  thun  hat,  als  in  die  Entwickelungen 
der  zu  den  Punkten 

./;  =  cx),  a^,  «2?  •  •  •  % 

gehörigen  canonischen  Fundamentalsysteme  von  (A)  für  x  die  Entwicke- 
lung  von  F(;w)  einzusetzen,  indem  man  allemal  denjenigen  innerhalb  des 
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Grenzkreises  eindeutig  determinirten  Zweig  der  algebraischen  Function 
tc  von  X  benutzt,  der  für  ^r  =  :x;  verschwindet. 

Die  Anwendung  dieser  Abbildung  ist  natürlich  nicht  an  die  Be- 
dingung geknüpft^  dass  die  gegebene  Differentialgleichung  (A)  mit  in 
X  rationalen  Coefficienten  zur  Fuchs 'sehen  Classe  gehören  soll  (vergl. 
Nr.  122^  S.  443);  nur  muss  man^  wenn  diese  Bedingung  nicht  erfüllt 
ist,  bei  der  Vergleichung  der  Entwickelungen  der  Elemente  des  zu 
u'  =  ex ,  beziehungsweise  ir  =  0  gehörigen  canonischen  Fundamental- 
systems und  ihrer  Ableitungen,  mit  den  Entwickelungen  der  Elemente 
des  zu  einem  Punkte  fr  =  h^  gehörigen  canonischen  Fundamental- 
systems und  ihrer  Ableitungen  für  ic  irgend  einen  nicht  singulären 
Punkt  des  gemeinsamen  Convergenzgebietes  wählen,  wahrend  im  Falle, 
wo  die  Differentialgleichung  (A)  und  folglich  auch  die  Differential- 
gleichung (28)  der  Fuchs'schen  Classe  angehört,  für  w  der  singulare 
Punkt  b^  selbst  gewählt  werden  kann,  vorausgesetzt,  dass  die  Wurzeln 
der  determinirenden  Fundamentalgleichungen  die  für  die  Convergenz 
erforderlichen  Bedingungen  erfüllen. 


Drittes  Kapitel. 

125.      System  von  Fnndamentalinvarianten  für  eine  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung. 

Wenn  zwei  singulare  Punkte  a.,  a^  nicht  so  liegen,  dass  ein  Kreis 
K  von  der  zu  Anfang  der  Nr.  123  (S.  447)  angegebenen  Beschaffenheit 
construirt  werden  kann,  so  hat  man,  um  die  dem  directen  Wege 
zwischen  a.  und  a  entsprechende  Uebergangssubstitution  zu  berechnen, 
eine  Reihe  regulärer  Stellen 

so  einzuschalten,  dass  von  den  Stellen 

(2)  {X) 

je  zwei  aufeinanderfolgende  die  zur  Vornahme  der  Abbildung  (18) 
(S.  447)  erforderliche  Lage  haben.  Berechnet  man  dann  die  den 
directen  Wegen 

entsprechenden  Uebergangssubstitutionen,  so  kann  man  aus  diesen  die 
gesuchte  Uebergangssubstitution  in  ähnlicher  Weise  zusammensetzen, 
wie  in  der  Nr.  119  (S.  431)  die  Substitution  S  aus  S^,  S^,  •  •  •  S^^^ 
componirt  wurde.  In  ähnlicher  Weise  kann  man  durch  Einschaltung 
einer  endlichen  Anzahl  regulärer  Stellen  die  Uebergangssubstitution 
finden,   die  zu  einem  zwischen   zwei  Punkten  a.,  a    erstreckten  Wege 

gehört,  der  nicht  innerhalb  T  verläuft,  sondern  irgendwelche  der 
Querschnitte  l^j  l^,  •  •  •  l    beliebig  oft  überschreitet. 

Durch  die  zu  den  einzelnen  singulären  Punkten  gehörigen  cano- 
nischen Substitutionen  imd  die  erforderliche  Anzahl  von  Uebergangs- 
substitutionen lassen  sich  die  Coefficienten  eines  Systems  von  Funda- 
mentalsubstitutionen eindeutig  bestimmen,  weil  es  zur  Herstellung 
derselben  nur  der  Composition  und  der  Bildung  von  inversen  Substi- 
tutionen bedarf,  und  dies  beides  durch  Vornahme  rationaler  Operationen 
mit  den  Substitutionscoefficienten   bewirkt  werden  kann.     Hierin  liegt 
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ein  wesentlicher  Vorzug,  den  die  Methode  der  Uebergangssubstitutionen 
vor  der  Methode  der  Fundamentalinvarianten  voraus  hat,  denn  die 
letztere  liefert  wie  bereits  bemerkt  (vergl.  Nr.  121,  S.  440)  im  All- 
gemeinen eine  mehrdeutige  Bestimmung  der  Fundamentalsubstitu- 
tionen. Um  über  die  Natur  dieser  Mehrdeutigkeit  einigen  Aufsehluss 
zu  erlangen,  wollen  wir  nach  dem  von  Herrn  Vogt  angewandten  Verfahren 
für  eine  DiflFerentialgleichung  zweiter  Ordnung  die  Systeipe  von  Funda- 
mentalinvarianten etwas  genauer  untersuchen. 

Sei  wie  in  der  Nr.  107  (S.  382)  die  Differentialgleichung 

(1)  ö=^^(^')y 

ax 

gegeben,  und  bedeute  i/^,  y^  ein  Fundamentalsystem,  welches  beim  ein- 
fachen Umlaufe  um  den  wesentlichen  singulären  Punkt  x  ==  a  die 
Substitution 

beim  positiven  Umlaufe  um  den  Pimkt  a:  =  oo  die  Substitution 


(2)  ^.=   "7  =^r<.-V^r 


erfährt.     Es  ist  dann 

a^d^  —  ß^y^  =1  (x=o,  1,  •  (»), 

und  ebenso  ist  die  Determinante  jeder  Substitution,  die  aus  den 

auf  irgend  eine  Weise  componirt  ist,  gleich  Eins. 
Eine  unimodulare  Substitution 


_r^), .,-,,-, 


y 

besitzt  als  einzige  Invariante  den  Ausdruck 


wenn  es  sich  also  um  die  Bestimmung  eines  Systems  von  Funda- 
mentalsubstitutionen  der  gegebenen  Differentialgleichung  handelt,  wozu 
nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  121  (S.  440)  3(>  —  3  •  Invarianten  er- 
forderlich sind,  so  haben  wir  3(>  —  3  Substitutionen  auszuwählen. 
Wir  nehmen  z.  B.  die  folgenden: 


I 
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(3)  .A^A^,A^A^,--A^A^, 

und  fragen:  wie  bestimmt  sich  das  System  von  Fundamentalsubstitn- 
tionen  durch  die  Invarianten  dieser  3^  —  3  Substitutionen. 
Es  werde  durch 

die  Invariante  der  Substitution  A  ,  durch 

A^Al  Xt 

die  Invariante  der  componirten  Substitution 

A  A  , 

X        I  ' 

allgemein  durch 


die  Invariante  von 


bezeichnet,  wo  A,  ft,  •  •  •  v  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  bedeuten. 
Die  componirte  Substitution  A^A.  lautet 

'  '     V,«. +  **»'.•   y»ßi  +  ^A/' 

also  ist 

fQr  die  inrerse  Substitution 


A 


X 


V-  y.     V 


haben  wir 

(4)  J,_,  =  a^  +  «^  =  J-^. 

Setzen  wir 

J  X  y 

und  bezeichnen  durch  co^p  ta^^  die  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung 

a   —  (aß 

X  *x 

y  S    —  iü 

ix  n 


A'-i'^     ^* 

X     / 


I         X 


=  0, 
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so  sind  (vergl.  Nr.  89,  S.  321)  die  Wurzeln  der  Gleichung 


durch 


«  CO    ß 

X  "x 

{X)  *(i) 

rj         *x  —  ^ 


2  l 

^xl7    ß>x2 


=  0 


(6) 


dargestellt;  man  erhält  folglich  die  Gleichung 

(5)  J^,^jl-XJl-*  +  '-^~^jl-*-.-.,      A>0. 

Ferner  findet  man  durch  einfache  Rechnung  die  Beziehungen 

< 

^       tXX  4.X$  Xti' 

(7)  «^,,   +'^«.-i  =  '^««^-, 

(8)  Ja.  +  «^i .,    =  JAx  +  «^.«^x.  +  JA X  -  «^x«^.«^  • 

Wir  setzen  der  Einfachheit  wegen  voraus,  dass  die  Wurzeln  der 
zu  den  einzelnen  singulären  Punkten  gehörigen  Fundamentalgleichungen 
von  einander  verschieden  sind;  dann  liefert  die  Invariante 

X  X       >  X 

durch  die  quadratische  Gleichung 

G)^  —(a   +d)(o   +1=0 

X  \     X       *  X/        X       * 


die  beiden  Wurzeln  o^^,  o^g  der  zu  x  =  a^  gehörigen  Fundamental- 
gleichung und  damit  die  zu  diesem  Punkte  gehörige  canonische  Sub- 
stitution 

CD   .      0 


Ä  ='     *' 


Die   mit  Sl^   ähnliche    Substitution,   welche    irgend   ein   Fundamental- 
system   beim  Umlaufe   um   x  =  a^  erleidet,   ist  dann  (vergl.  Nr.  32, 

S.  105)  in  der  Form 

—1 


Vr  d/    l    0     to.J   \v  d) 


enthalten,  wo  a,  ß,  y,  S  beliebige  Constanten  sind,  deren  Detenninante 

A  =  ad  —  /Sy 
von  Null  verschieden  ist.     Ausgerechnet  lautet  diese  Substitution: 
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und  hieraus  erhellt,  dass  dieselbe  nur  von  zwei  Pai"ametern,  als  welche 
wir  z.  B. 

ad      aß 

wählen  können,  abhängt.     Es  stellt  folglich  auch  schon  der  Ausdruck 


(;:)fö':j(i:r 


die  allgemeinste  mit  fl^  ähnliche  Substitution  dar,  wenn  a,  h  irgend 
welche  von  einander  verschiedene  Constanten  bedeuten. 


126.   Bestiinmnng  der  FundamentaLsnibstitationen  aus  den 
Fundamentalinvarianten.     Mehrdeutigkeit. 

Um  das  System  von  Fundamentalsubstitutionen  zu  bestimmen, 
bedarf  es  jetzt  nur  noch  z.  B.  der  Herstellung  eines  Systems  von  Ueber- 
gangssubstitutionen,  die  (vergl.  Nr.  122,  S.  446)  eine  Circulation  zwischen 
irgend  zweien  der  Punkte  a^,  a^,  •  •  •  a    ermöglichen. 

Sei 


IX       tx> 


die  dem  directen  Wege  von  a.  nach  a^  entsprechende  Uebergangs- 
substitution,  d.  h.  also  die  Substitution,  welche  das  zu  a:  =  a  gehörige 
canonische  Fundamen talsystem  y^^,  y^^  in  das  zu  a;  =  a.  gehörige 
Viv  yi%  überführt. 

Dann  erfährt  das  Fundamen  talsystem  y.^^  y.^  bei  einem  einfachen  posi- 
tiven Umlaufe  um  den  Punkt  a    die  Substitution 


es  ist  folglich,  wenn 


also 


gesetzt  wird,  auch 


5.  a^sr', 

IX        X      t»     f 


[y,v  yi^]  =  ^iivv  y%], 


Sl  =  S.A.S 

t  t       t       » 


—  1 


tx  I      X       l 
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und  daher 

Setzt  man  nun 

2J,   —  J.J 
(10)  M.   =M.  =  , -\r-- ^> 

so  folgt  aus  der  Gleichung  (9)  durch  einfache  Rechnung 

«,x<J/x  =  -2W.+  l), 


(i,  «) 


Wenn  J^^  als  bekannt  vorausgesetzt  wird,  so  bestimmen  diese  beiden 
Gleichungen  die  Substitution  S.^,  abgesehen  von  zwei  Parametern,  in 
eindeutiger  Weise.  Eine  Abänderung  dieser  beiden  Parameter, 
als  welche  wir  z.  B.  a.  ,  ß.  wählen  können,  bewirkt  aber  im 
Allgemeinen  nur  die  gleichzeitige  Transformation  der  beiden 
Substitutionen  A.^  A^  durch  eine  und  dieselbe  Substitution. 
In  der  That  hat  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (f,  x) 


in    f^ix  \  ci     r^    77—1 


WO 


Jt       §  ix      X     tx     f 

*.x/ 


1  111/,,  .X         1 


gesetzt  wurde.     Wählen  wir  also  in  S.^  das  eine  Mal 

IX  '         r'lX  ' 

das  andere  Mal  a.  ,  ß.^  beliebig,  so  finden  wir  füi-  die  Substitutionen, 
die  das  Fundamentalsystem  t/^,  y^  bei  den  Umläufen  um  a.  beziehungs- 
weise a    erfährt,  das  eine  Mal 

X  / 


^,  =  2:r'Ä,^„ 


/      1 

1      \ 

P^x 

-1)  {{M,^+l)) 

das  andere  Mal 

Ä.  —  S-'Sl.Z., 

t                   1               t        t  f 

A'                 VI — l'Ö        ä^      Ci  —  1 

|Wx+l)-l 
-U^x-1) 
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Da  aber  offenbar  für  beliebiges  p 

'P  0\       /P   0\""^ 


Ä.= 


p  yj\      fp  yj 


ist,  so  ergiebt  sich,  wie  wir  behauptet  haben, 

Ä.=  TAJr\      A  =TAT~\ 
wo 

ZU  nehmen  ist. 

Dieselben  Gleichungen  (J,  x),  welche  für  die  CoefBcienten  von  S. 
bestehen,  gelten  auch  für  die  Coefficienten  der  Substitution 

s .  -  ("■'  ^-' 

da  ja  offenbar 

S.  S  .  =  1 

IX      X( 

ist. 

Nehmen  wir  nun  ein  Dreieck,  welches  entsteht,  indem  man  drei 
der  singulären  Punkte  a^,  a^,  •  •  •  a  ,  also  etwa 

%y  ^xy  ^n       «+='^4=^4=«; 

durch  directe  Wege  verbindet  und  betrachten   das  zu  den  drei  Seiten 
dieses  Dreieckes  gehörige  Tripel  von  Uebergangssubstitutionen 

^x^^    ^lO    ^ix- 

Dann  besteht  zunächst  die  unmittelbar  evidente  Beziehung 

S  ,o,  .o.    =  1 , 

XX      At       tX  ' 

und  femer  haben  wir  die  Gleichungen 
Hieraus  folgen  sofort  die  Ausdrücke 

d.  h.  die  Producte 


XX      A«      tX'  XA      At      >X 


genügen  der  quadratischen  Gleichung 

30' 
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+  8-  (^x.  + 1)  W.-  + 1)  W-.  + 1)  =  0. 

Hieraus  bestimmen  sich  die  Coefficienten  der  drei  Substitutionen 

^^17  S^i7  S.^y 

abgesehen  von  drei  Parametern,  als  welche  man  z.  B.  /J^^,  a^^,  a^^. 
wählen  kann,  in  eindeutiger  Weise,  wenn  man  noch  für  jedes  der 
Producte 

XX     XI      1X7  XX      JLl      tx 

je  eine  bestimmte  Wurzel  der  Gleichung  (x,  A,  i)  festsetzt,  vonius- 
gesetzt,  dass  die  Invarianten 

*^x?  "^v  "^P  "^xxy  "^xo  *^x 

als  bekannt  angesehen  werden. 

Nehmen  wir  also  die  p  —  2  Tripel  von  Uebergangssubstitutionen 

(11)  ^ix;  ^x.x+1^  '^x+i,!         (-=«.^-^^). 

so  bestimmen  sich  die  Coefficienten  derselben,  abgesehen  von  q  Para- 
metern, als  welche  wir  z.  B. 

ri2?    ^12?    ^8?    *      '    ^q—l,q 

wählen  können,  in  eindeutiger  Weise,  wenn  man  für  die  Producte 

^lx"x,x-f  1^x4-1,1?       "lx"x,x+l"x+l,l 

je  eine  bestimmte  Wurzel  der  Gleichungen 

(1,   X,   X  +  1)  (x-2,8,   ..^^Ti) 

festsetzt,  da  ja  die  Invarianten 

als  bekannt  vorausgesetzt  sind.  Die  übrigen  Uebergangssubstitutionen 
ergeben  sich,  wenn  die  Substitutionen  (11)  gefunden  sind,  vermöge  der 
Beziehungen 

in  eindeutiger  Weise;  die  Kenntniss  der  Substitutionen  (11)  reicht  also 
zur  Bestimmung  des  Systems  von  Fundamentalsubstitutionen  voll- 
ständig aus. 

Aehnlich  wie  die  Abänderung  der  beiden  Parameter  a^^,  ß.^  in  der 
Uebergangssubstitution   S.^   nur   die   gleichzeitige   Transformation    der 
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Substitutionen  A.,  A^  durch  eine  und  dieselbe  Substitution  zur  Folge 
hat,  werden,  wie  man  ohne  Schwierigkeit  erkennt,  im  Allgemeinen  durch 
verschiedene  Wahl  der  q  Parameter 

Pl2?  ^12?  ^28^    *     *    %—i,  ^ 

stets  aequivalente  Systeme  von  Fundamentalsubstitutionen  (im  Sinne 
der  Nr.  120,  S.  438)  erzielt,  vorausgesetzt,  dass  man  über  die  Wurzeln 
der  quadratischen  Gleichungen 

(1,   X,    X  +  1)  (x  =  2,8,.    .^) 

disponirt  hat.  Das  System  von  Fundamentalsubstitutionen  ist  also  durch 
die  Invarianten  der  Substitutionen  (3)  und  durch  die  Wurzeln  jener 
quadratischen  Gleichungen  eindeutig  bestimmt;  folglich  bestimmen 
die  Invarianten  der  Substitutionen  (3)  allein  im  Allgemeinen 
2^~"  wesentlich  verschiedene  Systeme  von  Fundamentalsub- 
stitutionen, entsprechend  allen  möglichen  Combinationen  der 
Wurzeln  der  gedachten  quadratischen  Gleichungen. 

127.   Darstellung  der  Invariante  einer  beliebigen  Substitution  durch 

die  Fundamentalinvarianten. 

Man  kann  auch  leicht  den  Ausdruck  für  die  Invariante  einer  be- 
liebigen durch  Composition  der  A^,  A^,  •  •  •  A  entstandenen  Substi- 
tution durch  die  Invarianten  der  Substitutionen  (o)  aufstellen.  Zimächst 
kann  man  die  Invariante  einer  durch  beliebige  Composition  der  beiden 

Substitutionen 

A.,  A 

entstandenen  Substitution  vermöge  der  Gleichung  (8)  rational  aus- 
drücken durch  Invarianten  von  der  Form 

wo  A,  fi  ganze  Zahlen  bedeuten.  Diese  Invarianten  führt  man  mit 
HüKe  der  Gleichung  (7)  auf  den  Fall  positiver  il,  /tt  zurück,  und 
drückt  dann 

nach  Gleichung  (5)  durch  eT,  J^  aus.    Um 

zu  finden,  beachten  wir,  dass  dies  nichts  anderes  ist  als  die  Invariante 
der  Substitution 

t»        X       fX  •* 
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es  ist  folglich  (vergl.  S.  466,  Gleichung  (10)) 

(1.  h.  nach  einer  in  der  Nr.  125  (S.  464)  gemachten  Bemerkung 


2J.   —J.J 

IX  »     X 


und  hieraus  bestimmt  sich  die  gesuchte  Grösse  in  eindeutiger  Weise, 
wenn  die 

^'x?    "^V    "^ix 

gegeben  sind.     Nun  kann  man  vermöge  der  Relationen 

alle  J.  durch  die  Invarianten  der  Substitutionen  (3)  in  eindeutiger 
Weise  darstellen,  wenn  man  noch  die  Wurzeln  der  Gleichungen  (1,  x,  x  + 1) 
zu  Hülfe  nimmt.     Es  ergiebt  sich  z.  B. 


Jf,,= 


Jfi»-1 


WO  die  Grössen 


P'    p'      I    p"   p" 

Q  -^  128-^184  "1"  M2aM34 


"^1,X,  X+1  ^lX^X,X+l^X+l,l 

"'•l,x,  x-fl  "ix    x,x-f  l"x-hl,l 


(x  =  2,3,-   -c^-l) 


die  Wurzeln  der  Gleichung  (1,  x,  x  +  1)  bedeuten,  und  hieraus  findet 
man  in  eindeutiger  Weise  J^^.     Eine  simultane  Vertauschimg  der 

P'      P'       imd     P"     P' 

"^  123?    "^  184        ^^  "*■  123?    "*■  184 

ändert  den  Werth  von  M^^  nicht;  entsprechend  findet  man  auch  nur 
zwei  verschiedene  Werthe  für  diese  Grösse,  und  diese  befriedigen  die 
einfache  quadratische  Gleichung 


1     M^,  3f,,  M^^ 


M. 


Xl 


1      ^«  ^u 


^.1  ^« 


1     M. 


3-1 


^41     ^42    ^4., 


=  0. 


Aehnlich  ergeben  sich  die  übrigen  «7.^,  die  nicht  Invarianten  der  Sub- 
stitutionen (3)  sind. 

Um  die  Invarianten  der  durch  Composition  von  drei  Substitutionen 
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entstehenden  Substitutionen  darzustellen,  bemerken  wir,  dass  zufolge 
der  Gleichungen  (5),  (7),  (8)  alles  auf  die  Bildung  der  beiden  Invarianten 

hinauskömmt.     Dies  sind  aber  die  Invarianten  der  Substitutionen 

s^.si.s::'s.si,s-'si^  =  s-'si,s-'si,s-'si , 

X(        *      X^  XX        ^      XX  X  ix  i      At  X      XÄ  K' 

XI        t  XI  XA.        A,  XJL  X  IX  I  AI  A  XÄ  X         I 

hieraus  ergeben  sich  nun  durch  einfache  Rechnung  die  Gleichungen 

«/.■,      ~T"  «/_,  .  =  «/  «/.,   "T~  v-jU    .  "T~  «/-Vi^  «/.«/,«/    , 

l/X      I  XXI  X      fX       ■  X      X(       '  I      XX  I      il      X  ' 

^iXx  —  ^xXi  =  (-Px'a/  -  ^x>i/)(«xi  -  «'x2)Ki  —  ^;3)Ki  -  ^/a). 

von  denen  die  erste  vermöge  (6)  mit  (8)  übereinstimmt,  und  wo  in  der 
zweiten  P\f,  P\-  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  (x,  A,  /) 
bedeuten.  Es  lässt  sich  auch  leicht  eine  quadratische  Gleichung  für 
diese  beiden  Invarianten  selbst  herstellen,  man  findet  nämlich 

(12)  ^J^  +  Jl^Jl^Jl  +  j'^^  +  jf^-J^J^J^^ 

-  JxJA.  -  JAJ.i  +  Jx.Vu  -4  =  0, 

und  derselben  Gleichimg  genügt  auch  «T^^^.     Es  lassen  sich   dann   die 

Invarianten   aller  Substitutionen,   die   auf  irgend  eine  Weise  aus  den 

drei  Substitutionen 

.4^,  A,,  A, 

componirt  sind,  auf  rationale  Weise  aus  den  Invarianten 

*^x?    "^V    "^P    "^Xx^    "^xP   "^iX 

und  den  Wurzeln  der  Gleichung  (12)  zusanmiensetzen.  Um  zu  zeigen, 
dass  diese  sämmtlichen  e7.^^  eindeutig  bestimmt  sind,  wenn  nebst  den 
Invarianten  der  Substitutionen  (3)  noch  die  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichungen  

(1,   X,    X  +  1)  (x  =  2,8,   .-^-1) 

festgelegt  werden,  bemerken  wir,  dass  nach  dem  Vorhergehenden  die 
eindeutige  Bestimmung  der 

feststeht.  Aus  diesen  setzen  sich  aber  alle  anderen  J.^^  rational  zu- 
sammen, wie  man  durch  einfache  Rechnung  verificiren  kann. 
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Die  Invarianten  von  Substitutionen ^  die  durch  Composition  von 
vieren  oder  mehreren  der 

A^,  A^,  '"  A^ 

hervorgehen,  sind  rationale  Functionen  der  Invarianten  von  Substitu- 
tionen, die  sich  aus  zweien  oder  dreien  der 

zusammensetzen  lassen.    Es  ergiebt  sich  dies  aus  der  leicht  abzuleiten- 
den Gleichung 

2J ,.    =JJ,     +J,J.     +JJ   ,  +  JJ,.'hJiJ    +J2J 

xiin  X    JLtft     I         4.     tax     ■         I     fixl     ■         fi     xli     ■         xl     tfi     *        It     ftx 

~  "^l^^xi  ""  '^x'^X^ifi  —  '^l'^i'^fAX  —  '^i'^t.^xl  ~  '^ti'^x'^li  +  '^x'^l'^i'^fi  ' 

Auf  diese  Weise  finden  wir  för  die  Invariante  jeder  durch  Com- 
position aus  den  Fundamentalsubstitutionen  hervorgehenden  Substitution 
im  Allgemeinen  2r~  verschiedene  Werthe,  entsprechend  den  2''""' 
verschiedenen  Svstemen  von  Fundamentalsubstitutionen,  die  durch  das 
Invariantensystem  der  Substitutionen  (3)  bestimmt  werden. 


128.   Invariantensysteme,  die  eine  eindeutige  Bestimmung  der 
Fnndamentalsnbstitntionen  liefern.     AnsnahmefSlle.     Berechnung 

der  Invarianten. 

Um  ein  bestimmtes  der  2^~  Systeme  von  Fundamentalsubstitu- 
tionen zu  fixiren,  die  einem  Werthensysteme  der  Invarianten  der  Substi- 
tutionen (3)  entsprechen,  kann  man  sich  z.  B.  die  Aq  —  5  Invarianten 

(13)     Jj,  Jj,  .  .  •  J^;  Jgj,  .  . .  J^j-,  e/gg,  •  •  •  ^^^^_i;  J321,  •  •  •  J^,^-i^iy 

zwischen  denen  noch  q  —  2  quadratische  Gleichungen  bestehen,  gegeben 
denken;  durch  diese  lasst  sich  dann  die  Invariante  jeder  aus  den  Fim- 
damentalsubstitutionen  componirten  Substitution  rational  darstellen.  Im 
Falle  Q  =  2  ist  durch  die  Invarianten 

«^1?  «^«7  ^i\ 

das  System  von  Fundamentalsubstitutionen  eindeutig  bestinmit,  d.  h. 
für  eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  zwei  im 
Endlichen  gelegenen  wesentlichen  singulären  Pimkten,  in  welcher  das 
Glied  mit  der  ersten  Ableitung  von  y  fehlt,  hat  man,  um  das  System 
von  Fundamentalsubstitutionen  zu  bestimmen,  nur  die  Wurzeln  der  zu 
den  beiden  im  Endlichen  gelegenen  und  zum  unendlich  fernen  Punkte 
gehörigen  Fundamentalgleichungen  aufzusuchen. 
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Im  Falle  (>  »=  3  bestimmen  die  sechs  Invarianten 

(1^)  ^v  *^2?  ^f^y  ^%v  ^sv  •'ss 

im  Allgemeinen  zwei  wesentlich  verschiedene  Systeme  von  Fundamen- 
talsubstitutionen, entsprechend  der  Art,  wie  man  die  Wurzeln  der  Glei- 

chung  (12)  für 

x=l,    i  =  2,    »  =  3 

den  beiden  Invarianten 

"siv  ''12s 

• 

zuordnet.  Welches  dieser  beiden  Systeme  bei  einer  vorgelegten  Dilfe- 
rentialgleichimg  zweiter  Ordnung  mit  drei  wesentlichen  singularen 
Punkten  im  Endlichen  das  thatsHchlich  richtige  ist,  entscheidet  man  am 
einfachsten  durch  die  dem  unendlich  fernen  Punkte  entsprechende 
Fundamentalgleichung,  deren  Wurzelsumme  zufolge  der  Gleichung  (2) 
den  Werth  von 

liefert.     Wenn 

das  eine  System  von  Fundamentalsubstitutionen  ist,  so  wird  das  andere, 
denselben  Werthen  der  Invarianten  (14)  entsprechende,  z.  B.  durch 

jT^    A~^    A~^ 

geliefert,  und  in  der  That  ist  die  dem  Undaufe  um  x  =  00  entspre- 
chende Substitution  das  eine  Mal 

das  andere  Mal 

d.  h.  die  Wurzelsumme  der  zu  :c  =  00  gehörigen  Fundamentalgleichung 
ist  das  eine  Mal  gleich 


und  das  andere  Mal  gleich 


*^123 


*^921' 


In  gewissen  besonderen  Fällen  bedürfen  die  vorstehenden  Betrach- 
tungen einer  Modification.  So  kann  z.  B.  der  Schluss  (S.  469),  dass 
durch  verschiedene  Wahl  der  q  Parameter,  von  denen  die  Coefficienten 
der  Substitutions- Tripel  (11)  noch  abhängen,  immer  aequivalente  Sy- 
steme von  Fundamen talsubstitutionen  zum  Vorschein  kommen,  illuso- 
risch  werden,   wenn  eine  oder  mehrere  der  Grössen  M^^  den  Werth 
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-f-  1  oder  —  1  annehmen.     In  diesem  Falle  bewirkt  nämlich  eine  Ab- 

ändening  der  beiden  Parameter,  von  denen  die  Uebergangssubstitution 

S.^  noch  abhängt,  nicht  nothwendig  die  gleichzeitige  Transformation 

der  Substitutionen  A.,  A^  durch  eine  und  dieselbe  Substitution  (vergl. 

S.  466).     Man  kann  sieh,  um  dies  nachzuweisen,  auf  die  Betrachtung 

des  Falles 

31    =1 


IX 


beschränken,  da  der  andere  durch  geeignete  Wahl  der  Wurzeln 
^.1.  «^.2.  ^xi>  «'xs  stets  auf  diesen  zurückgefahrt  werden  kann;  alsdann 
ist  also 

ß,  y.   =0,       a.  d.   =  1. 

f^lX'  IX  '  IX     tx 

Wählt  man  nun  z.  B. 

Ax  =  o.     y,-,  +  o, 

SO  hat  die  Uebergangssubstitution  S.^  im  Wesentlichen  die  Form 

wählt  man  dagegen 

ß,    =0,       y.    =0, 

l^tX  ?  'IX  * 

so  kann 


«..-(j?)-^ 


genommen  werden;  die  durch  diese  beiden  Wahlen  bestimmten  Sub- 
stitutionen A.,  A^  sind  aber  offenbar  nicht  aequiyalent.  Denn  fßr 
S.^  =  1  folgt'  (vergl.  S.  465) 

a.  =  z.A.zr^ , 

t  I        «       I  / 


also  hat  man,  da 


X  ixt' 


Sl  il.  =  Sl.Sl 

XI  IX 


ist,  auch 

A  A.  =  A.A  , 

XI  I       x' 

d.  h.  die  beiden  Substitutionen  A,j  A^  sind,   wie  man  zu  sagen  pflegt, 
vertauschbar,  dies  ist  aber  für  die  durch 

bestimmten  A.,  A     nicht   der  Fall.     Dagegen    ergeben    sich   bei    ver- 
schiedener Wahl  von  y.^  aequivalente  Systeme  von  Fundamentalsubsti- 
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tutionen;  es  wird  also  im  Allgemeinen,  wenn  eines  der  M.^  den  Werth 
+  1  annimmt,  die  Anzahl  der  durch  die  Fundaipentalin Varianten  be- 
stimmten verschiedenen  Systeme  von  Fimdamentalsubstitutionen  ver- 
doppelt. 

Ein  anderer  Specialfall  ist  der,  wo  eine  oder  mehrere  der  quadra- 
tischen Gleichungen 

(1,  X,  x+  1)         (x=2,8,...^:ri) 

eine  doppelte  Wurzel  hat.  Dadurch  reducirt  sich  im  Allgemeinen  die 
Anzahl  der  verschiedenen  Systeme  von  Fundamentalsubstitutionen  imd 
zwar  durch  jedes  Auftreten  einer  Gleichung  mit  doppelter  Wurzel  auf 
die  Hälfte.  Wir  gehen  auf  eine  genauere  Discussion  dieser  Specialfälle 
nicht  ein,  da  es  uns  nur  darum  zu  thun  war  eine  Vorstellung  von  der 
Art  der  Vieldeutigkeit  zu  erlangen,  welche  der  Bestimmung  des  Systems 
von  Fundamentalsubstitutionen  durch  Fundamentalinvarianten  anhaftet. 

Was  nim  die  Berechnung  der  Invarianten  (13)  anlangt,  so  wird 
man  sich  im  Allgemeinen  nur  für  die  Herstellung  der  J^,  J^^  •  •  •  J 
der  in  der  Nr.  107  aufgeführten  Reihenentwickelungen  bedienen  können, 
weil  sich  die  Umläufe,  denen  die  übrigen  dieser  Invarianten  entsprechen, 
nicht  immer  in  Kreisringe,  die  keinen  wesentlichen  singulären  Punkt  ent- 
halten, einschliessen  lassen*  Dagegen  kann  man  diese  Entwickelungen  für 
die  Berechnung  der  Invarianten  J.^,  die  zu  Umläufen  gehören,  welche  nur 
zwei  singulare  Punkte  a.,  a^  umschliessen  und  mit  Hülfe  deren  sich  ja 
alle  übrigen  Invarianten,  wie  wir  gesehen  haben,  wenn  auch  nicht  ein- 
deutig, so  doch  algebraisch  bestimmen,  nutzbar  machen,  indem  man 
sich  der  folgenden  einfachen  Abbildung  der  ic-Ebene  bedient. 

Es  seien  a.,  a^  irgend  zwei  der  singulären  Punkte  ö^,  a^,  •  •  •  a  ; 
wir  verbinden  dieselben  durch  eine  gerade  Linie  und  nehmen  an,  dass 
sich  auf  der  von  a.j  a^  begrenzten  endlichen  Strecke  kein  anderer 
wesentlicher  singulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  befinde.  Dann 
giebt  es  unter  der  Schaar  confocaler  Ellipsen,  welche  die  Pimkte  a.,  a 
zu  Brennpunkten  haben,  unzählig  viele,  die  keine  anderen  wesentlichen 
singulären  Pimkte  als  a.,  a^  einschliessen;  wir  greifen  eine  solche  El- 
lipse K  heraus  und  bezeichnen  die  Längen  ihrer  Axen  durch  p,  q  und 
zwar  sei  J)  >  g^.     Setzen  wir  nun 

so  finden  wir  das  durch  die  geradlinige  Strecke  (a.a^  und  die  Ellipse 
K  begrenzte  Gebiet  G  der  a;-Ebene,  in  der  tr-Ebene  abgebildet,  ent- 
weder auf  das  Innere  eines  Kreisringes,  der  durch  den  Einheitskreis  und 
den  mit  demselben  concentrischen  Kreis  vom  Radius 
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P  +  2 


2 


>1 


begrenzt  wird,  oder  auf  das  Innere  des  vom  Einlieitskreise  und  dem 
damit  concentrischen  Kreise  vom  Radius 


p  —  q 


«.  —  «X 


-<1 


gebildeten  Kreisringes,  jenachdem  der  eine  oder  der  andere  Zweig 
der  algebraischen  Function  w  von  x  ausgewählt  wird.  Auf  diese  Weise 
entspricht  einem  innerhalb  des  Gebietes  G  verlaufenden  geschlossenen 
Wege  der  Variabein  x  ein  in  einem  Kreisringe  eingeschlossener  Um- 
lauf der  Variabein  w.  Wenn  man  also  in  die  gegebene  Differential- 
gleichung w  als  unabhängige  Variable  einführt,  so  kann  man  zur 
Berechnung  der  diesem  Umlaufe  zugehörigen  Invariante  die  für  Kreis- 
ringe geltenden  Methoden  anwenden.  Falls  mehrere  singulare  Punkte 
auf  einer  geraden  Linie  liegen,  so  kann  man  in  ähnlicher  Weise  die 
Umläufe  um  mehrere  dieser  Punkte  auf  geschlossene  Wege,  die  in 
Kreisringen  verlaufen,  zurückführen;  auch  ist  dieses  Verfahren  natürlich 
auf  Differentialgleichungen  beliebiger  Ordnimg  anwendbar. 

Die  Berechnung  der  Invarianten  (13)  hat  keinerlei  Schwierigkeit, 
wenn  es  sich  um  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  zwei 
im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkten  a^,  a^  handelt,  die  der 
Fuchs 'sehen  Classe  angehört.  In  diesem  Falle  braucht  man  nämlich, 
wie  wir  oben  (S.  472)  bemerkt  haben,  nur  die  Wurzeln  der  zu  den 
singulären  Punkten 

X  =  ttj,   ttg,   <x> 

gehörigen  Fundamentalgleichimgen  zu  kennen,  und  diese  ergeben  sich 
auf  Grund  des  Satzes  der  Nr.  51  (S.  180)  unmittelbar  aus  den  Wurzeln 
der  zu  diesen  Punkten  gehörigen  determinirenden  Gleichungen.  Gleich- 
wohl darf  man  auch  in  diesem  Falle,  der  ja,  wie  im  fünften  Abschnitte 
(Nr.  70)  gezeigt  wurde,  im  Wesentlichen  auf  die  Gauss 'sehe  Diffe- 
rentialgleichimg  hinauskommt,  die  Aufgabe  der  Bestimmung  des  Systems 
von  Fundamentalsubstitutionen  nicht  ohne  Weiteres  für  erledigt  halten, 
denn  es  handelt  sich  noch  darum,  die  Substitutionen  anzugeben,  die  ein 
bestimmtes  Fundamen talsystem  beim  Umlaufe  um  die  einzelnen  sin- 
gulären Punkte  erfährt.  Diese  Aufgabe  fallt  natürlich  auch  im  allge- 
meinen Falle  nicht  mit  der  Aufsuchung  eines  Systems  von  Fundamental- 
substitutionen zusammen,  man  muss  eben  noch  diejenige  Substitution 
bestimmen,  durch  welche  das  gefundene  System  von  Fundamentalsub- 
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stitutionen  zu  transformiren  ist,  damit  es  die,  einem  vorgelegten  Funda- 
mentalsysteme  entsprechenden  Substitutionen  liefert.  Wir  wollen  für 
die  Gau  SS 'sehe  Differentialgleichung  die  expliciten  Ausdrücke  für  die 
Coefficienten  der  Uebergangssubstitutionen  aufstellen  und  nehmen  zu 
dem  Ende  die  im  vierten  Kapitel  des  fünften  Abschnittes  eingeführten 
Bezeichnungen  wieder  auf. 


129.   Berechnnng  der  UebergangBsubstitutionen  für  die  Gauss^sohe 
Dijfferentialgleiohung  im  Falle  unbestimmter  a^  ß^  y. 

Wir  denken  uns  die  von  den  singulären  Punkten  x  =  0,  x  ==  1 
der  Differentialgleichung  (6)  (Nr.  70,  S.  252)  nach  dem  Punkte  ;r  =  oo 
hin  zu  legenden  Querschnitte  z.  B.  längs  der  realen  Axe  der  rr- Ebene 
erstreckt,  so  dass  also  der  von  x  =  0  ausgehende  Querschnitt  l^  in  der 
Richtung  der  negativen,  der  von  x  =  1  ausgehende  Querschnitt  l^  in 
der  Richtung  der  positiven  realen  Grössen  verläuft.  In  der  so  zer- 
schnittenen rc-Ebene,  welche  jetzt  die  einfach  zusammenhängende  Fläche 
T  repräsentirt,  fixiren  wir  nunmehr  die  particulären  Integrale 

%iy  **oa5     ^11?  ^12?     ^^ooi;  ^'x2? 
indem  wir  festsetzen,  dass  die  mehrdeutigen  Potenzen  von 

^7        ^  ^7         ^7 

die    in    den    (in   den   Nummern    71,    72    gegebenen)    Entwickelungen 
dieser  Integrale: 

^1    =-^(«>  ß7  77  ^); 

t*,,  =^x^-'F{a^\-y,  ^+l-y,  2-y,  .r), 

^11  =  F^^7  /3,  «  +  /3  +  1  -  y,  1  -  ir), 

^^8  =(l-^)'-""''i^(y-«,  y-^,  y-«-^+l,  l-^), 
u^^  =  x-^l\^,  ^-y  +  1,  ^-«  +  1,  i) 

als  Factoren  auftreten,  so  gewählt  werden,  dass 

Um  rr'"^  =  1 ,         lim  (1  —  ^)^""'-''  =  1, 

lim  oT"^  =  1 ,  lim  oT^  =  1 

sei.     Wir  setzen  vorläufig  voraus,  dass  keine  der  Grössen 


478  VIII.  Berechnung  der  Fundamentalsubstitutionen.    Kapitel  3. 

1  — y,    y  —  ^  —  ßy    ü  —  ß 

eine  ganze  Zahl  ist. 

Es  handelt  sich  dann  um  die  Herstellung  der  zu  den  Querschnitten 
l^,  l^^  gehörigen  Uebergangssubstitutionen 

die  durch  die  Gleichungen 

(1)  [^001 ;  «^x2]  =  'Sf^iKi;  ^i,]y 

erklärt  werden;  diese  werden  uns  auch  zugleich  die  bereits  in  der 
Nr.  74  (S.  267)  erwähnten  lielationen  zwischen  je  dreien  der  die  sechs 
verschiedenen  Integrale 


^1.   «^02?      ^hv   «*125      ^^17   w«2 


darstellenden  Entwickelungen  I — XXIV  (a.  a.  0.  S.  266)^liefem. 

Die  zu  den  Punkten  x  =  0,  a;=l,  a;  =  oo  gehörigen  canonischeu 
Substitutionen  lauten  der  Reihe  nach 


Ä«  = 


e^""  0 


e     '^ 

Die  Substitutionen,  die  etwa  das  Fundamentalsystem  m^^,  m^  bei  ein- 
fachen positiven  Umläufen  um  die  Punkte 

erfährt,  d.  h.  die  zu  diesem  Fundamentalsysteme  gehörigen  Fundamen- 
talsubstitutionen, lassen  sich  alsdann  in  die  Form  setzen 

^=Sf„a„S~\     A,  =  S  ,il,S~\     Ä    =  £1    , 

0  ooOOqoO'  1  «11x1?  00  00  ? 

imd  es  besteht  die  Beziehung 

(3)  ß:'  =  ^»oÄoC'Sr.,fl,s-s 

welche  vier  Gleichungen  zwischen  den  Coefficienten  der  beiden  zu  be- 
stimmenden Uebergangssubstitutionen  liefert.  Nun  lassen  sich  aber 
für  jede  dieser  Substitutionen  zwei  Coefficienten  leicht  berechnen.  Setzen 
wir  nämlich 
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n(y  -  l)il(y-«  -^p  -  1)  _     , 

n(y  —  a  —  1)  n(y  —  ß  —  l)        I  ^"'  P>r)y 

SO  besteht,  wie  wir  in  der  Nr.  75  (S.  270)  gezeigt  haben,  die  Glei- 
chung (vergl.  (43)  a.  a.  0.) 

vorausgesetzt,  dass  die  für  die  Convergenz  der  Reihe  i^(a,  /3,  y,  x)  im 
Punkte  X  =  l  erforderliche  Bedingung  (vergl.  Nr.  74,  S.  268) 

9t(y  — a  — /J)>0 

erfüllt  ist.     Hieraus  ergeben  sich  sofort  die  Gleichungen: 

F(a,  «_y+l,  a-/3  +  l,  !)  =  /•(«,  «  -  y  +  1,  «  - /3  +  1), 

•f  (^,  ^  -  y  +  1,  ^  -  «  +  1,  1)  =  /■(/?,  ^  -  y  +  1 ,  /?  -  «  +  1), 

wenn 

9t(y  — «  —  /?)>  0 
ist,  und 

F(a,  y  _  |3,  ß  _  /3  +  1,  1)  =  /•(«,  y  _  ^,  a  -  /3  +  1), 
i5'(/3,  y  -  ß,  ^  _  «  +  1,  1)  =/-(/J,  y-a,  ß-a  +  1), 

wenn 

9fl(l-y)>0 
# 
ist.     Machen  wir  vorläufig  die  Annahme 

(4)  9fl(y  -  «  -  /3)  >  0,      gt  (1  —  y)  >  0, 

so  ist  überdies  zufolge  der  Entwickelungen  V,  VII  (Nr.  74) 

für    x=ly    Wjj  =  l,    ^12  =  0, 

und  zufolge  der  Entwickelungen  I,  III 

für    a;  =  0,     u,^  =  l,    %2  =  ^' 

Nehmen  wir  jetzt  in  den  Gleichungen  (1)  für  u^^,  u^^  die  mit 
( —  1)**  beziehungsweise  ( —  1)  multiplicirten  Entwickelungen  IX, 
X  und  setzen  dann  o;  =  1,  so  erhalten  wir 

«».  =  /■(«>«  — y  +  i;  «-^  +  1), 

nehmen  wir  femer  in  den  Gleichungen  (2)  für  u^^,  ii^^  die  mit 
( —  1)**  beziehungsweise  ( —  1)^  multiplicirten  Entwickelungen  XIII, 
XIV,  die  für 

gültig  sind,  und  setzen  dann  a:  =  0,  so  ergiebt  sich 


480  Vin.  Berechnung  der  Fundamentalsubstitutionen.   Kapitel  3. 

Die  vier  in  der  symbolischen  Beziehung  (3)  zusammengefassten  Glei- 
chungen würden  nun  hinreichen,  um  auch  noch  die  übrigen  Coeffi- 
cienten  der  Substitutionen  S^^,  S^^  zu  bestimmen,  wir  schlagen  aber 
für  die  Berechnung  derselben  ein  etwas  weniger  umständliches  Ver- 
fahren ein,  welches  uns  auch  ermöglichen  wird,  die  beschrankende 
Voraussetzung  (4)  fallen  zu  lassen. 

Um  die  Formeln  zunächst  in  der  Gestalt  zu  erhalten,  wie  sie  von 
Gauss  und  Kummer  aufgestellt  worden  sind,  berechnen  wir  statt  der 
Substitution  S^^  vorerst  die  dem  directen  Wege  zwischen  den  Punkten 
X  =  0  und  X  =  1  entsprechende  Uebergangssubstitution 


die  mit  S^^,  S^^  durch  die  Beziehung 

00  1        10         00  0 

verknüpft  und  durch  die  Gleicljjangen 

(5)  Kl,  ^12]  =  'S^oKi^  ^02] 

erklärt  ist.  Denken  wir  uns  in  diesen  letzteren  Gleichungen  für  w^^,  u^^ 
die  Entwickelungen  I,  III,  für  m^^,  u^^  die  Entwickelungen  V,  VII  ein- 
gesetzt, so  können  wir,  falls 

9t(l-y)>0 

vorausgesetzt  wird,  x  =  0  setzen  und  erhalten 

«10  =/*(«.  ^,  a  +  ^-y  +  1), 

yio  =  f(y—^^y  y  —  ßy  y  —  cc  —  ß  +  1). 

Falls  auch  noch 

9t(y  —  a  —  /3)  >  0 

ist,  so  können  wir  in  eben  diesen  Gleichungen  auch  x  =  1  einsetzen, 
wodurch  sich  die  Beziehungen 

i  =  «io/'(«>  ß>  y)  +  ^io/"(«-y  +  i>  /»-y  +  i,  2-y), 

0  =  y,o/'(«;  ß>  y)  +  ^loA« - y  +  1,  ^- y  +  1,  2 - y) 

ergeben.  Indem  man  nun  die  bekannten  Eigenschaften  der  7I-Function 
(vergl.  Gauss,  Disquisitiones  circa  seriem  etc.  art.  25) 
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7T(-.)77(.)  =  ^^, 
7I(_,)i7(,_l)  =  ^ 

benutzt,  findet  man  hieraus  die  Ausdrücke 

Pio         n(i— y)n(«— i)7T(p-i)      1^'*    r-r^,p    y-r^,«-rp    rt-'-), 

Die  Gleichungen  (5)  lassen  sich  hiemach  in  die  elegante  Form  setzen 

F(a,  ß,a  +  ß-Y+h  1  -x)^fia,  ß,  a -\- ß  -  y -\- 1)  F(a,  ß,y,x) 
+f{cc-y+l,ß-y-\-l,a+ß-y+l)x'-'^Fia-y+l,ß-y-\-l,2-y,x\ 


(6) 


((^i-xy-"-l'Fiy-cc,y-ß,y-cc-ß-\.l,l-x) 
COl   =fiy-a,y-ß,y-a-ß+l)F(a,  ß,  y,x) 

{  +f(l-a,l-ß,y-a-ß-\-l)x'-'F{a-y-\-l,ß-y+l,2-y,x). 

Um  nun  zu  zeigen,  dass  diese  nur  unter  Festhaltung  der  Voraus- 
setzung (4)  hergeleiteten  Formeln  auch  gültig  bleiben,  wenn  diese 
Voraussetzung  nicht  mehr  erfüllt  ist,  kann  man  sich  z.  B.  des  folgenden 
Verfahrens  bedienen.     Nehmen  wir  an,  es  sei  etwa 

9t(l— )/)<0,     aber    9t(y  —  «  — /J)  >  0, 

dann  convergiren  die  für  u^^,  u^^  geltenden  Entwickelungen  VI,  VTII 
für  X  =  0  und  die  für  u^^^,  u^^^  geltenden  Entwickelungen  I,  III  für 
x=l.  Benutzt  man  in  den  Gleichungen  (5)  diese  Entwickelungen, 
so  ergeben  sich,  wenn  man  nach  Division  durch  x  "^  x  =  0  und 
dann  x  =  1  setzt.  Ausdrücke  für  die  Coefficienten  der  Substitution  S^^ , 
die  mit  den  unter  Festhaltung  der  Bedingungen  (4)  gefundenen  durch 
leichte  Umformungen  in  üebereinstimmung  gebracht  werden  können. 
So  lautet  z.  B.  die  eine  der  Gleichungen  (5)  nach  Division  durch  x  "^ 

+  ß^^F{a+l-Y,ß+l-Y,2-Y,xl 
also  folgt  für  x  =  0y  da  wegen  9fl(l  —  y)  <  0 

lim  x^'~   =  0 

ist,  für  ß^Q  der  Ausdruck 

Sohleaingor,  Differeniialgleichungen.   I.  31 
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/*,o  =  /■(«  + 1  - y.  ^+i-y,  «  +  ^  +  1-?'), 

und  dies  stimmt  mit  dem  oben  gefundenen  Werthe  überein. 
Hätte  man 

^(l—Y)>0     und     my  —  a  —  ß)<0, 

so  würden  in  den  Gleichungen  (5)  für  u^^^  u^^  die  Entwickelungen 
V,  VII,  dagegen  für  m^^,  t4^^  die  Entwickelungen  II ,  IV  zu  nehmen 
sein:  endlich  müsste  man  sich,  wenn 

9t(l  —  y)<0    und     9t(y  —  «  —  /J)<  0 

wären,  für  m^j,  u^^  der  Entwickelungen  VI,  ^^II  und  für  m^j,  u^^  der 
Entwickelungen  II ,  IV  bedienen;  allemal  würden  sich  für  die  Coeffi- 
cienten  der  Substitution  aS^^  die  unter  der  Annahme  (4j  gefundenen 
Werthe  ergeben.  Diese  Werthe  sind  also  richtig,  so  lange  die  dabei 
in  Betracht  kommenden  77- Functionen  einen  Sinn  haben.  Die  Func- 
tion /*(«,  /3,  y)  ist  (vergl.  Nr.  75,  S.  271),  so  lange  keine  der  Grossen 

y—ly  y  —  a  —  ß—1,  y  —  a—1,  y  —  ß—l 

gleich  einer  negativen  ganzen  Zahl  ist,  eine  eindeutige  Function  der 
a,  /3,  y,  die  niemals  verschwindet  oder  unendlich  wird.  Sie  wird  un- 
endlich, wenn  eine  der  Grössen 

y—  1,  y  —  a  —  ß—  1 

ganzzahlig  negativ  ist,  ohne  dass  eine  der  beiden  Grossen 

y  —  a—  1,  y  —  ß—l 

eine  negative  ganze  Zahl  wäre;  sie  verschwindet*  wenn  das  Umgekehrte 
der  Fall  ist.  Wir  können  folglich  sagen:  die  für  die  Coefficienten  der 
Gleichungen  (5)  gefundenen  Ausdrücke  bleiben  gültig,  so  lange  y  —  a  —  ß 
und  1  —  y  nicht  Null  oder  ganze  Zahlen  sind,  insbesondere  gilt  die 
Gleichung  (6),  so  lange  1  —  y  nicht  ganzzahlig  und  «  +  /3  —  y  +  1 
nicht  gleich  Null  oder  einer  negativen  ganzen  Zahl  ist,  und  die  Glei- 
chung (7),  so  lange  1  —  y  nicht  ganzzahlig  und  y  —  «  —  ß  -\-  1  weder 
Null  noch  eine .  negative  ganze  Zahl  ist.  D.  h.  mit  anderen  Worten: 
die  Gleichungen  (6),  (7)  bleiben  gültig,  so  lange  die  in 
denselben  vorkommenden  Po tenzreihenent Wickelungen  der 
Integrale 

^01?    %%7    ^117    ^13 

einen  Sinn  haben. 

Genau    ebenso    finden    wir   für  die   Coefficienten   der  Substitution 
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S^^^  nebst  den  schon  oben  gefundenen  Werthen  der  a^^,  y^^  die 
Ausdrücke 

ß..  =  e<''-"-'""/-(l  -ß,u-Y  +  l,a-ß+l), 
L.  =  /''-'*- '""■/•(!  -a,ß-Y+l,ß-a-\-l); 
die  Gleichungen  (2)  nehmen  hiemach  die  Form  an 

(8)  u^^  =  c-'^fia,  y-ß,a-ß+  1)«,, 

(9)  «^^  =  c-'"-''fiß,  y-cc,ß-a+  1)m„, 

Diese  Gleichungen  gelten,  so  lange  1  —  y  und  «  —  ß  nicht  ganzzahlig 
sind,  insbesondere  gilt  (8),  wenn  1  —  y  keine  ganze  Zahl  und  a  —  /3  +  1 
nicht  Null  oder  eine  negative  ganze  Zahl  ist  und  (9),  wenn  1  —  y 
keine  ganze  Zahl  und  ß  — «  +  1  weder  Null  noch  negativ  ganz- 
zahlig ist. 

Jetzt  hat  auch  die  Herstellung  aller  anderen  Uebergangssubstitu- 
tionen  keinerlei  Schwierigkeit;  wir  stellen  die  vollständigen  Formeln 
zusammen  und  bemerken,  dass  jede  einzelne  der  anzugebenden  Glei- 
chungen so  lange  gültig  bleibt,  als  die  Entwickelungen  der  in  der- 
selben vorkommenden  Integrale,  wie  sie  durch  die  Formeln  I — XXIV 
geliefert  werden,  einen  Sinn  behalten. 

Die  inverse  Substitution  von  S^^^ 


lautet 


^01  =   ^10 


%i=f(^y  A  y)^'n  +  f(y  —  cc,  y  —  ßy  y)w,,, 
Die  Substitution 


'^i«  =  ^r>i 


ergiebt  sich  in  der  Form 

»u=/'(«,«-y+i,«+|3-y+i)''.i+/'(|3-y+i,M+^-y+i)».„ 


und  Ä^j   selbst  hat  die  Gestalt 


31* 
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"x2=AA^  — y  +  1,  ^  — «  +  lj«U 

Endlich  finden  vrir  für 

^0x='^xu 

die  Ausdrücke 

"«1  =  «""YK  y  —  /J.  y)i'^ .  +  t'^'^'/Ty  —  «,  A  y)«x8,      , 

«„.  =  c—'+'^ria _ y  +  1,  1  _ y,  2 - y)". . 
In  den  Fällen,  wo  eine  oder  mehrere  der  Grössen 

1—  y,  y  —  ^  —  ßy  «  —  /* 

^nzzahljge  Werthe  haben,  treten  an  die  Stelle  gewisser  der  sechs  in 
Reihenform  darstellbaren  Integrale,  die  im  allgemeinen  Falle  die  cano- 
nischen Fundamentalsysteme  repräsentiren,  die  in  den  Nummern  71,  72 
aufgestellten  mit  Logarithmen  behafteten  Integrale;  man  kann  dann 
auch  für  diese  die  Uebergangsubstitutionen  herstellen,  imd  zwar  ent- 
weder direct,  oder  indem  man  in  den  oben  aufgestellten  Formeln  einen 
Grenzübergang  vornimmt:  wir  werden  die  betreifenden  Ausdrücke  an 
einer  späteren  Stelle  geben,  wo  wir  es  mit  wichtigen  Specialfallen  der 
Gauss'schen  DifiPerentialgleichung  zu  thun  haben  werden,  für  die  ge- 
wisse der  drei  Wurzeldifferenzen  der  determinirenden  Gleichungen 
gleich  Null  oder  ganzen  Zahlen  sind. 

130.    SchluBsbemerkung. 

Die  im  gegenwärtigen  Abschnitte  entwickelten  Methoden  setzen 
uns  in  den  Stand,  für  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  mit  ratio- 
nalen Coefficienten  den  Verlauf  eines  durch  seine  Anfangswei-the  ge- 
gebenen Integrals  in  der  ganzen  Ebene  zu  verfolgen.  Wir  bedürfen 
hierzu  einerseits  der  in  der  Umgebung  der  einzelnen  singulären  Punkte 
gültigen  Entwickelungen  und  andererseits  des  einem  Fundamental- 
systeme eigenthümlichen  Systems  von  Fundamentalsubstitutionen.  Das 
letztere  setzt  uns  in  den  Stand,  die  Aenderungen  zu  verfolgen,  welche 
ein  Integral  oder  allgemein  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen 
erfährt,  wenn  die  unabhängige  Variable  x  Wege  beschreibt,  die  in  der 
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mehrfach  zusammenhängenden  Fläche  T  verlaufen,  wo  T  aus  der 
rc-Ebene  hervorgeht,  indem  wir  die  wesentlichen  singulären  Punkte 
von  derselben  ausschliessen.  Wir  können  also  kurz  sagen,  das  System 
von  Fundamentalsubstitutionen  bestimmt  uns  die  Verzweigung  eines 
Fundamentalsystems,  ebenso  wie  die  zu  einem  algebraischen  Gebilde 
gehörige  ßie man  nasche  Fläche  die  Verzweigung  der  betreifenden 
algebraischen  Function  darstellt.  Aehnlich,  wie  nun  alle  tieferen 
Fragen  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  an  die  Betrachtung 
der  Rie  mann 'sehen  Fläche,  d.  h.  der  Verzweigungsart  der  algebraischen 
Function  anknüpfen,  hat  eine  Reihe  von  Problemen,  die  für  die  Inte- 
grale linearer  Diiferentialgleichungen  aufgeworfen  wurden,  ein  ein- 
gehenderes Studium  des  Systems  der  Fundamentalsubstitutionen  er- 
forderlich gemacht.  Dabei  hat  es  sich  als  noth wendig  erwiesen,  die  Ge- 
sammtheit  aller  Substitutionen  zu  betrachten,  die  durch  alle  möglichen 
Umläufe  der  unabhängigen  Variabein  entstehen,  d.  h.  die  durch  Com- 
position  aus  den  Fundamentalsubstitutionen  hervorgehen;  man  hat,  aus 
später  noch  ausführlich  darzulegenden  Gründen,  diese  Gesammtheit  die 
Gruppe  der  Differentialgleichung  genannt. 

Durch  die  Aufgaben,  die  das  Jacobi'sche  Umkehrproblem  der 
Theorie  der  algebraischen  Functionen  stellte,  sah  sich  Riemann  ver- 
anlasst, die  Frage  nach  der  Gesammtheit  aller  algebraischen  Functionen 
aufzuwerfen,  deren  Riemann 'sehe  Flächen  eindeutig  conform  auf  ein- 
ander bezogen  werden  können,  oder  die  —  wie  man  sich  auch  aus- 
drücken kann,  indem  man  nur  den  Begriff  der  Riemann'schen 
Fläche  in  etwas  allgemeinerer  Weise  fasst  —  dieselbe  Riemann- 
sche  Fläche  haben.  Diese  Frage  führt  unmittelbar  dazu,  zu  unter- 
suchen, wie  man  algebraische  Functionen  construiren  kann,  die  zu 
einer  gegebenen  Riemann'schen  Fläche  gehören,  sie  führt  also  auf 
die  von  Riemann  zum  Ausgangspunkte  gewählte  Problemstellung. 
Auch  in  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  waren  es 
vorwiegend  die  Umkehrungsfragen,  die  zu  ähnlichen  Problemen  Ver- 
anlassung gaben  wie  die,  welche  Riemann  in  der  Theorie  der  alge- 
braischen Functionen  behandelt  hatte.  Man  erkannte,  dass  gewisse 
Eigenschaften  der  Lösungen  linearer  Differentialgleichungen  einzig  und 
allein  von  der  Gruppe  der  Differentialgleichung  abhängen  und  warf 
dadurch  die  Frage  auf  nach  der  Gesammtheit  der  Differentialgleichungen, 
die  dieselbe  Gruppe  haben  und  dem  entsprechend  nach  der  Bestimmung 
einer  Differentialgleichung,  deren  Gruppe  gegeben  ist.  Riemann  selbst 
hatte,  wie  aus  den  aus  seinem  Nachlasse  herausgegebenen  Bemerkungen 
hervorgeht,  ähnlich  wie  für  seine  Theorie  der  algebraischen  Functionen, 
so    auch    für   die    von   ihm   geplante    Begründung   einer   Theorie    der 


486  VIII.  Bereclinung  clor  Fundamontalsubstitutioneii.    Kapitel  3. 

linearen  Differentialgleichungen  (vergl.  die  historische  Einleitung,  Nr.  3), 
gerade  die  Bestimmung  einer  Differentialgleichung  durch  die  Gruppe 
zum  Ausgangspunkte  gewählt:  man  konnte  aber  dem,  was  von  Rie- 
mann's  hierauf  bezüglichen  Gedanken  in  die  Oefifentlichkeit  gelangt 
ist,  wenig  mehr  als  die  Bezeichnung  entnehmen,  welche  die  sämmt- 
lichen  Dififerentialgleichungen ,  die  eine  und  dieselbe  Gruppe  besitzen, 
in  eine  C lasse  zusammenfasst.  Wir  werden  in  den  folgenden  Ab- 
schnitten zuvörderst  den  Gruppenbegrifif  erörtern  und  zwar  in  der  all- 
gemeinsten Form,  in  der  er  für  unsere  Theorie  in  Frage  kommt;  dann 
soll  die  Behandlung  der  eben  angedeuteten  Probleme  in  Angriff  ge- 
nommen werden.  Dieselbe  wird  insbesondere  auch  zu  einer  Reihe  von 
gewissen  speciellen  Typen  linearer  Differentialgleichungen  führen,  deren 
Untersuchung  an  sich  von  hohem  analytischen  Interesse  ist,  die  aber 
auch  für  die  allgemeine  Theorie  die  grösste  Wichtigkeit  erlangt  haben. 


>^>n 


Berichtigungen. 

S.  29,  Zeile  .10  v.  o.  ist  zwischen  den  Worten  „durch"  und  „particulSre"  einzu- 
schalten „m". 

S.  143 — 145  kommt  in  einigen  Formeln  i  in  zweierlei  Bedeutung  vor;  einmal  als 
Index,  wo  es  also  einen  der  Werthe  1,  2,     •  •  n  bedeutet,  das  anderemal 

aber  als  Factor  in  2«!,  wo  es  wie  üblich  gleich  }/ —  i  zu  setzen  ist. 

S.  161,  Zeile  9  v.  o.  ist  zu  setzen  f^^'"^^  an  die  Stelle  von  f<"'-'^K 

iS.  186,  Zeile  9  v.  o.  ist  an  Stelle  von  „nur"  zu  lesen  „nun". 

S.  189,  Zeile  13  v.  o.  ist  zwischen  (0)  und  vom  einzuschalten  ,, mindestens". 

S.  189,  Zeile  8  v.  u.  ist  hinzuzufügen:  Ist  (Ü)  von  höherem  Range  (was  für 
i  >  2  vorkommen  kann),  so  sind  diese  Bedingungen  zwar  hin- 
reichend aber  nicht  nothwendig. 

S.  189,  Zeile  2    v.    u.    ist   an    Stelle   von   h.      ..        (o  +  i'      ,  —  i')    zu    setzen 

/Q—  /"x— 1  *—  * 

n  n 

S.  200,  Zeile  3  v.  o.  ist  zu  setzen   ^  r^  an  die  Stelle  von    ^  r^. 
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